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Simbologia

t tempo

7 = (P — 0) vetor posicio

U wvetor velocidade

a wvetor aceleracio

w vetor de rotacio do C.R. (ou vetor velocidade angular do C.R.)

@ vetor aceleracao rotacional do C.R. (ou vetor aceleragao angular do C.R.)

Up vetor velocidade absoluta do ponto P
Up arr Vetor velocidade de arrastamento do ponto P
Upre1 Vvetor velocidade relativa do ponto P

dp vetor aceleracio do ponto P
dpqrr vetor aceleragdo de arrastamento do ponto P

dprei Vetor aceleracdo relativa do ponto P
dpcor Vetor aceleragdo de Coriolis do ponto P
Werr Vetor de rotacio de arrastamento(vetor de rotacio do referencial movel)

Wy Vetor de rotacio de relativo
Werr Vetor aceleracio rotacional de arrastamento (do referencial movel)
Wqrr vetor aceleracio rotacional de relativo

Wresqr Vetor aceleracio rotacional de Resal
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Unidades no Sl (Sistema Internacional de Unidades)

v velocidade [m/s]

a aceleracdo [m/s?]

W Vetor de rotacdo [rad/s]

A Vetor aceleracao rotacional [rad/s?]

X Coordenada de posicao, distancia ou [m] metro

deslocamento
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Formulario

Bp.(P — 0) = By. (P — 0)

—— I=@BAT

Up=Ug+wA(P—0) P GAT

Gp=ady +BA(P—=0)+BA[BAP—0)] k=@ Ak
_B/\‘D)A —

(E—A)—Ia,|2 + 1w , A€ER

= -
Up = VUp grr t Up rel

- - - - — -
ap = Ap qrr + ap rel + Ap,cor Ap cor = zwarr A VUp rei

- — —
W = Wqrr + Wyel

= 5 = = = = —
W = Wqarr + Wyel + WResal WResal = Warr A Wyel
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Propriedade Fundamental dos Corpos Rigidos

(P - 0)

Yo > |(P — 0)| = cte
(P—0).(P—-0) = cte
2(P-0).(P-0)=0

(Bp — Bp). (P — 0) = 0

Bp.(P — 0) = By. (P — 0)

Propriedade fundamental:

“ A distancia entre dois pontos de um corpo rigido nao varia com o tempo”.

Corolario: “A projecao dos vetores velocidade de dois pontos quaisquer de um mesmo corpo rigido na
direcdo da reta que os une é a mesma.”

Caso contrdrio o corpo estaria se esticando ou se encolhendo.
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FOrmula de Poisson ou Formula das velocidades relativas num C.R.

(P—-0)
w - |(P — 0)| = cte
W
(P—-0).(P—-0) = cte
2(P-0).(P-0)=0
(Vp —Vp) =W A(P—0)
> " - Férmula de Poisson dos
Up =V + WA (P=0) vetores velocidade num C.R.
Gp=dop+@BAP—0)+&ABp —Dp)
w_-, _ @ S R - N Férmula de Poisson dos
T dt dp=dp+ WAP—-0)+WA[&A(P—0)] vetores aceleragdo num C.R.
@ vetor de rotacdo do corpo rigido (ou vetor velocidade angular do C.R.)
@ vetor aceleracao rotacional do corpo rigido (ou vetor aceleracao angular do C.R.)
Pagina 7
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Derivadas temporais de uma base vetorial

Seja uma base vetorial associada a um sistema de coordenadas preso a um corpo rigido
gue se move no espago:

Pode-se escrever: (P —0) = xi+ yj + zk

51 Derivando em relagdo ao tempo:  #p — B, = xT + yj + zk (D

Pela formula de Poisson:

Up =Vpg+WA(P—0)

Up — Do = (wyl + @] + w k) A (xT + y] + zk)
W Up — Vg = (Zwy — YW,)T + (Xw; — 2wy )] + (Ywy — xwy)k

Up — B = x(w,j — a)yE) + y(a)xE — w,l) + z(a)y?— wy))  (2)

lgualando (1) e (2):

(5 5 7

L= (@] = wyk) P— @ AT
1J = (wxk — w,1) = J=wAJ
\k=(wyl wxf) /_€>=5/\/_(>
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Interpretacao dos vetores de rotacao e aceleracéo rotacional

(admitindo R constante)

Por cinematica do ponto, em coordenadas cartesianas:

(P — 0) = RcosOT + Rsenfj

Up = OR(—senb7 + cos6))

f(%

dp = —(6Rsend + 6?RcosB)7 + (6Rcosl — §2Rsend);

Por cinematica do ponto, em coordenadas polares:

(P—-0)=Ru
U = cosOT + sendj ¥p = RU
T = —senBO1 + cosO] 5» = OR?
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Interpretacao dos vetores de rotacao e aceleracéo rotacional

(continuacgao)

— —
w T @ A/D Sendo o mddulo do vetor de rotagao do C.R. igual a velocidade angular do

— | mesmo.

S Sendo a diregao do vetor de rotagao a direcdao do eixo em torno do qual ele
0 N ~ estégirando.
i R p 37 Sendo o sentido do vetor de rotacao dado pela regra da mao direita.
Assim:
X - : -
0(t) @ =0 @ =0

Por cinematica do C.R, em coordenadas cartesianas:
Gp=dy+BAP—-0)+EBA[BAP—=0)]

dp =0+ 0k A(P—0)+0kA[BkAP—0)]

Bp = 0 + Ok A (Rcosbi + Rsend))

Bp = OR(—sendi + cosb)) dp = —(6Rsend + ?RcosO)T + (6Rcosd — 6?Rsen);

Por cinematica do C.R., em coordenadas polares:

Bp =Dy +BAP—0) dp=dy+BAP-0)+@BA[BAP—=0)]

Bp = 0 + 0Kk A (RD) dp =0+ 6k AP —0)+ 0k A[6k AP —0)]

Up = ORT dp = OR? — O%Ru
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Atos de movimento

Definicao: Ato de movimento é uma descri¢ao instantanea do movimento do C.R.
Podemos imaginar como sendo uma fotografia dos vetores velocidade dos diversos pontos do C.R.

Ndo confundir “movimento” com “ato de movimento”. Quando se fala em “movimento” se subentende a decorréncia
de um intervalo de tempo enquanto o “ato de movimento” é um “instantdneo”.

S3o 4 os atos de movimento possiveis:

* Ato de movimento nulo = quando os vetores velocidade de todos os pontos do C.R sdo nulos.

* Ato de movimento translatorio = quando os vetores velocidade de todos os pontos do C.R sdo iguais entre si e
diferentes do vetor nulo.

* Ato de movimento rotatdrio = quando os vetores velocidade dos C.R. sdo tais que tudo se passa como se, caso
esse ato persistisse no tempo, o C.R. estivesse descrevendo um movimento de rotagao em torno de um eixo fixo.
Neste caso é possivel identificar um conjunto de pontos solidario ao C.R com velocidade nula, este conjunto de
pontos sendo uma linha reta e constituindo o eixo de rotagdao. Todos os demais pontos do C.R tem vetor
velocidade nao nulo, ortogonais ao eixo de rotagao e com maddulo linearmente proporcional a distancia de cada
ponto ao eixo.

* Ato de movimento helicoidal = quando adiciona-se ao ato rotatdorio uma componente de velocidade na direcdo
do eixo de rotagdo. Tudo se passa, caso esse ato persistisse no tempo, como se o corpo descrevesse um
movimento helicoidal. Este é o ato de movimento mais geral possivel. Em cada instante do movimento mais geral
de um corpo é possivel identificar-se o eixo em torno do qual o ato de movimento helicoidal esta
instantaneamente acontecendo.
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Eixo helicoidal instantaneo

W | Admitindo a existéncia do eixo helicoidal instantaneo, todos os pontos que pertencam
a ele tem mesma velocidade e ainda estas velocidades tém a prépria direcao do eixo,
*\ " . ~ ~
em outras palavras, tém a direcao do vetor de rotacgao:

(Onde h é um escalar qualquer

1_5 — ha — 1_5 + 5 A (E — A) utilizado para que a velocidade dos
E A pontos E seja paralela ao vetor de
rotagdo).

(E—A)AG = hd — 7,

Havendo solucdo para esta equacao vetorial estd demonstrada a existéncia do eixo
helicoidal instantaneo.

Este tipo de equacao vetorial ja foi resolvido anteriormente:

UAND

|ul?

XANU=1V X = +Ai, A€ER

(E—A) =245,  1eR

|2

Os pontos "E“ formam uma reta paralela ao vetor de rotacdo e constituem o eixo helicoidal instantaneo.
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Exercicio 1

Dado o mecanismo formado pela manivela OA de entrada, pela biela AB e pela manivela de saida
BC, sendo w, constante a velocidade angular de entrada, pede-se, para a posicao mostrada na
figura, a velocidade angular w;.

6A=60+58A(A_0)

B, =0+ wek A (L/,7)

Uy = (‘)eL/ZJ_)

Bp = Be + @y A (B —C)

Bs = 0 + wsk A (LD)

13>B = (‘)SLT

Up = Up + Qpeiq A (B — A)

Bp = Ty + (Ul + QF + k) A (L) T+ Lj — L)

wsLj = wo Ly 7+ (i + QyF + Qk) A (L), T+ Lf — L)
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Exercicio 1 (continuacao)

wsLf = we 1)o7+ (T +Qyf + Qk) A (/5T + Lj - Lk)

L/
2 7 w 7 T g Qy 7 - Q - -
4 a)S]=7€ +(ka+ﬂx]—7k—ﬂyl+7zj_gzl>
Q, W,
< Qx + 7 —_— s — 7
Q
Q, ——=2=0 Q. = & _ _&
. 2 * T2 2
Q QZ—o
We
Observacdo: O movimento da biela esta Assim: |Ws = ——
indeterminado pois a rotacdo propria em torno 2

de AB é livre, assim Qpje;q N80 pode ser
determinado.
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Movimento Plano — Centro Instantaneo de Rotacao (CIR)

Definicdo: Define-se movimento plano quando as velocidades de todos os pontos estao contidas num mesmo plano,
definido como o plano do movimento.

Nesta situacdao os vetores de rotacdao serao sempre perpendiculares ao plano do movimento e o eixo helicoidal
instantaneo passa a ser um eixo instantaneo de rotacao, pois este nao tem mais componente de velocidade segundo
a direcao dele prdprio.

O ato de movimento mais geral no movimento plano deixa de ser um ato de movimento helicoidal e passar a ser um
ato de movimento de rotacao.

O eixo helicoidal instantaneo passa a ser um eixo instantaneo de rotacdo. Os pontos deste eixo tem velocidade
instantaneamente nula.

O traco deste eixo instantaneo de rotacdao no plano do movimento é o chamado centro instantaneo de rotacao (CIR).

et

CIR
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Movimento Plano — Centro Instantaneo de Rotacao (CIR)

T oam

A(t) I o

4
- 1
I
!

-~
U \\—_f

CIR(t)

B(t)

O movimento plano geral é um
movimento roto-translatorio, isto é
o eixo de rotacdo pode se
transladar, em direcdao qualquer do
plano. O CIR é INSTANTANEO!

Eixo de rotacdo fixo é um caso
particular!
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Movimento Plano — Centro Instantaneo de Rotacao (CIR)
Determinacdo Geométrica do CIR

-
A A ————>
b B

CIR

CIR no infinito
(ato de movimento
translatoério)

Prof. Leandro V. da S. Macedo — PME 3100 Mecéanica 1 - Notas de Aula — Cin. dos Corpos Rigidos — Revisdo 9 Pagina 17



0
ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Movimento Plano — Centro Instantaneo de Rotacao (CIR)
Determinacdo Geométrica do CIR

Disco que rola e Disco que rola e
escorrega sobre escorrega patinando
superficie fixa: sobre superficie fixa:

Disco que rola sem
escorregar sobre
superficie fixa:

W W )

/. /"

CIR
CIR
CIR estd no ponto CIR esta abaixo da CIR estd acima da
de contato com a superficie. superficie.

superficie.

Pagina 18
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Exercicio 2

A escada apoiada na parede vertical escorrega no chao para a
direita, sendo conhecida a velocidade da extremidade B, “v”
constante, para a direita. Pede-se o vetor de rotacao da escada, o
vetor velocidade e o vetor aceleracao da extremidade A.

B = vi= B + @A B=CIR) =0 + wk A (—Lsen8]) = wLsendt

v - 72N
== W = - w =

CIR Lsen@ - LsenB k

v
vy, =wA(A—-CIR) = Toond k A (—LcosO7) = | v, = —vcotaglj

7 Gy=dg+BAA—-B)+BA[BA(A-B)]
V/
V/
{a{'fffffffffffffffffff v

- 2
Up . d&  vbcosh 2 %mas 0= — =2 cost "
Cdt Lsen29

L2sen30
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Exercicio 2 (continuacao)

v . v?cosf

Lsen® = L%2sen30

w =

Gy=dg+BAA—-B)+BA[BA(A-B)]

. = v%cosf - v: L )
a, =0+ mk A L(—cosO1 + senfj) + mk Ak A L(—cosOT + send))]
vZcosh 2

-

(—cos6] — send) + —— v = (cos6i = send))
aA Lsen39 coS ] Séen se CoSUl Séen ]

. v cos?0 ArH v? ( 6 + cosd)i
4= Tsen6 \” sen?o J T Isenzg ~ CO% T OV
2

= |dy=— [ (cotag?6 + 1)]
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Exercicio 2 (continuacéo) solucéo alternativa pela geometria

x = Lcos@
X =v =—LOsenb
= |9 = v
~ Lsen#@
o = wk Q&masé——wﬁ g=—" %
@=@ @ = Lsen@
y = Lsenf
y = LOcos = y = vcotag0
mas Uy = —yj = v, = —vcotaglj
L _ dvy _ d(-vcotagb)) _ 5 o 29N> _ V2 2 A\
Uy =—== " = —0Ov(—cosec“0)j = Lsene( cosec<0)j
- Uz 2 -
= |dy = —7— (1 + cotag®0)j
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Exercicio 2 (continuacéao) solucéo alternativa pela propriedade
fundamental do C.R.

U4.(A—B) = v5.(A—B)
Vy.5en0 = vg.cosl

v, = vgcotagl

v, = —vcotaglj
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Exercicio 3

. . — i Perpendicular a vel. de B
0 sistema indicado move-se no plano Oij . A barra OA gira em

torno de O, de maneira que ¢=wmt (w>0, cte.). No ponto A, as barras estio
ligadas por uma articulagio. A extremidade B percorre um trecho do

eixo (f . Pede-se, expressando os vetores na base i ; k -
a) A posi¢io do CIR da barra AB.
b) A velocidade de B (v;) e a velocidade de A (v,).

¢) O vetor de rotacdo ( Q ) da barra AB.
d) A velocidade v, do ponto médio de AB, M

M CIR g

3 qJ\—) Perpendicular a vel. de A

Para A e O: Para B e CIRag:
Vi, =mEA(Lcns¢T+Lsen¢j] iuz—min{—ELms¢T]
V, = mL(—sen¢T+ {:nsq:-j} = |V, =20Lcosdj

Para A e CIR 45

Para M e B:
¥, =Kk A [~ Leosi - Lsenoj)
- = - - - - - L - =
mL(— sendi + cnsd}j]:ﬂL(sen 01 —msd:j) Vy =V —0k AE(UUSdJl - St:ncbj}
= o=-0 - . -
v, =2wlcoso) - mTLmsde —m—LS«en 01
= |Q=-uk

—

Vo :mTL(_ sen i + 3cnsqﬁ]
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Exercicio 4

Os discos de raio R; e R» rolam sem escorregar e estao sempre
em contato com a superficie mostrada na figura. A barra CD
estd articulada ao centro da barra AB, de forma que permanece

sempre paralela ao versor j . Sabendo que o vetor de rotagio

Va

do disco com centro em A (de raio R;) vale @) k , constante,
determine:

(a) A velocidade v, do ponto A.

(b) O centro instantéineo de rotacio da barra AB.

(c) O vetor de rotagio @,, da barra AB e o vetor de - oR, - ¢

rotagio ¢, do disco com centro em B. Qe = L,sen® ki (05) VBl

(d) A velocidade v, do ponto D.

(©,5)

CIR da barra AB

V, =0, A(B-CIR,,)=0,,kA(-L,cosbi) = [v, =-0R, cot8j| (0.5)

- - - R - R -
Vp =—0,R,] = -m,R,j=-0,R,cot8j = o, =0, R—‘cote = |®, =m,R—‘cotGk (0,5)
2 2

Barra CD sempre vertical = em translagio = v, = v, (0,5)

o,R
L,senf

Vp =V =V, +@,, A(C-A)=-0,R,i +

EJ‘\%[— cosBi —senB}] =

v, = -‘”'TR’(T +cot8j)| (0.5)

By =Ver+ BA(A—CIR) =0 + wik A (Ry]) = —w Ry T

1_7)3 = ﬁCIR + 52 A (B - CIR) = 6 + (l)zz N (_Rzi)) = _(Uszj_)
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Exercicio 5

Considere 0 mecanismo mostrado na figura. A barra BC estd articulada em C. A barra AB estd articulada
a barra BC no ponto B e possui um rasgoe por onde pode deslizar sobre o pino fixo D. O vetor de rotagio

da barra BC ¢ d';,:a),iz ,com @, constante. No instante mostrado na figura, determine:
(a) O CIR da barra AB, usando o . @,

método grifico. J < B
(b) O vetor de rotagio @, da barra AB —~ P
e a velocidade v, do ponto A. i R L L

(¢) A aceleracio ap do ponto B. ‘

Em um instante posterior ao mostrado na figura, onde o vetor de rotagio @, da barra AB € nulo,
determine:

(d) O dngulo @ formado entre o segmento AB e a horizontal. Desenhe 0 mecanismo nesta posicgio.

Como na posicio indicada a velocidade de B € perpendicular
4 barra AB e a velocidade do ponto da barra que coincide

com o pino deveria ter a direcio da propria barra, pois esta
desliza sobre o pino, a tnica condi¢io que ndo
viola a propriedade fundamental de corpo
rigido da barra é que a velocidade do ponto da
barra que coincide com o pino, na posi¢io mostrada na figura, deve ser nula e assim este é CIR da barra.

(1,0)
CIR da barra AB=D

V,=®,A(B-D) = m1R]=m2EA(—LT) = m2=—m1% =@, =—o,—k| (0,5)

VA=(T)2A(A—D}=—{D1%EA[L}') N 0.5)
i, =d.+0,AB-C)+okaKA(B-C)|=0+0+0k Ak AR = 0,5)

Quando , =0 = Vy =V,. Sabendo conforme acima que v 1CB e que v, // ﬁ graficamente:

¢ = arcsen

(0,5)

R+L
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Exercicio 6

Item a)
O disco A rola sem escorregar, portanto, o ponto de
contato ) tem velocidade nula e ¢ o CIR desse disco.

O disco B rola sem escorregar, portanto, o ponto de
contato ' tem velocidade nula e € o CIR desse disco.

Determinando graficamente o CIR da barra AB:

Os discos de centros 4 e B tém o mesmo raio r € rolam
sem escorregar, externa e internamente a circunferéncia fixa no solo, de
centro (0 e raio R. O movimento dos discos e da barra 4B se da no plano

do sistema movel Qi j , indicado na figura. E dado o vetor de rotacdo do
disco de centro A: @, =@, k (@, constante, k =i ).

a) Localize o centro instantineo de rotagdo (CfR) do disco de centro 4 e o
CIR do disco de centro B. Localize graficamente a posi¢do do CIR da
barra A8 (justifique).

b) Determine a velocidade ¥, do ponto A, o vetor de rotagio € da barra

. - ) - . Justificativas:
AB, a velocidade vz do ponto B e o vetor de rotagio wy do disco de A velocidade de 4 é perpendicular a AD.
centro 8. A velocidade de B ¢ perpendicular a BC.

¢) Calcule a aceleracio d ; do ponto A.
. - ) . Portanto o CIR da barra A8 ¢ o ponto 0.
d) Calcule a aceleragiio a,, do ponto D do disco (de centro 4) que esta

em contato com a circunferéncia fixa.

Obs.: use a base i j k para expressar as grandezas cinemiticas.
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Exercicio 6 (continuacao)

ﬁAZBAA(A—D)ZwAE/\(TT) ﬁAzwAr]_)

Ba=OAA=-0)=QkAR+7)T=QR+71)]

war] = QR +1)]

wyTr — WaT -

RN O=&+p

(3,5 pontos) 2 — Os discos de centros 4 e B tém o mesmo raio r e rolam
sem escorregar, externa e internamente a circunferéncia fixa no solo, de N g g N -
centro O e raio K. O movimento dos discos e da barra A8 se da no plano UB = Q N (B - 0) = Qk N\ (R - T')] = —Q(R - r)l

do sistema mével 7 J, indicado na figura. E dado o vetor de rotagio do

disco de centro 4: @, =m, k (@, constante, k=i A
a) Localize o centro instantineo de rotagdo (CIR) do disco de centro 4 e 0
CIR do disco de centro B. Localize graficamente a posigio do CIR da Vp = —
barra A8 (justifique). B
b) Determine a velocidade ¥, do ponto A, o vetor de rotagdo £2 da barra
AB, a velocidade v, do ponto B e o vetor de rotagio @y do disco de N
- — -
centro 5. -_ —_ -_ —_ _)) -_
Vg =wWg AN(B—C) =wgkA(—1)) = wprt

¢) Calcule a aceleragio d , do ponto A.

wsr(R—71)
(R+71)

d) Calcule a aceleragiio 4, do ponto D do disco (de centro A) que estd

ireunferéncia fixa.
E:;?El:[: :::a;_;;u;aze::;e;;asg.randazascinemétims. _ wAr(R - T) i) — T'i) W = — (UA (R - r)
(R+71) B B (R+71)
5 wy(R—71) -
Bg=————°k
(R+71)
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Exercicio 6 (continuacao)

t t
2 — 5 (,l)Ar - 5 a)AT'
=QOAN] = kAT =
J ISR+ M T TR
- a)/zlrz ->
“WET RN

Alternativa: d, = dy + an A-0)+QA [ﬁ A(A=0)]

(3,5 pontos) 2 — Os discos de centros 4 e B tém o mesmo raio r e rolam

sem escorregar, externa e internamente a circunferéncia fixa no solo, de 2
centro O e raio K. O movimento dos discos e da barra A8 se da no plano N - - a)Ar - - =
do sistema mével 07 J , indicado na figura. E dado o vetor de rotagio do aA == 0 + O + k N [k N (R + T) l]
disco de centro 4: @, =m, k (@, constante, k=i A (R )
a) Localize o centro instantineo de rotagdo (CIR) do disco de centro 4 e 0
CIR do disco de centro B. Localize graficamente a posigio do CIR da 2.2
barra A8 (justifique). > (UA r >
b) Determine a velocidade ¥, do ponto A, o vetor de rotagdo £2 da barra aA = - ——<
AB, a velocidade v, do ponto B e o vetor de rotagio @y do disco de (R + r)
centro 4.
¢) Calcule a aceleragio d , do ponto A. N N LN N N
d) Calcule a aceleragiio 4, do ponto D do disco (de centro A) que estd aD S aA + (l)A N (D - A) + (UA AN [(UA AN (D - A)]
em contato com a circunferéncia fixa.
Obs.:use abase [k para expressar as grandezas cinemiticas. (1)317"2 N 2 — N

- - =

ap = ———1+ 0+ wik A [k A (—r)t]

(R+71)
2
. wir(R + 2r)
ap = — l
(R+71)
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Exercicio 7

QUESTAO 1 (3.5 pontos) — No instante mostrado na ﬁgura., a
posi¢do do cubo de aresta L ¢ tal que oD ¢é paraleloa i , ON

¢ paralelo a j e OE ¢é paralelo a k . Nesse mesmo instante
sdo conhecidas as velocidades dos vértices D, E e N (ver

quadro ao lado da figura). Os versores i, _}' . k sio fixos. 5 ,'

Para o instante mostrado na figura: - - = ,’ 7,
a) Usando somente a propriedade fundamental da cinematica G ""E s
do corpo rigido, determine a velocidade v, do ponto O. Vg =+vi = :
b) Determine o vetor de rotacdo @ do cubo. vy =—vi+vk || ’ N
¢) Localize graficamente o eixo helicoidal instantineo e diga D & ! C

qual ¢ o ato de movimentio do cubo. A
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Exercicio 7 (continuacao)

a) q
7y (D=0) =7, (D=0)= (v +vey j+vpk ) LT =1 —vk ) L7 = vy, =0 "I 0k L/ m
5y (N=0) =7y (N =0)= [y +v,y  + 0k ) 1 = (-vi +vE )} Lj = v, =0 ] =
- - - = oy - ’ A + ~
7y (E=0)=7, -(E-0)= lypud +v,] +vok - Lk = (430 —vj)- Lk = v, =0 7
Portanto: |V, =0 (1,0) - 5
v =+1j_':-1'1|'r ,” f"'-
b) Vg =+vi —vf i ' /
v, =v,+@n(D-0)= [+1;}: —vi): ﬁ+(£ﬂxi_'-'+ﬂ.?_~_}+ﬂ):£)h Li = vj—vk = —aIJ_LE+m:L_}: vy =—vi+vk || - -~ N
Portanto: D & : C
V vy
o= (0.,5)
V
w, =—
L

¥y, =V, +@A(N-0)=> [-vf +1=k)= ﬁ+[mj+%} +%E}AL} = —vi +vk =@, Lk —vi = o, =% (0,5)

L -
Resultando em: ﬂ?=I(! +j+k ) (0.5)

¢)

Como a velocidade do ponto O ¢ nula nesse instante, ele pertence ao eixo helicoidal instantineo. Como esse eixo ¢é
paralelo ao vetor de rotagio, observa-se que o eixo helicoidal instantineo passa pelos pontos O e B (reta azul desenhada

na figura). Observa-se também que o cubo tem ato de movimento de rotagdo. (0.5 - localizacdo grafica)
+ (0,5 - ato de movimento)
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Exercicio 8

QUESTAO (3,5 pontos): Considere uma bobina com um cabo enrolado conforme mostrado na figura. O raio de enrolamento é 2R e o raio
de rolamento é R. Sabendo que ndo ha escorregamento entre a bobina e o suporte fixo e que o cabo é tracionado horizontalmente com
velocidade constante v, pede-se:

a) OCIR e o vetor de rotagao da bobina

b) A velocidade do centro geométrico da bobina

c¢) Aaceleragdo do ponto A da bobina

d) Dizer se o cabo estd enrolando ou
desenrolando. Justifique.

Nio hé escorregamento, entdo: V, = 0 , logo A, =ag+ ® A (A— O))+ OA [5)/\ (A - O)]
CIR =A (0,5)

—

Vs = Vi = ok A (B—CIR ) = ok A (-Rj)
—

s e v
vi=omR1 v=mR = m:E:>
b=~k 0,5) a —V2] (0,5)
R ? f\. R 2

O cabo esta desenrolando jd4 que sua extremidade
desloca-se para a direita enquanto o carretel gira em

Vo = ok A (o —C]R) — ok A (R]) — sentido anti-hordrio com o seu centro deslocando-se

- - = para a esquerda. (1,0)
Vo =—0R1 =|V, =-V1 (0,5)

Como O se translada horizontalmente com v
constante: |2 = 0 (0,5)
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Exercicio 9

Questao (3,5 pontos) No sistema mostrado na figura, a polia de centro fixo A tem raio R e a polia de centro fixo B tem raio 2R. Estas
polias estdo em contato com uma correia, sendo que o mesmo ocorre sem escorregamento. Sabe-se que o vetor de rotagdo da polia
com centro A é constante. Os contatos do disco rigido de centro C com a correia (em Q) e com a superficie fixa (em P) também ocorrem
sem escorregamento. O raio do disco vale 2R e o centro C do mesmo esta articulado a uma barra dobrada em forma de L, na qual a
distancia EC e CD valem 4R. Sabendo que o movimento do ponto D ocorre sempre na vertical, pede-se:

a) O vetor de rotacdo da polia de centro B.

b) A velocidade do centro de disco C e a velocidade angular deste disco.

c) A aceleracdo do ponto Q pertencente ao disco e do ponto Q pertencente a correia
d) Determinar graficamente a posicdo do CIR da barraem L.

e) A velocidade do ponto E
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4("‘)DiscoR_i. = _(‘OlRT :)O)Disco = _& =] a)Disco = _&R
4 4
Y, V 0 A ¥4 - (DlR -
VC:VQ+mDiscoA(C_Q):_0)1R|—Tk/\ZRJ = |Vc=— 5 1 .
“ =0 \ LCIR D
a»gorrela -0 f & ¢
a.=0
a)Disco = 6
-
. ) C
étQDISCO - éc + E)DiSCO AN (Q - C)+ @Disco AN [éDiSCO VAN (Q - C)]
>Disco __ 6 (—)’ w% E [E ( ZR_,)] b (x)fR .
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Exercicio 10

1" Questao (4,0 pontos)
No sistema mostrado na figura, o disco de centro fixo O tem raio R ¢
vetor de rotagdo @ = k , constante. O disco rola sem escorregar em

relacio a barra DE, que tem liberdade para mover-se

horizontalmente. A barra BC tem comprimento L, estd articulada em

B e desliza no ponto C, mantendo contato com a superficie vertical.

Para o instante considerado, pede-se:

a) a velocidade do ponto B.

b) os centros instantaneos de rotacio (CIR) do disco e da barra BC.

¢) o vetor de rotacdo da barra BC.

d) a aceleragcdo do ponto 4 pertencente ao disco ¢ A’ pertencente a
barra DE.
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A barra DE apenas se translada, assim:

7,

O disco tem centro fixo O que portanto € o seu centro
de rotacao.

CIR da barra BC pode ser obtido graficamente como ilustrado.
Resulta em |(CIR,. — B)=Lsen§

D A

Sendo assim podemos escrever:

¥, =, k A(B=CIR,.)= @ = . k A\~ Lsenf )= o, Lsenfi = o, = Lsend "
_ R -
@D = —— e

5 Lsend

Podemos escrever para o disco:
d,=d,+ ok A(4-0)+ ka|kr(4-0)|
Sendo O fixo e @ constante, obtém-se: a,, =0 e @=0.

Resulta:
a, —040+ 0 EA[EA(—E]} =|a, =a&'Rj

Temos v, =V, = aRi , pois a barra DE apenas se translada e sendo @ constante resulta

v, =¥, =constante.

Sendo assim |@ , =0|.
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Exercicio 11

QUESTAO 2 (3,0 pontos). No sistema mostrado na figura, o disco de centro
O tem raio R e esta articulado em 4 a uma barra 4B, de comprimento L, que
se mantem apoiada no rolete D. Sabe-se que, no instante em que a barra 4B

faz com a horizontal um angulo & tal que (A — G)= —R j,avelocidade e a

aceleracdo angulares do disco valem, respectivamente, ®=w ke @=ad k .

Para esse instante

(a) determinar a velocidade e a aceleracdo do ponto A,

(b) localizar graficamente o centro instantaneo de rotacao da barra 4B,
(c) determinar a velocidade angular da barra 4B.
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Exercicio 11 (continuacao)

(4

1

ok A(4—0)=ok A-Rf )=V, = oRi

p—ry

4

a, =k A(4-0)+ &ngA[EA(A—O)]ZD-

a,= kA (—R})+ @'k A [:’; A (— R})]::J a, =oRi + 'R}

A barra desliza sobre o rolete em D, sendo assim a velocidade
do ponto de contato da barra com o rolete deve ter a direcédo da
propria barra, pois se assim nao fosse a barra iria “descolar” do
rolete ou “cravar” no mesmo no instante seguinte.

Do tridngulo D-A-CIR, retingulo em D, pode-se escrever:

CIR— 4 R -
( N _Risené _\crp_ 4= R _;

sen90” B sentd sen- 6

Pode-se entdo escrever para a barra:

v, :me:mﬂ:’;x\(d—CIRﬂ]:m.ﬁEA(— K }J:;. @ 5 = cxsen” Ok
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Exercicio 12

A extremidade B da barra AB escorrega sobre o
eixo fixo CB. A barra AB esta articulada em A a
barra AC gue gira com velocidade angular
constante @ ao redor de C que é fixo. As barras
AB e AC possuem o mesmo comprimento L.

Considere a posicéo onde a distancia BC é

d=1.2.

a) Indicar graficamente o centro

instantaneo de rotacéo da barra AB;

b) Determinar a velocidade angular @,

d |
da barra AB e a velocidade do ponto B;

c) Determinar a aceleragdo do ponto A, a aceleragéo angular @,; da barra AB e a aceleragdo do ponto B.
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Exercicio 12 (continuacao)

7, = ~ok A L{cos bi + sentj) d, =oknA {E AL(cos®i + sen@])l -
AB

=1

V= (s)L(senEﬁ —cos 8]) L=oL (—cos Bf—senﬂj)

=

o= SoLli+])

v, =o,kA(A-CIR 5 )

oL (sene_f —C0s 8]) = coABl_é A L(— cosBi — sen[—]:]:)

A
oL (sene_f —Cos 8]) = coABL(senEl_i- —Cos 8])
W, = O
®,; =0

Vg =2mLsenfi |V5 =~2aLi

derivando em relacdo ao tempo:

EBZZ(DLCOSH-E-]_{ sendoque H=-m

i, =—20'Lcosbi = |i =—20°Li
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Exercicio 13

A barra move-se no interior da cavidade de se¢dao semi-circular de raio R. A extremidade B da barra tem

velocidade de médulo constante v e desliza sobre a superficie. Outro ponto apoia-se sobre a borda em C
conforme indicado. Pede-se:

a) indicar o C.I.R da barra;
b) a velocidade e aceleracao angulares da barra;

c) o vetor velocidade e o vetor aceleracao do ponto de contato da barra com a borda.
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Ge=dg+@BA(C—B)+BA[BA(C —B)]
A expressao da velocidade de B é valida durante o movimento e nao sé
instantaneamente, entdo podemos deriva-la em relacdo ao tempo:
dg = dstB = v0cosOl + vsenbi — vOsendT + vcosoT
g v
= - =——
2R

U=0ANU=—kANU==—T
. . . 2R 2R
vp = vsenbu + vcosOt _ v v

alternativa T=WAT=—kANT=——1U
S = . - 2R 2R
Ve =Vcu Ug = wk A (B — CIR) , , , ,
v v v v
R dg = ———c0sOU + — senf7 + — senf7 — — cosOU
(C — B) = —2Rcos0u B 2R 2R 2R 2R
2
Vg (C—B)=7v.-(C—B) g = ﬁ(—coseﬁ + senf7)
ve = vsenf |, = vsenfi Ge=dg+@BA(C—B)+BA[BA(C —B)]
- - 7 vZ — v 2 — -
Ve = v + wk A (C —B) dc = = (—cosOu + senb7) + 0 + (ﬁ) k Ak A (—2Rcos01)]
vsendu = vsendu + vcosdZ + wk A (—2RcosH%)
2
v 1
v 2 I —— dr = —| —=cosOu + send7
cosl o7 B =% )
>R |@ R k R 2
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E se tentassemos derivar em relacdo ao tempo a expressdo da velocidade de C para obter a sua acelera¢do?

U = vsendil|

—

dv . :
d—tc = v0cosOu + vsenbu

2
R v
ﬁ=5Aﬁ:ﬁkAﬁ:ﬁ?
e _ 7 costii 42 seno?
T = 5 C0s0l + o senft
i_C_li_y;C:_____'l;é _____ i _____ 9_ :__l___i _____ é_—:__i = - _ vz 1 9—) + 0%
e TR\ 27T TR\ TR

Obtém-se um resultado errado!

Isto porque a expressao obtida para a velocidade de C é valida apenas para o instante em que C é o ponto de contato com a borda.

N3do é um resultado vdlido para um intervalo de tempo, de forma tal que ele pudesse ser derivado!
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Exercicio 14

A haste rigida OA gira com velocidade angular constante ¢, movimentando o R u

disco de centro A que rola sem escorregar sobre o disco de centro O, que € fixo. B

Pede-se, utilizando a base indicada para expressar os vetores: )
a) o CIR do disco de centro A; _ '

b) o vetor velocidade do ponto A;

¢) o vetor de rotacao Q) do disco de centro A;
d) o vetor velocidade e o vetor aceleracdo do ponto B.

%
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Exercicio 14 (continuacao

O disco rola sem escorregar sobre a superficie fixa, logo o CIR do disco € o ponto de contato com esta
superficie fixa.

Vg =V, +30k A (B—A)=30RT + 3wk A (R7)

¥, =30RT— 3Rl

— 2 —
a,=-3o Ru

—

Q-0 //
s =3+ OAB-A) QEA[EA(B-A)]

d, ——30"R(i+97)|

oo
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Composicao de movimentos

Existem situagcOes onde é mais facil descrever o movimento de um corpo fazendo-se uma
composicao de movimentos conhecidos que podem mais facilmente serem descritos.

Veja o exemplo abaixo. Temos um disco que gira em torno de um eixo fixo Oz. Articulado na borda
dele ha uma barra que oscila em relacdao ao disco no plano Ozy.

Descrever o movimento da
extremidade P da barra diretamente
pode ser tornar uma tarefa dificil. 7

Ela pode ser facilitada empregando-se a
técnica de composi¢cdao de movimentos.

Pode-se compor o movimento de
rotacao do disco com o movimento de
oscilacao da barra.
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Composicao de movimentos
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Composicao de movimentos

Seja um ponto P pertencente a um corpo de interesse.
Seja um referencial S’ dito mével.
Seja um referencial S dito fixo ou absoluto.

Admite-se que o corpo se mova em relagao a ambos os referenciais.
Admite-se conhecido o movimento do corpo em relagao ao referencial movel.
Admite-se conhecido o movimento do referencial mével em relagdao ao referencial fixo.

Deseja-se conhecer o movimento do corpo em relagao ao referencial fixo.

Define-se:

Movimento relativo: € o movimento do corpo de interesse em relagao ao referencial mével.
Movimento de arrastamento: é o movimento do corpo suposto solidario ao referencial mdvel,
sendo “arrastado” por este, e visto, obviamente, por um observador no referencial fixo.
Movimento absoluto ou resultante: € o movimento do corpo visto por um observador no
referencial fixo.

OBS: Na cinemdtica, simples descricdo matemdtica do movimento, a escolha de referenciais moveis ou fixos é
completamente arbitrdria. Ja na dindmica ndo, Id referenciais fixos ou absolutos, ditos inerciais, sGo aqueles onde
sdo vdlidas as leis de Newton.
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Composicao de movimentos

Wrel Seja W, 0 vetor de rotagdo do referencial
movel, visto por um observador no referencial
fixo, chamado vetor de rotagao de
arrastamento.

Seja W, 0 vetor de rotacdo do corpo de
interesse visto por um observador no
referencial mével, chamado vetor de rotacao
relativo.

Pode-se escrever: (P —0) =(P—-0")+ (0" — 0)
>

(P-0)=xT+yj +72K + (0' - 0)

Up =T, + X1 +yj + 2k +x'i" +y'j + 2k
Up = Doy + X' Bgpr NI’ + V' Bgrr N+ 2' Bgrr N+ x'iI" +y'j + 2’k
Up = Doy + Bgrr AX'I' + Bgrr ANV'j' + Bgrr NZ'K" + x"i" +y'j' + 2’k

Bp = Bor + Bgrr A(P =0+ %7 + ' + 2k’
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Composicao de movimentos

é
Wyel

Seja Wy, O vetor de rotacgdo do referencial
movel, visto por um observador no referencial
fixo, chamado vetor de rotacao de
arrastamento.

Seja w,,; 0 vetor de rota¢do do corpo de
interesse visto por um observador no
referencial mével, chamado vetor de rotacao
relativo.

Bp = Bor + Bgrr AN(P =0+ %7 + '] + 2k’

Lei de composicao de vetores velocidade:

- 2 -
Vp = vP,arr + vP,rel
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Composicao de movimentos
Bp = By + By AP —0) +x'T +y'j + 2K

Gp = Ao+ Bgrr AP —0") + Bgyr A (Bp — D) + X0 +y'J + 2k + 5T +y'j + 2K

dp = Ao, + Barr AP — 0") + By A [Bare AP — 0 +x'T +y'j7 + 2'k'] +

XU+ Y+ 2K+ X By AN+ Y By AJ' + 2 By AR

C_ip = C_ior + 5arr A (P _ 0,) + aarr A [6517‘7‘ A (P - 0’)] + aarr A 1_}P,rel +

+x",i, + y,j, + Z,k, + aa'rr /\ ﬁplrel

dp =l + Barr AP — 0") + Bary A[Bgrr AP = O+ X7 +V'j7 + 2'k" + 2B gyy A Dp el

Lei de composicao de vetores aceleracao:
- - - -
Ap = Ap qrr + Ap ye; + Ap cor

= d —_ = d ~ - -
Ap cor = 2Wqry N\ Up 11| Aceleragdo de Coriolis
ou aceleracdao complementar
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Composicao de movimentos

-
Wyel

7_7)P,rel = 1_}Q,rel + a1‘el A (P —Q)

1})P,arr = ﬁQ,arr + aarr AN (P —Q)

Bp = By +BA(P — Q)

- 2 -
UVp = vP,arr + vP,rel

1}>P = 1_7>Q + W A (P _ Q) = 1_7)Q,arr + aarr A (P _ Q) + 1}>Q,rel + (‘_))rel A (P - Q)
ﬁP = 1jQ + W A (P _ Q) = ﬁQ,arr + 13Q,rel + (aarr + arel) A (P - Q)

73P:5Q+5A(P_Q)=5Q+(5arr+5rel)/\(P_Q)

Lei de composicao de vetores de rotacao: W = Wgpy + Wy

Prof. Leandro V. da S. Macedo — PME 3100 Mecéanica 1 - Notas de Aula — Cin. dos Corpos Rigidos — Revisdo 9 Pagina 51



VP

ESCOLA POLITECNICA DA UIVERSIDADE DE SAO PAULO

Composicao de movimentos

aP,rel = C_iQ,rel + (‘_jrel A (P - Q) + 5rel A [a_jrel A (P - Q)]
C_iP,arr = C_iQ,arr + aarr A (P - Q) + 5Uer A [aarr A (P - Q)]

- — -
Ap cor = 2Wgrr N Up rel

dp=dg+@AP—Q)+BA[BA (P — Q)]

> > > >
dp = Ap qryr + Ap ye; + Ap cor

Resolvendo de forma analoga a feita para a lei de composicao de vetores de rotacao, obtém-se:

Lei de composicao de vetores aceleracao rotacional:

W = Woyyr T Wyep + Wopyr N Wiy

= — — ~ .
Wresal = Ogrr N Drel Aceleracao rotacional de Resal

W = Wary T Wyep + Wresal
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Composicao de movimentos

A aceleragao de Coriolis e a aceleragao rotacional de Resal sdao termos de
correcao que aparecem na técnica de composicao de movimentos, para a
lei de composicdao de vetores de aceleragao e a lei de composigao de
vetores aceleragdo rotacional, respectivamente.

Sao termos que dependem da interagdao entre o movimento de
arrastamento e relativo.

Observem que:

Aceleracao de Coriolis se anula quando:

C_ip,cor = 25(1,,,, A\ 1_7)p,rel - velocidade relativa for nula;

- ouvelocidade relativa for paralela ao vetor de rotacao do referencial
movel;

- ou referencial mével estiver em ato de movimento translatdrio (vetor
de rotacdo do referencial mével for nulo).

A Aceleragao rotacional de Resal se anula quando:

- vetor de rotagao relativo for nulo;

wéResal — aarr A arel - ou vetor_de roltagﬁo relativo for paralelo ao vetor de rotagao do
referencial mével;

- ou o referencial movel estiver em ato de movimento translatdério (vetor
de rotacdo do referencial mével for nulo).

Prof. Leandro V. da S. Macedo — PME 3100 Mecéanica 1 - Notas de Aula — Cin. dos Corpos Rigidos — Revisdo 9 Pagina 53



Y
ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Composicao de movimentos

O que fazer para enxergar o movimento relativo?
Suba no referencial maovel!

O que fazer para enxergar o movimento de arrastamento?
Observando a partir do referencial fixo, cole, solde, o corpo de
interesse no referencial mével e o veja sendo “arrastado” por
ele!

Observador no
referencial mével.

Observador no
referencial fixo.

Prof. Leandro V. da S. Macedo — PME 3100 Mecéanica 1 - Notas de Aula — Cin. dos Corpos Rigidos — Revisdo 9 Pagina 54



VP

ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio - C.M. 1

A barra CP estd articulada em C ao disco com centro em O,
como indicado na figura. No instante considerado, abarragira | @y =&  +®
com vetor de rotacio constante @=#i e o disco gira com

vetor de rotagdo constante Q. A distiincia entre os pontos O e

C wvale R. Usando a base E"__fi_(', soliddria ao disco, e
considerando o disco como referencial movel, determinar:
(a) O vetor de rotacdo absoluto e a aceleracio angular da

=0+0+QkAbi = |&, =Q6j| (05)

barra CP. Vo = Ve +04 A(P-C)= 0+6iA L(cos 0]+ senﬂﬁ] = [V, = 6L (— sen 0] + cos Bk ) (0,5)
{b) As velocidades relativa, de arrastamento e absoluta do
ponto P. - - - - =
(c) As aceleragdes relativa, de arrastamento e absoluta do || Vp . = Voun + @y A (P-0)=0+Qk A [(R +Lcos8)j+ I:Lsenﬁ}k] =|Vp, = —Q(R +Lcos8)i| (0.5)
ponto P.
Vp=Vp, +Vp, = [Vp=—0(R+ Lcos8)i +GL(— sen@j + cosBE)
7 . .

Apg =8¢+ (".un_, AP-C)+ay Ald, A(P-C) = |dp. = —GEL(COS Bj+ senGE) (0,5)

Ay = Boarr + Oy A (P=0)+d,, AlD,. A(P-0)] =i, =-Q*(R+Lcos8)j| (0.5)

Ap oy =20, AV, | = 2Qk A QL[— senfj + cos BE] =, = 206Lsendi | (0.5)

i, =d,, +d, +i,., = |i,=200Lsendi-(Q(R +Lcos)+6Lcosd)j-HLsendk
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Exercicio — C.M. 1 (continuacéao)

A barra CP estd articulada em C ao disco com centro em O,
como indicado na figura. No instante considerado, a barra gira
com vetor de rotagio constante @=#i e o disco gira com

vetor de rotagio constante Q. A distincia entre os pontos O e
C vale R. Usando a base I"__fli?, soliddria ao disco, e
considerando o disco como referencial movel, determinar:

(a) O vetor de rotacio absoluto e a aceleracio angular da

barra CP.

(b) As velocidades relativa, de arrastamento e absoluta do
ponto P.

(c) As aceleracoes relativa, de arrastamento e absoluta do
ponto P.

De forma alternativa, podemos aplicar a férmula de Poisson
diretamente no movimento absoluto:

Baps = Ok + 67 Baps = Q67
ﬁp=§c+5abs/\(P—C)
Be =By +QkA(C—0)=0+Qk A (R)) = —QRT

Up = —QRT + (QE + 07) A L(cosOj + Senez)

Bp = —QRT — QLcosOT + OLcosOk — OLsend]

C_iP = C_iC + 8abs A (P - C) + aabs A [aabs A (P - C)]

dc=dp+QA(C—0)+AA[QA(C—-0)]
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Exercicio — C.M. 1 (continuacéao)

A barra CP estd articulada em C ao disco com centro em O, De forma alternativa, podemos obter o vetor aceleragdo rotacional por

como indicado na figura. No instante ct_:rEsidcrado, a barra gira derivagﬁo em relagﬁo ao tempo do vetor de rotagﬁo:
com vetor de rotaciio constante @=#i e o disco gira com

vetor de rotagio constante Q. A distincia entre os pontos O e
C vale R. Usando a base | _}'E , solidaria ao disco, e

— -
considerando o disco como referencial mével, determinar: Waps = Ok + o1
(a) O vetor de rotacio absoluto e a aceleracio angular da
barra CP.
(b) As velocidades relativa, de arrastamento e absoluta do —
ponto P, _ N d(x)a bs
(c) As aceleracoes relativa, de arrastamento e absoluta do w abs =
ponto P. dt
£

a)_.)abs == 9?= 99%/\?

w;)abs = 9-9]_)
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Exercicio — C.M. 1 (continuacéao)

A barra CP estd articulada em C ao disco com centro em O,
como indicado na figura. No instante considerado, a barra gira
com vetor de rotagio constante @=#i e o disco gira com
vetor de rotagio constante Q. A distincia entre os pontos O e
C vale R. Usando a base | _}'E , solidaria ao disco, e

considerando o disco como referencial movel, determinar:
(a) O vetor de rotacio absoluto e a aceleracio angular da

barra CP. Seria errado aplicar Poisson no movimento absoluto
(b) As velocidades relativa, de arrastamento e absoluta do
ponto P.
(c) As aceleracoes relativa, de arrastamento e absoluta do
ponto P.

para P e O, pois eles ndo pertencem ao mesmo C.R!

Up = Uy + Waps A (P — 0)

A ((R + Lcos8)j + Lsen@ﬁ)

p = (Qk + 07) A ((R + Lcos Lsendk)

Up = —Q(R + Lcos®)T+ 0(R + LcosO)k — O(Lsend Ji
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Exercicio = C.M. 2

—_—_—

A barra dobrada OAB gira em torno do eixo vertical OB
com velocidade e aceleracdes angulares o e @,
respectivamente, conforme indicado na figura. O anel D
desloca-se ao longo da barra, com velocidade v e
aceleracdo v relativas a barra, no sentido de O para A.
Determine para a posicao do anel mostrada na figura:

a) o vetor velocidade absoluta do anel;

b) o vetor aceleracdo absoluta do anel.
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Exercicio — C.M. 2 (continuacéao)

a) Para o ponto D:

¥ _ V2o W2
) =v i +v—7

—_——

" relerme 2 . 2 1_7)D,arr = 1_7)0 + aabs A (D —0)
§ {;mw'asﬁnngn‘a =—awbk ﬁD,arr = 6 + a)fA bt = —wbE
{;nbsofm‘n - {;refm‘fva + {;mw'asﬁnngn‘a
X ) V2 N2

______ - vnb.mfm‘n:v 2 1+ 2 -’r &f’k

b) Para o ponto D

V2. 2

Erefm‘fvﬂ = fr 2 r+v 2 _,T
a.. . =_—@bk—wbi
EEC&H&I:: = ?EJA {F:efam.r.- - _\/E(I)UE
_Fabsm‘m‘a a; elativa _Fm'msrmnen‘o + aCm'iaﬁs
s . '\/E - - -
A spsotuta = I +v 5 J— (ﬂ)b + 2(!]‘1’)}{

o
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Exercicio = C.M. 3

27 Questio (4,0 pontos)

No sistema mostrado na figura, a peca 40BC, com
oc=1, gira em torno do eixo 45 com velocidade
angular ) constante, transportando em sua extremidade
¢ um disco deraio R que gira com velocidade angular
—wi (o constante) em relacio a 405. Usando os

versores i.j.k, da base solidaria ao referencial movel

A40BC , e sabendo que no instante considerado a posicdo

do ponto P do disco é dada por (P—C)=R j, determinar:

(e) as velocidades relativa, de arrastamento e absoluta do
ponto P

(f) as aceleracdes relativa, de arrastamento, de Coriolis e absoluta do ponto P

(g) o vetor rotacao absoluta do disco:

(h) a aceleracdo rotacional absoluta do disco.
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Exercicio — C.M. 3 (continuacéao)

Observacao:
P estd em uma posicao particular,

No movimento de arrastamento: v, ,, =7, +<) A(P—O) =0+ QO A (L?+R}):> Vo op =—QLE alinhado com o eixo Oy, assim,
' - aqui NAO podemos derivar o

- - - — —
No movimento relativo: v, =V, — @i A(P—C)=0-oi A(}g,f):- Up rel = —WRk

= = resultado obtido para a
A velocidade absoluta resulta em: v, =v,  +Vp , =|VUp = (—a)R — QL)k velocidade para encontrar a
aceleracdo porque o resultado
No movimento relativo: obtido para a velocidade ndo é
- - .7 - [+ - = — _ = enérico para uma posicao
ap., =0~ ,+&I AN|P-C +m21x\[1/\ P—C}:0+0—m2 —ld,,  =—a 8 .
Pret = “Crel ( ) ( ) B Porel B qualquer mas sim apenas para

esta posicao em particular!

No movimento de arrastamento:
Gy = g+ A(P—0)+ Q%] Alf A(P-0)|=0+0-Q°Li =d,,, =-QLi

A aceleragdo de Coriolis: @, ,, =26, AVs,, = ZQjA (—wR)E = C_iP cor = —2QOwRT

—_

O vetor de rotagdo absoluto do disco: @, =@+, , =0, = —oi

abs

A aceleracdo rotacional absoluta do disco:

@, =0+0+ Al-ad )2|@,, = Qak

= mm?' + a)}'e.i' + mm'r' ne

rel
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Exercicio = C.M. 4

A plataforma circular mostrada na figura

tem velocidade angular ® constante. A barra Vi =01 A a{sen 8) — cos BE] - ga(ms 8] +sen EIEJ
OA e o disco de raio a e centro A giram com a ' -

plataforma, permanecendo sempre no plano - - - -
Ovyz do sistema de coordenadas (O,x)y,z) de Vi = 0K A [{L cos@, +asen E"}J + {L seng, + 3‘3“39}“1]
versores (i j k) solidario a plataforma. O

dngulo @, é constante. Pede-se, em fungio de Viar = —(L cosq, +asen )i

6.6.8 e demais dados do problema:
a) Os vetores velocidade relativa, de

arrastamento e absoluta do ponto B,
pertencente & periferia do disco.

Vg = Vg +Vgee = |V =—0(Lcosp, +asenB)i+ éa(ms Bj +sen BE]

b) Os vetores aceleragdo relativa, de Ay, =01 A a[:sen Bj —cos EIE]+ 61 A [_i' A a(&en 8) - cnsEE)I
arrastamento e absoluta do mesmo
ponto B. - - = T3 = =

¢) O vetor rotacdo absoluta Q do disco. Ap e = Hﬂ(‘mgﬁl +sen Hk)"’ 0 a(— sen @) +cos Bk]

d,.. =0'ka E A l[L-::ﬂs @, +asend)j+(Lseng, +acos El}k_'J}

a4, =—0 (Lcosp, +asend)j
A, =20k AV, =2mkA E:Ia(cnsﬁj +sen Eﬁi] = |d, ., = 20acosBi
ﬁJ:]- = aI:F._r:l + ﬁﬂ.u: + EJ:'I-.l.'\m: =

a, =-200acos0i + lﬁa cos®—-0%asend -’ (Lcos @, +asen E]_jl+ (Basen®+6%acosBk

Q=0 +o = Q=ok+0i

Prof. Leandro V. da S. Macedo — PME 3100 Mecéanica 1 - Notas de Aula — Cin. dos Corpos Rigidos — Revisdo 9 Pagina 63



ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio — C.M. 4 (continuacao)

De forma alternativa pode-se chegar nos vetores velocidade e aceleracao absolutos do ponto B aplicando-se Poisson
diretamente no movimento absoluto, uma vez que se tenha os vetores de rotacdo e aceleracao rotacional ja calculados:

— — -

Q=6arr+6rel O = wk + 67

Q=W+ Brop + Bresqt Q=0+ 67+ wk AOT Q= 67+ wbj

B, = Bp + wk A L(cosgof + senwOE) = —wLcospyl

B =0+ QA B —A) = —wLcospyl + (wk + 67) A a(send] — cosOk)

Bs = —w(Lcosp, — asend)i + 0a(cosOF + sendk)

Gy =dy + @k A(A—0) + wk A [wz A L(cos@of + sengooz)] =0+ 0 — w?Lcospy] = —w?Lcos@,]

g =ds+OAB—-A)+QA[QAA(B-A)] =

= —w?Lcospo] + (67 + wbj) A a(senbj — cosH%) + (wk + 6D A [(a)z + 07) A a(senfj — COSQE)]

dp = —2wBacosOT + [Bacosd — H%asend — w?(Lcosp, + asend)|j + (Fasend + 62acosd)k

OBS: N3o podemos aplicar diretamente a Férmula de Poisson para B e O no movimento absoluto porque eles ndo pertencem ao mesmo C.R. Isto s6 é possivel de ser
feito no movimento de arrastamento, quando “prendemos” o corpo de interesse no referencial moével e aquele é “arrastado” por este.

Pagina 64
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Exercicio — C.M. 4 (continuacéao)

De forma alternativa ainda, pode-se chegar no vetor aceleragao de B fazendo uma derivada do vetor velocidade de B.

Bs = —w(Lcosp, — asend)T + Oa(cosO] + sendk)

Observacao: aqui SIM podemos
derivar o resultado obtido para a

5 velocidade para encontrar a
> de aceleragdo porque o resultado
Ay = dt obtido para a velocidade é

genérico para uma posicao
gualquer teta!

-

dg = —2wBacoshT + [facosd — 0%asend — w?(Lcosp, + asend)|j + (Basend + 02acos0)k
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Exercicio = C.M. 5

= A Cursor na
(3.5 pontos) 3 — O yuadrv esta preso em wm eixo vertival ¢ seu E-I do 11

. = - - . v
vetor de rotagdo ¢ @ =wk , e seu vetor aceleragido angular ¢

-
@ = @k , ambos conhecidos. Um cursor percorre o quadro com f;

velocidade relativa v, conhecida e de modulo constante. Use o Quadro
sistema (xyz, fixo no quadro, para expressar as grandezas \
cinematicas. Adote o piso como referencial fixo e o quadro H EUI?DT na
como referencial movel. posicio 1
a) Considerando o instante em que o cursor esta na posicio I, X v T;__/

determine a velocidade relativa, a velocidade de arrastamento e 4 0
a velocidade absoluta do centro P do cursor.

b) Considerando o instante em que o cursor esta na posicio I,
determine a aceleracio relativa, a aceleracio de arrastamento, a
aceleragiio de Coriolis (complementar) e a aceleragdo absoluta
do centro P do cursor.

¢) Considerando o instante em que o cursor esta na posic¢io 11, ‘\\\-_
determine a velocidade relativa, a velocidade de arrastamento e
a velocidade absoluta do centro P do cursor.

d) Considerando o instante em que o cursor esta na posicdo 11, n,
determine a aceleracdo relativa, a aceleracio de arrastamento, a {‘:}
aceleragiio de Coriolis (complementar) e a aceleragdo absoluta

do centro P do cursor.

Piso
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z A Cursor na

posiciio 11

05—

N

Quadro

Cursor na
posigio 1

P *————1#3;/

Piso

Exercicio — C.M. 5 (continuacéao)

Item a)

Vp ol =vk (0,25 ponto)

Vpar =Vo +E>A(P—O}=ﬁ+fa Em’.(—?)::o

Vo aw = -0 L j| (0,25 ponto)

Vpabs =Vered T Vpar =

Vp abs =v£—mf_} (0,25 ponto)

Item c)

Vp e = vi [(0,25 ponto)

Vpar = 0 |(0,25 ponto)

Veabs = Vel TVEar =

Vp abs = Vi | (0,25 ponto)

Vear =Vo +oA(P-0)=0 +okaH k=

Item b)

Ap et =0|, pois vé constante (0,25 ponto)
p oy =g +@A(P=0)+d a[dA(P-0)=
=5+n’1EAL[— F]Hu k A Lfl] Enl(—?)]:::

Gp o, =0 Li-aL j|(0,25 ponto)

EP.(—GF Zzﬂnﬁpm =2okavk=

Ap cor =0 (0,25 ponto)

1 a = = n . 3 v T
ﬂP,d’F}.\' = ﬂp‘rml +ﬂp1a”. +ﬂp1('m. =0 -wlL j+&}'f_ P+0 =

Gp s =@ Li—a L j|(0,25 ponto)

Item d)

Ap g =0 (0,25 ponto)

H

Gp oy =dp +OA(P-0)+d Al A(P-0

—i+roknHR+0knlkaHF)=

dp oy = 0 (0,25 ponto)

dpcor =20 ATVp g =20k Avi=

Ap o =200V 71(0,25 ponto)

)=

Apahs = Ap ref Tap g TAp oo =0+0+ 2!5(]1’_,' =

p gpy =20V j |(0,25 ponto)
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ESCOLA POLITECNICA DA UIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio = C.M. 6

A estrutura circular esta presa em um eixo

vertical, seu vetor de rotagiio é @ = ek |, e seu vetor aceleragio

angular ¢ @ =@k , ambos conhecidos. Um cursor percorre a

estrutura circular com velocidade relativa v, conhecida e de
modulo constante. Use o sistema Oxyz, fixo na estrutura
circular, para expressar as grandezas cinematicas.

a) Considerando o instante em que o cursor esta na posicio 1
determine a velocidade do centro P do cursor.

b) Considerando o instante em que o cursor esta na posigio 1
determine a aceleragio do centro P do cursor.

¢) Considerando o instante em que o cursor esta na posicio 11,
determine a velocidade do centro P do cursor.

d) Considerando o mnstante em que o cursor esta na posicio 11

determine a aceleracio do centro P do cursor. )
Piso
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio — C.M. 6 (continuacéao)

ﬁ.l".r‘c‘l' =1’£ ‘F_f’_;g-.l ='|-’F
Vi o = Vo +£AI{P—G]=§+&IEA[—RF}:} Vo ar =Vo +£ﬁ{P—G}=ﬂ+wEnRE:>
.I'-:.l".urr =—|‘.'LIR_; ;!’.urr =ﬁ
i;nl".,-'.hl:u: =1—'r.l"".n:1' + i;F‘..'.lrr = ITF‘J-EFI = .I'Tn"‘._rt'-l' + ]'-'r.l".urr =
Vb abe —vk-wR] Ve =VI
Vol =ﬁﬂ+f&m[F—{}]:n=E=ﬁ+ﬂ}n{—Rf] e ,=ﬁ+ﬁ+i}n 1}‘&{&-} :,
- vV = - - e R
Q=—j= 0=
R - 'I_? E
= - Ay =———
p =i +QA(P-0)+QA[OA(P-0)= ol _
I 3 oy = 8o +@A(P-0)+d @A (P-0))=
=0+0+—=ja —jh(—ﬂ:}:} -~ - ~ - - -
R =ﬂ+mknﬂk+mkn{mknﬂk}:§

dp,, =g +aa(P-0)+an[on(P-0)|= =1

=0+ E.ﬁ.(—ﬂ?}+m En[m Eh(—ﬂ?}]:}

- ’pT o op
Ap e = Ri—@w R j

—_ —_

Eﬂf‘m =‘3‘{E""17P.r¢-.|' =2k Avk = & Cor

e

p s ={mjﬂ+%}}'—¢a R
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio = C.M. 7

O prisma inclinado da figura desloca-se sobre uma superficie fixa com velocidade constante “W”. A barra esta
articulada no ponto A que se desloca sobre uma guia para a esquerda com velocidade constante “v”. Determinar a
velocidade do ponto B da barra que se arrasta sobre o prisma.

Utilizando a técnica de composicdo de movimentos, adotando
o prisma como referencial mével:

Vo = Wi +V,,(cosBT +senpj)
Va-(B-A)=Vg-(B-A)

—Vi-(senai —cosaj) = [WT +V,, (— cospBi +sen B])J (senoi —cosaj)

—vseno. = Wsena, + V., (— cosBsena —senp cos o)
_ (W+vsena
" sen(o.+p)

<, (W +v)sena

sen(a N B) (— cosPi + senBj)

_ Wcosasenp —vsena.cosp = (W + v)senasenp -
Vg = i+
sen(o.+B) sen(o.+B)
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio = C.M. 8

Considere o sistema mostrado onde o disco, de raio R, gira em torno de seu eixo de simetria com
velocidade angular ¢ (cte.) relativa a barra ABOQ. Esta por sua vez gira em torno do eixo y com
velocidade angular 6 e aceleracdo angular 6 em relacdo aos mancais A e B admitidos como fixos.
Adotando a barra como referencial movel e utilizando para expressar os vetores a base vetorial

solidaria a barra, associada aos sistema de eixos cartesiano indicado na figura, pede-se:
a) o vetor de rotacio absoluto do disco (®);

b) o vetor aceleracao rotacional absoluto do disco (5));
¢) o vetor velocidade absoluto do ponto P ( v );

d) os vetores aceleragdo de arrastamento, relativa e absoluta do ponto P (&, . @, .a;).

N

H““iy

Prof. Leandro V. da S. Macedo — PME 3100 Mecénica 1 - Notas de Aula — Cin. dos Corpos Rigidos — Revisdo 9 Pagina 71



ZS7

ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio — C.M. 8 (continuacéao)

= 0] + 0k S5=B87+07A4k = |0-001+0]

- =

Vo, =0jA(P-0)= é] A |_R(— senqu +COoS ¢j)+ LEI: L1 + éRscanf{
Vo =0k A (P—Q) =k A R(— sendi + cos ¢j): —6R cos ¢ — gRsendj

¥, = (6L — §R cos ¢ )i — ¢Rsend; + 6Rsen ok

i, =0jA(P-0)+8jAlja(P-0)
Ap oo :éj A [R(— senqaf +Cos ¢j)+ Lf{]+ GN ] A E A (R(— senqaf +Cos ¢j)+ Lf{)]
d, .. = (BL + 6°Rsen¢)i + (BRsend — 6°L Jk

d,., =07k A [IE N Q)I: o’k A [l:: A R(— sendi + cos ¢j)]z ¢’R (senclﬁ —cos ¢])

=1

Peor = 20, A f.“rP__n,_l = 2(:]] A ﬂJR(— cosqﬁ - scnqﬁ): 2% Cos qﬂE

adp = (éL + 0 Rsen¢ + q-Jstcan)_f —$’Rcosj + (ﬁRsean —6°L +20¢cos ¢E
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio - C.M. 9

Na figura os discos concéntricos sao solidarios.

A barra AB move-se horizontalmente com velocidade
constante v. S
N3ao ha escorregamento em D. L
Um fio flexivel e inextensivel é enrolado no diametro menor

e tem velocidade absoluta igual a Zvcomo mostrado na 3r E
figura. r \
Adote a barra como referencial mével e utilize a base \y
vetorial mostrada na figura, solidaria a barra, para expressar
os vetores.

Para este exercicio, constante na lista de exercicios 2, pediu- v A D B
se: | |

~J

- o vetor velocidade relativa do ponto D do disco;

- o vetor velocidade absoluta do ponto D do disco;

- 0 vetor de rotacao absoluto do disco;

-ovetor (CIRgisco — D);

- 0 vetor aceleragao de arrastamento, relativo, de Coriolis e
absoluto do ponto Ddo disco.

Complementarmente pede-se entdo, parav = 10 m/s e
r=1m:

a) O vetor velocidade de arrastamento do ponto D do
disco;

b) O vetor de rotagdo de arrastamento do disco;

c) O vetor de rotagdo relativo do disco;

d) O vetor velocidade absoluta do ponto C:

e) O vetor aceleragao absoluta do ponto C;
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio — C.M. 9 (continuacéao)

1_7)D,rel =0
1})D,arr = —vl ]_)1
1_7)D = 1_7)D,arr + 1_7)D,rel 730 = —vl [1 3r m 2»17
- - — r
Vg = Up + Waps A (E — D) \C / \
2v?=—v?+wbEA4Tf . . /
aos warr = O A v a
3Vl = —4rwgpsl B
3v . 3v By = _3_17_’
Waps = ™ Waps = _Ek re 4r
v 2v . Ve rel = Uprel + @Brey A(C—D
a — =g ﬁc — ﬁD + Bgps A (C _ D) Crel _)D,resl)v_) rel ( )
3 Verer =0 — 4_k A (1))
ar Be = —vi— 2Rk AG) "
“=3 ‘ 4r . 9,
Ay Ucrel = Tl
(CIRgisco — D) = ?]_) Ve = S—Ui) > >
4 Vcarr = —VL
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio — C.M. 9 (continuacao)

vC N 4 : C_ic == 6

C_iC,arr =0 J

aC,cor = 6 ' 3r m Z»U

C_ic,rel = 6 \Z/// \

S ~3

aD,arr v A v a B

C_iD,cor =0 | L D |
—% “
Wyep = _E

- - = — —

aD,rel = aC,rel + Wrel A (D - C) + Wyel A [wrel A (D - C)]

- - - -

ap = Aparr T Apret + Ap,cor

. S - 9p?
dprer =0+0+77kA [k A (=3r])]
L 27v%
L2t = Ter’
aD,T'el - 161’ .]
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio — C.M. 9 (continuacao)

v=10m/s r=1m

1_7)D,arr = —vl 1_7)D,a1“r = —107 [m/s]
aarr =0

- 3v - ~ 30 .
(x)rel:—Ek wrelz_Tk [rad/s]
Ve = %? Bc = 12,57 [m/s]

C_ic == 6
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