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ESCOLA POLITECNICA DA UIVERSIDADE DE SAO PAULO
Simbologia — Cinematica do ponto
t tempo

s distancia percorrida, arco sobre a trajetoria

v velocidade escalar
aceleracao escalar

a
7 = (P — 0) vetor posicio

é 'l

v vetor velocidade

a vetor aceleracio

q

t versor tangente

n  versor normal

%

b versor binormal

a, vetor aceleracio tangencial

a, vetor aceleracio normal
p raiode curvatura da trajetoria (¢ = 1/, é a curvatura)

1/, raio de tor¢do da trajetéria (y é a torgio da trajetoria)
versor transversal (coordenadas polares ou cilindricas)

%
T
u wversor radial (coordenadas polares ou cilindricas)
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Formulario

ds dv
vV=— a=—
dt dt
L dr L, dv
vV=— a=—
dt dt
. 2 d, = a,t d, = vt ar = v ag=d-t
V=t d=vt+—7| |a=d;+adp| . = 2 2
P Ap = anpn ad. = —n a, = — a,=a-n
n — n n
p
2 dr - v
~ ds D
di‘:> 1 Para curva no plano xy - - -
gl = _ 3 3 L WAadAv
n=p—| |N= di p dt p=% —(1+y,2)2 n=|(5Aa)A5|
ds dt IS v A al —T
ds
nd - - dl_j) - 1_7)/\6_1)
b=t/\n y= e b= - -
ds v A al
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Cinematica do Ponto

Velocidade e aceleracao escalares
Vetores velocidade e aceleragéao
em coordenadas cartesianas, polares e cilindricas.
NocOes de geometria diferencial.
Triedro de Frenet.

Componentes intrinsecas da velocidade e da aceleracéo.
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Cinematica do Ponto

Velocidade e Aceleracao Escalares

_ As _ Av
P(t + At) aY: Y’
s(t + At) o s(t+At) —s(b) ~As
v = lim = lim —
At—0 At At—0 At
o v(t+At) —v(t) - Av
a = lim = lim —
At—0 At At—0 At
ds dv| d?s dvds dv
vV =— = —_— = = = _—
dt T At T A " dsdr . Uds
t t s
S = Sp +J v(t)dt vV=1v+ J a(t)dt v? =v§ + ZJ a(s)ds
to to So
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Cinematica do Ponto

Velocidade Vetorial

7(t + At) — 7(t)

- — l
v A%I—{lo At
L dr dsz -
N V=—yf=—t=7v
0 #(t) dtl ~ dt

N s(t)

Quando o tempo tende a zero, o médulo da diferenc¢a do vetor posicao entre os dois instantes iguala a
diferenca de comprimento de arco. A dire¢dao desta diferenga entre os dois vetores posicao

consecutivos tende a igualar a dire¢ao tangente a trajetoria.
Demonstra-se assim que o vetor velocidade é tangente a trajetéria em cada instante.
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Cinematica do Ponto

Aceleracao Vetorial

B(t + At) 3 iy D AD — T
At—0 At

L dd ap
“Tdt T de

il(t) a= vt + vt
d.(t) dt dt
i (£) L v
n a=vt+—n
12 p
C_)l=c_l)t+c_)ln=atz+anﬁ) C_it=vt an:?ﬁ

O vetor aceleragao tem duas componentes intrinsecas, uma tangente a trajetdria, a aceleracao tangencial,
e outra segundo a normal principal da mesma em cada instante, a aceleracao normal.

At A aceleracdo tangencial pode assumir valores positivos ou negativos (velocidade escalar aumentando ou diminuindo).

a, A aceleragao normal sé assume valores positivos.
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Cinematica do Ponto

Geometria de Curvas

As
2 _ dr
_ ds
L dt
"TPds
b=1tAR
> 5 T n *
Triedro de Frenet (t ,n,b) ?:yﬁ( )
S

. V4 s . b
A derivada de um vetor de mdédulo constante é sempre nula ou ortogonal a ele. Sendo assim, 71 L t.

2z — 4 i .

t é o versor tangente, 11 é o versor normal e b é o versor binormal.

p € o raio de curvatura do circulo osculador tangente a curva em cada posigdo. ¢ é a curvatura.
y é a torgdo da curva.

fes e - > o d(b.t
(*) é facil demonstrar que db/ é paralelo an, sendo b.t = 0, resolva ( )/ =0.
ds ds
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Cinematica do Ponto

Geometria de Curvas

Versores do Triedro de Frenet

(1—; B’) 1_':) d’lj'> - di_; 1_5 . .
, =— [n=p- =tAN
ds P ds
QOutras expressoes auxiliares:
> 1
dt ] po b
5 _ ds 2 ar _dp dt L v dt
= t =— —_—
dt ds _dids v ds
& oY
dx
v? v3 . v3 1+ 12)% 42
- - - -
VAA=vtA|VE+—N|=—Db > p=5">= p= y nw_ 4y
P P |U A aI yII y dx?
Raio de curvatura de uma curva
5 5 5 5 5 plana dada em coordenadas
- vAa . (WAQ) AV retangulares.
b = Y Y n = = = S Nﬁot[ieduzid.o aqui.'VideW.A.GranviIIe “Elementos
|v /\ al |(v A a) /\ vl de Célculo Diferencial e Integral” §105.
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Cinematica do Ponto

Vetores posicao, velocidade e aceleracdo em diferentes sistemas de coordenadas:

U diregdo radial Componentes

CarteS|a_n0 M f direcéo transversal Intrl’nsecaS

t direcio tangente

r=xi1+v7i+ ZI_() 2 — 37 T iidiregéo normal principal
Y r Tu + zk b diregao binormal
U= xi+ y] + 2k U = 71 + ¢r7 + zk ¥ = vt
- - - 172
a=xi+yj+ zZk a=G—@*ru+ (pr + 29177 + zZk a=vt+?ﬁ

2 N\
P/
U = cos@l + sen@j

T = —sen@l + cos@jy

N
o

T —@sengl + ¢gcosp] U = ¢T
X }é P = —gcosgl — gseng] T=—¢iU

3|

&l
Il

i I
Il
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Derivada de vetores de médulo constante

Seja: a

Tal que: |d| = cte

Pode-se dizer que: a.a = cte

Derivando em relacdo ao tempo: —(a.a) =
dt

Assim: 2d.4 =0

Logo: dldl ou la=0

Demonstrou-se que a derivada de um vetor de modulo constante é sempre nula ou ortogonal a ele.

Vai ser nula quando, além do médulo, também a direcéo for constante no tempo.
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Exercicio 1

Um canh&o possui um sistema de amortecimento de recuo tal que sua aceleracao e
proporcional a velocidade, ou seja:

a=—kv
Sabendo-se que no instante do disparo sua posicdoé x = 0

e sua velocidade é vV

Pede-se:

a) v =v(t)
by x=x(t)
c) v =v(x)
d) a = a(t)
e) a=a(x)
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Pede-se:

a) v =v(t)
b) x = x(t)
c) v = v(x)
d) a=a(t)
e) a=a(x)

Exercicio 1 (solucao)

dx
v=—= voe Kt
a=—kv X t "
dv dx =] voe ktdt
a=—=—kv 0 0]
dt on
dv x=—(1—e7kt
— = —kdt k ( )
v
”dv t a=—kv
[
vo Y 0 dv dx
aQa=—=—K—
v
In = —kt dt dt
Vo
— er_kt dv = —kdx
v X
f dv=—-k | dx
Vo (0]
vV =1vy— kx

a=—kv
a = —kvye *
a=—kv

a = k?x — kv,
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Exercicio 2

Um ponto move-se sobre o eixo Ox, partindo da posicdo X = X

com velocidade dadapor v = —kx sendo kconstante.

Pede-se expressar:

a) x = x(t)
by a = a(x)
c) v=v(t)
d a =a(t)
x =xpe ®t  la=k?®x| |v=—kxpe ¥t |a=k?xpe Kt
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Exercicio 3

Dois pontos materiais A e B percorrem trajetérias retilineas. Sendo s a posicéo e t o tempo,
suas velocidades séo dadas por v,(t) =4 —t e vg(s) = 4 —s.

No instante inicial (t = 0), ambos os pontos estao na posicao s = 0.

Pede-se expressar:

a) au
b) apg

= ay(t)
= ag(s)

c) Sa = S4(t)

d) sp = sp(t)
€) vp = vp(t)
) ap=ag(t)
as(t) = —1| ag(s) =s—4

sg(t) =4(1—e7Y)

Up (t) = 4e_t

ag(t) = —4et
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Exercicio 4

Dados os vetores, cujas componentes variam no tempo:

(P —0) =2t + 4] — 3t%k

sen3 t) R

(Q—0) =2(cos3t—t)i+ 4 <1 - J— 3t%k

(R—0) = —4tT— ] — 3k
Pergunta-se:
a) A distancia entre P e Q é constante?

b) Em que instante o angulo POR é reto?

c) Em que instante os vetores (P — 0) e (R — 0) ficam paralelos?

N&o é constante. | [t = 2| | Nunca ficam paralelos.
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Exercicio 5

Um ponto A move-se no espago com coordenadas em fungédo do tempo dadas por:

x =2t
y=4t>+3t—7
z=2

Pede-se:
a) Descrever a trajetéria do ponto, ou seja, a curva descrita por ele;

b) expressar a velocidade escalar v do ponto em funcao do tempo.

2 4 > 7
=x“+=-x—
Y 2
z=2
Parabola no plano z = 2 v = \/64t2 + 48t + 13
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Exercicio 6

x = a(l+cosf)-cos g
y =a(l+cosé)-sind
z2=10

Um ponto M percorre a curva descrita por

t
de acordo com a lei horaria 6 = >

T
Pede-se determinar, no instante t= 2
a) o vetor velocidade;
b) o vetor aceleracéo;

c) os versores do triedro de Frenet.
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Exercicio 7

As coordenadas cartesianas de um ponto P sdo dadas pelas equacgoes:
X =2+ cost

V2
y = 7(2 + sent)

z = 4—?(2 + sent)
Pede-se:
a) As equac0es da trajetéria;
b) o vetor velocidade e a velocidade escalar;
C) o vetor aceleracéo;
d) s =s(t) coms medido sobre a curva e s(0) = 0;
e) o triedro de Frenet;
f) oraio de curvatura

g) as componentes intrinsecas da aceleracdo
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Exercicio 7 (solucao)

cost = x — 2 , dP dPdt
sent = V2y — 2 ds dtds v
: R R
(x—2)2+(\/§y—2) =1 t——Sentl+7cost]—7costk
y+z=4 R
dt - - -
5> t_,+\/§ £7 \/7 t]_é 7= ds dt_dtdt_lﬂ
v = —senti +—-costj — —-cos d_f Is  dids vt
1 1 ds
v? = sen’t +Ec052t +Ecoszt
v=1 d—E = —costl — Esent*+ Esentl_c)
dt 2 ST
G = ti v2 t] v2 tk
a——COSl—ZSBTl]-l-ZSen di  1di i V2 i V2 .
s i —costl — 7sent] + 7sentk
v=—>ds =vdt = 1dt
dt
=t dz—lz*— t7 v2 t*+\/E tk
s = 75| = n = —costl — —-sentj + —-sen
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Exercicio 7 (solucao)

b=tA# s 5
b = (—senti + - cost] — - costk) A (—costi — - sentj + 7sentk
- \/E -
b=—G+k)
2

P =15 Aal

_ 1
g V2 V2 V2

(—sentt + - costj — - costk) A (—costi — \/75 sentj + - Sentz)‘
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Exercicio 8

Um ponto material move-se em uma trajetoria eliptica definida pelo vetor posicéo:

7(t) = Acos(wt)i + Bsen(wt)j

a) determine os vetores velocidade ¥(t) e aceleracao d(t);

b) mostre que a aceleracdo aponta para a origem e € proporcional a distancia da origem ao
ponto material;

c) Determine os versores tangente e normal e o raio de curvatura para o caso em que A =
B = R.
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Exercicio 9

Um ponto material P move-se em uma trajetéria com velocidade dada pela expressao:
- X2 1/ - 7
v(P)=e*t+y 2]+ zk

Sabendo-se que o ponto parte no instante inicial da posi¢ao (0,0,1), pede-se:

a) 0 vetor posicao;

b) as expressdes da trajetoria;

c) aaceleracdoa = a(P)

d) o raio de curvatura no ponto (0,0,0);

e) as componentes intrinsecas da aceleracdo no ponto (0,0,0).
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Exercicio 10

A trajetdria de uma particula P em movimento é definida pelas equacdes:

V2

X = cos|—-s

V2

y = sen|—-s
V2
z=\=7s

Sabendo-se que a velocidade escalar € v = e~5 e que no instante inicial a particula esta na origem
do comprimento de arco, isto &, s(t = 0) = 0, pede-se:

a) o vetor posicdo em funcao do tempo;
b) o vetor velocidade em funcéo do tempo;
c) as componentes intrinsecas da aceleracdo parat =e — 1;

d) o raio de curvatura em funcao do tempo.
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Exercicio 11

O ponto P, de coordenadas polares (r,8) move-se no plano descrevendo a curva de equacgao

r= gbee com lei horaria 8 = wt (b € w constantes positivas). Pede-se:

a) o vetor velocidade;

b) a velocidade escalar;

c) o comprimento de arco (admitir que s(t = 0) = 0);
d) o vetor aceleracéo;

e) o raio de curvatura;

f) as componentes intrinsecas da aceleracgao.

P(r,0)

N
&l
=

\9
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Exercicio 12

p . N . r N 2 07
Sabe-se que uma particula M se move vinculada a curva descrita por 7 = 560591 + Esenej + rsen;k de

acordo com a lei horaria 8 = 2t . Pede-se determinar, para o instante t = m [s]:

a) Avelocidade de M, descrita em coordenadas cartesianas;

b) O versor tangente a curva no ponto coincidente com a posi¢ao de M;

c) Avelocidade de M expressa na forma intrinseca;

d) A aceleracdo de M, descrita em coordenadas cartesianas;

e) Ascomponentes da aceleracdo de M expressas na forma intrinseca;

f)  Osversores normal e binormal do triedro de Frenet para o ponto da curva coincidente com a posi¢dao de M.

T T 0 -
7 = =cos01 + =senfj + rsen—k
2 2> 2 15(t = m)| = V2r
r r 5
7 = —cos2tl + = sen2tj + rsentk
2 2 F =

r r S
v=-=2 5 sen2ti + 2 5 cos2tj + rcostk

B = —rsen2ti + rcos2tj + rcostk

v(t =m) =rf—rl_c) U(t =m) =V2rt
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Exercicio 12 (continuacao)

% = —rsen2tl + rcos2t] + rcostk

= - - ' — (’_in

a = —2rcos2tl — 2rsen2tj] — rsentk n= N

n
a(t=m) = =2r1
nt=m)=-1
at == C_i . i-)
b=CAR

a,(t=m) = —-2r7- g(f— l_é)

a,(t=m)=0
a, =a—d; 7
a,(t=m) =-2r1 b(t =m) = J+k)

a,(t =m) = 2r
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Duvidem

Pensem

Comuniquem

Perguntem

Cometam erros

Aprendam dos seus erros

... e mais importante,
Tenham alegria em aprender.

Estupidez:
Vocé pensa que sabe tudo, sem questionar.

Inteligéncia:
Vocé questiona tudo que vocé pensa que sabe.

Aproveite cada minuto,
porgue o tempo néo volta...
O que volta é a vontade de voltar no tempo.
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