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Simbologia – Cinemática do ponto

𝑠 𝑑𝑖𝑠𝑡â𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑝𝑒𝑟𝑐𝑜𝑟𝑟𝑖𝑑𝑎, 𝑎𝑟𝑐𝑜 𝑠𝑜𝑏𝑟𝑒 𝑎 𝑡𝑟𝑎𝑗𝑒𝑡ó𝑟𝑖𝑎
𝑣 𝑣𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑒𝑠𝑐𝑎𝑙𝑎𝑟

Ԧ𝑟 = 𝑃 − 0 𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟 𝑝𝑜𝑠𝑖çã𝑜

𝑎 𝑎𝑐𝑒𝑙𝑒𝑟𝑎çã𝑜 𝑒𝑠𝑐𝑎𝑙𝑎𝑟

Ԧ𝑣 𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟 𝑣𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒

Ԧ𝑎 𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟 𝑎𝑐𝑒𝑙𝑒𝑟𝑎çã𝑜

Ԧ𝑡 𝑣𝑒𝑟𝑠𝑜𝑟 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒

𝑛 𝑣𝑒𝑟𝑠𝑜𝑟 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙

𝑏 𝑣𝑒𝑟𝑠𝑜𝑟 𝑏𝑖𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙

Ԧ𝑎𝑡 𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟 𝑎𝑐𝑒𝑙𝑒𝑟𝑎çã𝑜 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎𝑙

𝜌 𝑟𝑎𝑖𝑜 𝑑𝑒 𝑐𝑢𝑟𝑣𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎 𝑑𝑎 𝑡𝑟𝑎𝑗𝑒𝑡ó𝑟𝑖𝑎 (𝑐 = Τ1 𝜌 é 𝑎 𝑐𝑢𝑟𝑣𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎)

Τ1 𝛾 𝑟𝑎𝑖𝑜 𝑑𝑒 𝑡𝑜𝑟çã𝑜 𝑑𝑎 𝑡𝑟𝑎𝑗𝑒𝑡ó𝑟𝑖𝑎 (𝛾 é 𝑎 𝑡𝑜𝑟çã𝑜 𝑑𝑎 𝑡𝑟𝑎𝑗𝑒𝑡ó𝑟𝑖𝑎)

𝑡 𝑡𝑒𝑚𝑝𝑜

Ԧ𝑎𝑛 𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟 𝑎𝑐𝑒𝑙𝑒𝑟𝑎çã𝑜 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙

Ԧ𝜏 𝑣𝑒𝑟𝑠𝑜𝑟 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 (𝑐𝑜𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛𝑎𝑑𝑎𝑠 𝑝𝑜𝑙𝑎𝑟𝑒𝑠 𝑜𝑢 𝑐𝑖𝑙í𝑛𝑑𝑟𝑖𝑐𝑎𝑠)

𝑢 𝑣𝑒𝑟𝑠𝑜𝑟 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑙 (𝑐𝑜𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛𝑎𝑑𝑎𝑠 𝑝𝑜𝑙𝑎𝑟𝑒𝑠 𝑜𝑢 𝑐𝑖𝑙í𝑛𝑑𝑟𝑖𝑐𝑎𝑠)
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Formulário

𝑣 =
𝑑𝑠

𝑑𝑡
𝑎 =

𝑑𝑣

𝑑𝑡

Ԧ𝑣 =
𝑑Ԧ𝑟

𝑑𝑡

Ԧ𝑣 = 𝑣Ԧ𝑡

Ԧ𝑎 =
𝑑 Ԧ𝑣

𝑑𝑡

Ԧ𝑎 = ሶ𝑣Ԧ𝑡 +
𝑣2

𝜌
𝑛

Ԧ𝑡 =
𝑑Ԧ𝑟

𝑑𝑠

𝑛 = 𝜌
𝑑Ԧ𝑡

𝑑𝑠

Ԧ𝑡 =
Ԧ𝑣

Ԧ𝑣

𝜌 =
𝑣3

Ԧ𝑣 ∧ Ԧ𝑎
𝑛 =

𝑑Ԧ𝑡
𝑑𝑠

𝑑Ԧ𝑡
𝑑𝑠

𝜌 =
1

𝑑Ԧ𝑡
𝑑𝑠

𝑏 = Ԧ𝑡 ∧ 𝑛 𝑏 =
Ԧ𝑣 ∧ Ԧ𝑎

Ԧ𝑣 ∧ Ԧ𝑎
𝛾 =

𝑑𝑏

𝑑𝑠

𝜌 =
1 + 𝑦′2

3
2

𝑦′′
𝑛 =

Ԧ𝑣 ∧ Ԧ𝑎 ∧ Ԧ𝑣

Ԧ𝑣 ∧ Ԧ𝑎 ∧ Ԧ𝑣

Para curva no plano xy

Ԧ𝑎𝑡 = ሶ𝑣Ԧ𝑡

Ԧ𝑎𝑛 = 𝑎𝑛𝑛
Ԧ𝑎 = Ԧ𝑎𝑡 + Ԧ𝑎𝑛

Ԧ𝑎𝑡 = 𝑎𝑡 Ԧ𝑡

Ԧ𝑎𝑛 =
𝑣2

𝜌
𝑛

𝑎𝑡 = ሶ𝑣

𝑎𝑛 =
𝑣2

𝜌

𝑎𝑡 = Ԧ𝑎 ∙ Ԧ𝑡

𝑎𝑛 = Ԧ𝑎 ∙ 𝑛
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Conteúdo

Cinemática do Ponto

Velocidade e aceleração escalares

Vetores velocidade e aceleração

em coordenadas cartesianas, polares e cilíndricas.

Noções de geometria diferencial.

Triedro de Frenet.

Componentes intrínsecas da velocidade e da aceleração.
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Cinemática do Ponto

Velocidade e Aceleração Escalares

𝑣 =
𝑑𝑠

𝑑𝑡
=
𝑑2𝑠

𝑑𝑡2
=
𝑑𝑣

𝑑𝑠

𝑑𝑠

𝑑𝑡
= 𝑣

𝑑𝑣

𝑑𝑠

𝑠 = 𝑠0 +න
𝑡0

𝑡

𝑣(𝑡)𝑑𝑡 𝑣 = 𝑣0 +න
𝑡0

𝑡

𝑎(𝑡)𝑑𝑡 𝑣2 = 𝑣0
2 + 2න

𝑠0

𝑠

𝑎(𝑠)𝑑𝑠

ҧ𝑣 =
Δ𝑠

Δ𝑡
ത𝑎 =

Δ𝑣

Δ𝑡

𝑣 = lim
Δ𝑡→0

𝑠 𝑡 + Δ𝑡 − 𝑠(𝑡)

Δ𝑡
= lim

Δ𝑡→0

Δ𝑠

Δ𝑡

𝑎 = lim
Δ𝑡→0

𝑣 𝑡 + Δ𝑡 − 𝑣(𝑡)

Δ𝑡
= lim

Δ𝑡→0

Δ𝑣

Δ𝑡

𝑠(𝑡)

+

−
𝑂

𝑠(𝑡 + Δ𝑡)

𝑃(𝑡)

𝑃(𝑡 + Δ𝑡)

𝑎 =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
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Cinemática do Ponto

Velocidade Vetorial

𝑠(𝑡)

+

−
𝑂 Ԧ𝑟(𝑡)

Ԧ𝑣

Ԧ𝑣 = lim
Δ𝑡→0

Ԧ𝑟 𝑡 + Δ𝑡 − Ԧ𝑟(𝑡)

Δ𝑡

Quando o tempo tende a zero, o módulo da diferença do vetor posição entre os dois instantes iguala a 
diferença de comprimento de arco. A direção desta diferença entre os dois vetores posição 
consecutivos tende a igualar a direção tangente à trajetória.
Demonstra-se assim que o vetor velocidade é tangente à trajetória em cada instante.

𝑠(𝑡 + Δ𝑡)

𝑠(𝑡)

+

−
𝑂 Ԧ𝑟(𝑡)

Ԧ𝑣 =
𝑑Ԧ𝑟

𝑑𝑡
=
𝑑𝑠

𝑑𝑡
Ԧ𝑡 = 𝑣Ԧ𝑡

Ԧ𝑣 = 𝑣Ԧ𝑡
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Cinemática do Ponto

Aceleração Vetorial

𝑠(𝑡)

+

−
𝑂

Ԧ𝑣(𝑡 + Δ𝑡)
Ԧ𝑎 = lim

Δ𝑡→0

Ԧ𝑣 𝑡 + Δ𝑡 − Ԧ𝑣(𝑡)

Δ𝑡

Ԧ𝑎 =
𝑑 Ԧ𝑣

𝑑𝑡

O vetor aceleração tem duas componentes intrínsecas, uma tangente à trajetória, a aceleração tangencial, 
e outra segundo a normal principal da mesma em cada instante, a aceleração normal.

𝑠(𝑡 + Δ𝑡)

𝑠(𝑡)
+

−
𝑂

=
𝑑2 Ԧ𝑟

𝑑𝑡2

Ԧ𝑎 =
𝑑 Ԧ𝑣

𝑑𝑡
=
𝑑(𝑣Ԧ𝑡)

𝑑𝑡
= ሶ𝑣Ԧ𝑡 + 𝑣 ሶԦ𝑡

Ԧ𝑎 = ሶ𝑣Ԧ𝑡 +
𝑣2

𝜌
𝑛

Ԧ𝑣(𝑡)

Ԧ𝑣(𝑡)
Ԧ𝑎(𝑡)

Ԧ𝑎𝑛 𝑡

Ԧ𝑎𝑡 𝑡

Ԧ𝑎 = Ԧ𝑎𝑡 + Ԧ𝑎𝑛 = 𝑎𝑡 Ԧ𝑡 + 𝑎𝑛𝑛 Ԧ𝑎𝑡 = ሶ𝑣Ԧ𝑡 Ԧ𝑎𝑛 =
𝑣2

𝜌
𝑛

𝑎𝑡 A aceleração tangencial pode assumir valores positivos ou negativos (velocidade escalar aumentando ou diminuindo).

𝑎𝑛 A aceleração normal só assume valores positivos.
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Cinemática do Ponto

Geometria de Curvas

Ԧ𝑡 = lim
Δ𝑠→0

Ԧ𝑟 𝑠 + Δ𝑠 − Ԧ𝑟(𝑠)

Δ𝑠

Ԧ𝑡 =
𝑑Ԧ𝑟

𝑑𝑠

A derivada de um vetor de módulo constante é sempre nula ou ortogonal a ele. Sendo assim, 𝑛 ⊥ Ԧ𝑡.
Ԧ𝒕 é o versor tangente, 𝒏 é o versor normal e 𝒃 é o versor binormal.
𝜌 é o raio de curvatura do círculo osculador tangente à curva em cada posição. 𝑐 é a curvatura.
𝛾 é a torção da curva.

(*) é fácil demonstrar que ൗ𝑑𝑏
𝑑𝑠 é paralelo a 𝑛, sendo Ԧ𝑏. Ԧ𝑡 = 0, resolva ൗ𝑑(𝑏.Ԧ𝑡)

𝑑𝑠 = 0 .

𝑑Ԧ𝑡

𝑑𝑠
= 𝑐𝑛 =

1

𝜌
𝑛 ⇒

+

−
𝑂 Ԧ𝑟(𝑠)

𝑛 = 𝜌
𝑑Ԧ𝑡

𝑑𝑠

𝑏 = Ԧ𝑡 ∧ 𝑛

𝑑𝑏

𝑑𝑠
= 𝛾𝑛

(*)Ԧ𝑡 , 𝑛 , 𝑏Triedro de Frenet

+

−
𝑂

Ԧ𝑟(𝑠)

𝜌
𝑛

Ԧ𝑡
𝑏
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Cinemática do Ponto

Geometria de Curvas

Ԧ𝑡 =
𝑑Ԧ𝑟

𝑑𝑠
𝑛 = 𝜌

𝑑Ԧ𝑡

𝑑𝑠
𝑏 = Ԧ𝑡 ∧ 𝑛Ԧ𝑡 , 𝑛 , 𝑏

Versores do Triedro de Frenet

Ԧ𝑡 =
𝑑𝑃

𝑑𝑠
=
𝑑𝑃

𝑑𝑡

𝑑𝑡

𝑑𝑠
⇒ Ԧ𝑡 =

Ԧ𝑣

𝑣

Ԧ𝑣 ∧ Ԧ𝑎 = 𝑣Ԧ𝑡 ∧ ሶ𝑣Ԧ𝑡 +
𝑣2

𝜌
𝑛 =

𝑣3

𝜌
𝑏 ⇒ 𝜌 =

𝑣3

Ԧ𝑣 ∧ Ԧ𝑎

Outras expressões auxiliares:

𝑛 =

𝑑Ԧ𝑡
𝑑𝑠

𝑑Ԧ𝑡
𝑑𝑠

⇒

𝑏 =
Ԧ𝑣 ∧ Ԧ𝑎

Ԧ𝑣 ∧ Ԧ𝑎

𝜌 =
1 + 𝑦′2

3
2

𝑦′′

Raio de curvatura de uma curva 
plana dada em coordenadas 
retangulares.
Não deduzido aqui. Vide W.A. Granville “Elementos 
de Cálculo Diferencial e Integral” §105.

𝜌 =
1

𝑑Ԧ𝑡
𝑑𝑠

𝑦′ =
𝑑𝑦

𝑑𝑥

𝑦′′ =
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2

𝑛 =
Ԧ𝑣 ∧ Ԧ𝑎 ∧ Ԧ𝑣

Ԧ𝑣 ∧ Ԧ𝑎 ∧ Ԧ𝑣
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Cinemática do Ponto

Vetores posição, velocidade e aceleração em diferentes sistemas de coordenadas:

Ԧ𝑟 = 𝑥Ԧ𝑖 + 𝑦Ԧ𝑗 + 𝑧𝑘

Ԧ𝑣 = ሶ𝑥Ԧ𝑖 + ሶ𝑦Ԧ𝑗 + ሶ𝑧𝑘

Ԧ𝑎 = ሷ𝑥Ԧ𝑖 + ሷ𝑦Ԧ𝑗 + ሷ𝑧𝑘

Ԧ𝑟 = 𝑟𝑢 + 𝑧𝑘

Ԧ𝑣 = ሶ𝑟𝑢 + ሶ𝜑r Ԧ𝜏 + ሶ𝑧𝑘

Ԧ𝑎 = ሷ𝑟 − ሶ𝜑2𝑟 𝑢 + ሷ𝜑𝑟 + 2 ሶ𝜑 ሶ𝑟 Ԧ𝜏 + ሷ𝑧𝑘

Ԧ𝑣 = 𝑣Ԧ𝑡

Ԧ𝑎 = ሶ𝑣Ԧ𝑡 +
𝑣2

𝜌
𝑛

cartesiano cilíndrico
Componentes 

intrínsecas

𝑧

𝑟

𝑃

𝑂

𝑥

𝑦

𝑧

𝑢

𝑘 Ԧ𝜏

𝜑

𝑢 = 𝑐𝑜𝑠𝜑Ԧ𝑖 + 𝑠𝑒𝑛𝜑Ԧ𝑗

Ԧ𝜏 = −𝑠𝑒𝑛𝜑Ԧ𝑖 + 𝑐𝑜𝑠𝜑Ԧ𝑗

ሶ𝑢 = ሶ𝜑 Ԧ𝜏

ሶԦ𝜏 = − ሶ𝜑𝑢

ሶ𝑢 = − ሶ𝜑𝑠𝑒𝑛𝜑Ԧ𝑖 + ሶ𝜑𝑐𝑜𝑠𝜑Ԧ𝑗

ሶԦ𝜏 = − ሶ𝜑𝑐𝑜𝑠𝜑Ԧ𝑖 − ሶ𝜑𝑠𝑒𝑛𝜑Ԧ𝑗

𝑢 𝑑𝑖𝑟𝑒çã𝑜 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑙
Ԧ𝜏 𝑑𝑖𝑟𝑒çã𝑜 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙

Ԧ𝑡 𝑑𝑖𝑟𝑒çã𝑜 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒
𝑛 𝑑𝑖𝑟𝑒çã𝑜 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 𝑝𝑟𝑖𝑛𝑐𝑖𝑝𝑎𝑙

𝑏 𝑑𝑖𝑟𝑒çã𝑜 𝑏𝑖𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙
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Derivada de vetores de módulo constante

Ԧ𝑎Seja:

Tal que: Ԧ𝑎 = 𝑐𝑡𝑒

Pode-se dizer que: Ԧ𝑎. Ԧ𝑎 = cte

Derivando em relação ao tempo:
𝑑

𝑑𝑡
Ԧ𝑎. Ԧ𝑎 = 0

Assim: 2 ሶԦ𝑎. Ԧ𝑎 = 0

Logo: ሶԦ𝑎 ⊥ Ԧ𝑎 ou ሶԦ𝑎 = 0

Demonstrou-se que a derivada de um vetor de módulo constante é sempre nula ou ortogonal a ele. 

Vai ser nula quando, além do módulo, também a direção for constante no tempo.
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Exercício 1

Um canhão possui um sistema de amortecimento de recuo tal que sua aceleração é 

proporcional à velocidade, ou seja:

Pede-se:

a) 

b)

c)

d)

e)

𝑎 = −𝑘𝑣

Sabendo-se que no instante do disparo sua posição é 𝑥 = 0

e sua velocidade é 𝑣0

𝑣 = 𝑣(𝑡)

𝑥 = 𝑥(𝑡)

𝑣 = 𝑣(𝑥)

𝑎 = 𝑎(𝑡)

𝑎 = 𝑎(𝑥)
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Exercício 1 (solução)

Pede-se:

a) 

b)

c)

d)

e)

𝑎 = −𝑘𝑣

𝑣 = 𝑣(𝑡)

𝑥 = 𝑥(𝑡)

𝑣 = 𝑣(𝑥)

𝑎 = 𝑎(𝑡)

𝑎 = 𝑎(𝑥) 𝑎 =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −𝑘

𝑑𝑥

𝑑𝑡

න
𝑣0

𝑣 𝑑𝑣

𝑣
= −𝑘න

0

𝑡

𝑑𝑡

𝑣 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑣0𝑒

−𝑘𝑡

𝑑𝑣

𝑣
= −𝑘𝑑𝑡

ln
𝑣

𝑣0
= −𝑘𝑡

𝑣 = 𝑣0𝑒
−𝑘𝑡

න
0

𝑥

𝑑𝑥 = න
𝑜

𝑡

𝑣0𝑒
−𝑘𝑡𝑑𝑡

𝑥 =
𝑣0
𝑘

1 − 𝑒−𝑘𝑡

𝑎 = −𝑘𝑣

𝑑𝑣 = −𝑘𝑑𝑥

න
𝑣0

𝑣

𝑑𝑣 = −𝑘න
𝑜

𝑥

𝑑𝑥

𝑣 = 𝑣0 − 𝑘𝑥

𝑎 =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −𝑘𝑣

𝑎 = −𝑘𝑣

𝑎 = −𝑘𝑣0𝑒
−𝑘𝑡

𝑎 = −𝑘𝑣

𝑎 = 𝑘2𝑥 − 𝑘𝑣0



Prof. Leandro V. da S. Macedo – PME 3100 Mecânica 1 - Notas de Aula – Cin. do Ponto - revisão 06                      Página 14

Exercício 2

Um ponto move-se sobre o eixo Ox, partindo da posição

Pede-se expressar:

a) 

b)

c)

d)

𝑣 = −𝑘𝑥

𝑣 = 𝑣(𝑡)

𝑥 = 𝑥(𝑡)

𝑎 = 𝑎(𝑡)

𝑎 = 𝑎(𝑥)

𝑥 = 𝑥0

com velocidade dada por sendo k constante.

𝑥 = 𝑥0𝑒
−𝑘𝑡 𝑎 = 𝑘2𝑥 𝑣 = −𝑘𝑥0𝑒

−𝑘𝑡 𝑎 = 𝑘2𝑥0𝑒
−𝑘𝑡
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Exercício 3

Dois pontos materiais A e B percorrem trajetórias retilíneas. Sendo 𝑠 a posição e 𝑡 o tempo, 

suas velocidades são dadas por 𝑣𝐴 𝑡 = 4 − 𝑡 e 𝑣𝐵 𝑠 = 4 − 𝑠.

No instante inicial 𝑡 = 0 , ambos os pontos estão na posição 𝑠 = 0.

Pede-se expressar:

a) 

b)

c)

d)

e)

f)

𝑎𝐴 = 𝑎𝐴(𝑡)

𝑎𝐵 = 𝑎𝐵(𝑠)

𝑠𝐴 = 𝑠𝐴(𝑡)

𝑠𝐵 = 𝑠𝐵(𝑡)

𝑣𝐵 = 𝑣𝐵(𝑡)

𝑎𝐵 = 𝑎𝐵(𝑡)

𝑎𝐴 𝑡 = −1 𝑎𝐵 𝑠 = 𝑠 − 4 𝑠𝐴 𝑡 = 4𝑡 −
𝑡2

2
𝑠𝐵 𝑡 = 4 1 − 𝑒−𝑡

𝑣𝐵 𝑡 = 4𝑒−𝑡

𝑎𝐵 𝑡 = −4𝑒−𝑡
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Exercício 4

Dados os vetores, cujas componentes variam no tempo:

Pergunta-se:

a) A distância entre 𝑃 e 𝑄 é constante?

b) Em que instante o ângulo ෣𝑃𝑂𝑅 é reto?

c) Em que instante os vetores (𝑃 − 𝑂) e 𝑅 − 𝑂 ficam paralelos?

𝑃 − 𝑂 = 2𝑡Ԧ𝑖 + 4Ԧ𝑗 − 3𝑡2𝑘

𝑄 − 𝑂 = 2 𝑐𝑜𝑠3𝑡 − 𝑡 Ԧ𝑖 + 4 1 −
𝑠𝑒𝑛3𝑡

2
Ԧ𝑗 − 3𝑡2𝑘

𝑅 − 𝑂 = −4𝑡Ԧ𝑖 − Ԧ𝑗 − 3𝑘

Não é constante. 𝑡 = 2 Nunca ficam paralelos.
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Exercício 5

Um ponto 𝐴 move-se no espaço com coordenadas em função do tempo dadas por:

Pede-se:

a) Descrever a trajetória do ponto, ou seja, a curva descrita por ele;

b) expressar a velocidade escalar 𝑣 do ponto em função do tempo.

𝑥 = 2𝑡
𝑦 = 4𝑡2 + 3𝑡 − 7
𝑧 = 2

ቐ𝑦 = 𝑥2 +
3

2
𝑥 − 7

𝑧 = 2

Parábola no plano 𝑧 = 2 𝑣 = 64𝑡2 + 48𝑡 + 13
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Exercício 6

( )
( )









=

+=

+=







z

ay

ax

sincos1

coscos1
Um ponto 𝑀 percorre a curva descrita por

de acordo com a lei horária

Pede-se determinar, no instante

a) o vetor velocidade;

b) o vetor aceleração;

c) os versores do triedro de Frenet. 

2


=t

2

t
=
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Exercício 7

As coordenadas cartesianas de um ponto 𝑃 são dadas pelas equações:

Pede-se:

a) As equações da trajetória;

b) o vetor velocidade e a velocidade escalar;

c) o vetor aceleração;

d) 𝑠 = 𝑠(𝑡) com 𝑠 medido sobre a curva e 𝑠 0 = 0;

e) o triedro de Frenet;

f) o raio de curvatura

g) as componentes intrínsecas da aceleração

𝑥 = 2 + 𝑐𝑜𝑠𝑡

𝑦 =
2

2
2 + 𝑠𝑒𝑛𝑡

𝑧 = 4 −
2

2
2 + 𝑠𝑒𝑛𝑡
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Exercício 7 (solução)

𝑐𝑜𝑠𝑡 = 𝑥 − 2

𝑠𝑒𝑛𝑡 = 2𝑦 − 2

ቐ 𝑥 − 2 2 + 2𝑦 − 2
2
= 1

𝑦 + 𝑧 = 4

Ԧ𝑣 = −𝑠𝑒𝑛𝑡Ԧ𝑖 +
2

2
𝑐𝑜𝑠𝑡Ԧ𝑗 −

2

2
𝑐𝑜𝑠𝑡𝑘

𝑣2 = 𝑠𝑒𝑛2𝑡 +
1

2
𝑐𝑜𝑠2𝑡 +

1

2
𝑐𝑜𝑠2𝑡

𝑣 = 1

Ԧ𝑎 = −𝑐𝑜𝑠𝑡Ԧ𝑖 −
2

2
𝑠𝑒𝑛𝑡Ԧ𝑗 +

2

2
𝑠𝑒𝑛𝑡𝑘

𝑣 =
𝑑𝑠

𝑑𝑡
⇒ 𝑑𝑠 = 𝑣𝑑𝑡 = 1𝑑𝑡

𝑠 = 𝑡

Ԧ𝑡 =
𝑑𝑃

𝑑𝑠
=
𝑑𝑃

𝑑𝑡

𝑑𝑡

𝑑𝑠
=

Ԧ𝑣

𝑣

Ԧ𝑡 = −𝑠𝑒𝑛𝑡Ԧ𝑖 +
2

2
𝑐𝑜𝑠𝑡Ԧ𝑗 −

2

2
𝑐𝑜𝑠𝑡𝑘

𝑛 =

𝑑Ԧ𝑡
𝑑𝑠

𝑑Ԧ𝑡
𝑑𝑠

𝑑Ԧ𝑡

𝑑𝑠
=
𝑑Ԧ𝑡

𝑑𝑡

𝑑𝑡

𝑑𝑠
=
1

𝑣

𝑑Ԧ𝑡

𝑑𝑡

𝑑Ԧ𝑡

𝑑𝑠
=
1

𝑣

𝑑Ԧ𝑡

𝑑𝑡
= −𝑐𝑜𝑠𝑡Ԧ𝑖 −

2

2
𝑠𝑒𝑛𝑡Ԧ𝑗 +

2

2
𝑠𝑒𝑛𝑡𝑘

𝑑Ԧ𝑡

𝑑𝑡
= −𝑐𝑜𝑠𝑡Ԧ𝑖 −

2

2
𝑠𝑒𝑛𝑡Ԧ𝑗 +

2

2
𝑠𝑒𝑛𝑡𝑘

⇒ 𝑛 = −𝑐𝑜𝑠𝑡Ԧ𝑖 −
2

2
𝑠𝑒𝑛𝑡Ԧ𝑗 +

2

2
𝑠𝑒𝑛𝑡𝑘

𝑑Ԧ𝑡

𝑑𝑠
= 1
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Exercício 7 (solução)

𝜌 =
1

(−𝑠𝑒𝑛𝑡Ԧ𝑖 +
2
2 𝑐𝑜𝑠𝑡Ԧ𝑗 −

2
2 𝑐𝑜𝑠𝑡𝑘) ∧ (−𝑐𝑜𝑠𝑡Ԧ𝑖 −

2
2 𝑠𝑒𝑛𝑡Ԧ𝑗 +

2
2 𝑠𝑒𝑛𝑡𝑘)

ou
1

𝜌
=

𝑑Ԧ𝑡

𝑑𝑠
= 1

𝑎𝑡 = ሶ𝑣 = 0

𝑎𝑛 =
𝑣2

𝜌
= 1

𝑏 = (−𝑠𝑒𝑛𝑡Ԧ𝑖 +
2

2
𝑐𝑜𝑠𝑡Ԧ𝑗 −

2

2
𝑐𝑜𝑠𝑡𝑘) ∧ (−𝑐𝑜𝑠𝑡Ԧ𝑖 −

2

2
𝑠𝑒𝑛𝑡Ԧ𝑗 +

2

2
𝑠𝑒𝑛𝑡𝑘)

𝑏 = Ԧ𝑡 ∧ 𝑛

𝑏 =
2

2
(Ԧ𝑗 + 𝑘)

𝜌 =
𝑣3

Ԧ𝑣 ∧ Ԧ𝑎

𝜌 = 1
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Exercício 8

Um ponto material move-se em uma trajetória elíptica definida pelo vetor posição: 

Ԧ𝑟 𝑡 = 𝐴𝑐𝑜𝑠 𝑤𝑡 Ԧ𝑖 + 𝐵𝑠𝑒𝑛 𝑤𝑡 Ԧ𝑗

a) determine os vetores velocidade Ԧ𝑣(𝑡) e aceleração Ԧ𝑎(𝑡);

b) mostre que a aceleração aponta para a origem e é proporcional à distância da origem ao 

ponto material;

c) Determine os versores tangente e normal e o raio de curvatura para o caso em que 𝐴 =
𝐵 = 𝑅.
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Exercício 9

Um ponto material 𝑃 move-se em uma trajetória com velocidade dada pela expressão:

Ԧ𝑣 𝑃 = 𝑒𝑥Ԧ𝑖 + 𝑦 ൗ1 2Ԧ𝑗 + 𝑧𝑘

a) o vetor posição;

b) as expressões da trajetória;

c) a aceleração Ԧ𝑎 = Ԧ𝑎 𝑃

d) o raio de curvatura no ponto (0,0,0);

e) as componentes intrínsecas da aceleração no ponto (0,0,0).

Sabendo-se que o ponto parte no instante inicial da posição (0,0,1), pede-se:
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Exercício 10

A trajetória de uma partícula 𝑃 em movimento é definida pelas equações:

a) o vetor posição em função do tempo;

b) o vetor velocidade em função do tempo;

c) as componentes intrínsecas da aceleração para 𝑡 = 𝑒 − 1;

d) o raio de curvatura em função do tempo. 

Sabendo-se que a velocidade escalar é 𝑣 = 𝑒−𝑠 e que no instante inicial a partícula está na origem 

do comprimento de arco, isto é, 𝑠 𝑡 = 0 = 0, pede-se:

𝑥 = cos
2

2
𝑠

𝑦 = sen
2

2
𝑠

𝑧 =
2

2
𝑠
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Exercício 11

O ponto 𝑃, de coordenadas polares 𝑟, 𝜃 move-se no plano descrevendo a curva de equação

𝑟 =
2

2
𝑏𝑒𝜃 com lei horária 𝜃 = 𝜔𝑡 (𝑏 e 𝜔 constantes positivas). Pede-se:

a) o vetor velocidade;

b) a velocidade escalar;

c) o comprimento de arco (admitir que 𝑠 𝑡 = 0 = 0);

d) o vetor aceleração;

e) o raio de curvatura;

f) as componentes intrínsecas da aceleração.

O

𝜃

𝑟Ԧ𝜏 𝑢

𝑃 𝑟, 𝜃
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Exercício 12

Sabe-se que uma partícula M se move vinculada à curva descrita por  Ԧ𝑟 =
𝑟

2
𝑐𝑜𝑠𝜃Ԧ𝑖 +

𝑟

2
𝑠𝑒𝑛𝜃Ԧ𝑗 + 𝑟𝑠𝑒𝑛

𝜃

2
𝑘 de 

acordo com a lei horária 𝜃 = 2𝑡 . Pede-se determinar, para o instante 𝒕 = 𝝅 [𝒔]:
a) A velocidade de M, descrita em coordenadas cartesianas;
b) O versor tangente à curva no ponto coincidente com a posição de M;
c) A velocidade de M expressa na forma intrínseca; 
d) A aceleração de M, descrita em coordenadas cartesianas;
e) As componentes da aceleração de M expressas na forma intrínseca;
f) Os versores normal e binormal do triedro de Frenet para o ponto da curva coincidente com a posição de M.

Ԧ𝑟 =
𝑟

2
𝑐𝑜𝑠𝜃Ԧ𝑖 +

𝑟

2
𝑠𝑒𝑛𝜃Ԧ𝑗 + 𝑟𝑠𝑒𝑛

𝜃

2
𝑘

Ԧ𝑟 =
𝑟

2
𝑐𝑜𝑠2𝑡Ԧ𝑖 +

𝑟

2
𝑠𝑒𝑛2𝑡Ԧ𝑗 + 𝑟𝑠𝑒𝑛𝑡𝑘

Ԧ𝑣 = −2
𝑟

2
𝑠𝑒𝑛2𝑡Ԧ𝑖 + 2

𝑟

2
𝑐𝑜𝑠2𝑡Ԧ𝑗 + 𝑟𝑐𝑜𝑠𝑡𝑘

Ԧ𝑣 = −𝑟𝑠𝑒𝑛2𝑡Ԧ𝑖 + 𝑟𝑐𝑜𝑠2𝑡Ԧ𝑗 + 𝑟𝑐𝑜𝑠𝑡𝑘

Ԧ𝑣 𝑡 = 𝜋 = 2𝑟

Ԧ𝑣 𝑡 = 𝜋 = 𝑟Ԧ𝑗 − 𝑟𝑘

Ԧ𝑡 =
Ԧ𝑣

Ԧ𝑣

Ԧ𝑡 𝑡 = 𝜋 =
2

2
Ԧ𝑗 − 𝑘

Ԧ𝑣 𝑡 = 𝜋 = 2𝑟Ԧ𝑡
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Exercício 12 (continuação)

Ԧ𝑣 = −𝑟𝑠𝑒𝑛2𝑡Ԧ𝑖 + 𝑟𝑐𝑜𝑠2𝑡Ԧ𝑗 + 𝑟𝑐𝑜𝑠𝑡𝑘

Ԧ𝑎 = −2𝑟𝑐𝑜𝑠2𝑡Ԧ𝑖 − 2𝑟𝑠𝑒𝑛2𝑡Ԧ𝑗 − 𝑟𝑠𝑒𝑛𝑡𝑘

Ԧ𝑎 𝑡 = 𝜋 = −2𝑟Ԧ𝑖

𝑎𝑡 = Ԧ𝑎 ∙ Ԧ𝑡

𝑎𝑡 𝑡 = 𝜋 = −2𝑟Ԧ𝑖 ∙
2

2
Ԧ𝑗 − 𝑘

𝑎𝑡 𝑡 = 𝜋 = 0

Ԧ𝑎𝑛 𝑡 = 𝜋 = −2𝑟Ԧ𝑖

Ԧ𝑎𝑛 = Ԧ𝑎 − Ԧ𝑎𝑡

𝑛 =
Ԧ𝑎𝑛
Ԧ𝑎𝑛

𝑛 𝑡 = 𝜋 = −Ԧ𝑖

𝑏 = Ԧ𝑡 ∧ 𝑛

𝑏 𝑡 = 𝜋 =
2

2
Ԧ𝑗 − 𝑘 ∧ −Ԧ𝑖

𝑏 𝑡 = 𝜋 =
2

2
Ԧ𝑗 + 𝑘

𝑎𝑛 𝑡 = 𝜋 = 2𝑟
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Duvidem

Pensem

Comuniquem

Perguntem

Cometam erros

Aprendam dos seus erros

... e mais importante,

Tenham alegria em aprender.

Estupidez:

Você pensa que sabe tudo, sem questionar.

Inteligência:

Você questiona tudo que você pensa que sabe.

Aproveite cada minuto,

porque o tempo não volta...

O que volta é a vontade de voltar no tempo.


