Lista 1 - Calculo Numerico
MAP - 0151

1 Meétodo de Newton

Problema 1. Utilize o método de Newton para encontrar raizes das sequintes
funcées com precisdo de 1073,

(a) 2% —2
(b) e* —2
(c) 23 —3x —2

(d) sinx — x*

(e) e® — 4x? (maior das raizes)
(f) bxe~3 (maior das raizes)
(g) Inx +x—4

Problema 2. Os grdficos de y = e® e y = bx? se cruzam em 3 pontos. Utilize
o método de Newton para calcular o ponto de cruzamento com a maior abcissa
x, com precisio pré-fitada € = 1073 em z.

Problema 3. A funcdo

F(t) — &t
(1+9e7)
representa a evolucao de uma populacdo ao longo do tempo a partir de t = 0.
Mostre que esta populagdo € crescente e limitada, e que a equagdo F(t) = 25
possus unica solugao.
Calcule 3 iteracdes partindo de to = 1 e avalie se o erro fica menor que 1073,

Problema 4. Um tanque tem a forma de um cilindro reto, com raio igual a
1 e comprimentol. Sua lateral (circular) € transparente e através dela podemos
observar o nivel de liguido no cilindro (“deitado”). A porcentagem de liquido
no cilindro pode ser obtida em fungdo do dngulo 0 (veja a figura). Por exemplo,
o cilindro estd cheio para § = 7 e pela metade para § = w/2. Calcule com erro
menor que 1072 0 valor de 0 para o qual o cilindro tem um quarto de seu volume
cheio, através de um método de aprorimagoes sucessivas.



el

Problema 5. Um vaso de 30cm de altura tem seccées transversais de iea me?"
para h de 0 a 30cm. O volume de dgua (em cm?®) que ele contém, estando cheio
até uma altura a, é dado por

V(a):/ ne** dx
0

Até que altura deve-se encher o vaso para que ele contenha 5cm? de dgua?
Use o método de Newton, determinando um intervalo que contenha a solucdo e
justificando a escolha do valor inicial de forma a garantir a convergéncia.

Problema 6. Considere o método de Newton para minimizar F(z)

- Fl(a)
F”((Ek)

Tk4+1 = Tk

F(z)=1 +/ arctany dy
0

(a) Mostre que F' é estritamente convezxa, isto é, F"(x) > 0.
(b) Encontre um valor para xo no qual o método de Newton converge.

(¢) Qual seria um método simples para encontrar o minimo de uma fun¢ao
estritamente conveza em [a,b] sabendo que f'(a) <0 e f'(b) > 0.



2 Aproximacoes sucessivas

Problema 7. Determine uma raiz de f(z) = 2*>—0.9 a partir da funcdo auxiliar
é(x) = 22 + 2 — 0.9 pelo método de aproximacdes sucessivas com g = —1. A
outra raiz pode ser determinada com utilizagdo da mesma fung¢do auxiliar ¢?

Problema 8. A funcio f(x) = ze® — 2 possui uma Unica raiz no intervalo
I =10.7,1]. Defina a funcgdio

2
P(x) = p
Mostre que para todo xo € I a sequéncia {x,}nen definida por
Tpt1 = ¢($n)
converge para a raiz de f.

Problema 9. A funcio f(z) = xe™® — e™3 possui evatamente duas raizes
ap €10.01,1] e ag € [4,5].
Considere as funcgoes

¢1(z) = €3 [po(z) =lnz+3

Quais funcgdes podem ser usadas para aproxrimar o1 ? E as?

Problema 10. A funcio f(x) =1 —¢€® + 2;)’11 possui uma raiz em x = 0.
Considere as funcgoes

(e* = 1)(2z+1)

p1(z) = 3
P2(z) = $+1*ew+2ng_1
o = b

Quais fungées podem ser usadas para aproximar x = 0%

Problema 11. Mostre que as fungées ¢1(x) = e e P2(y) = e~ possuem
dnico ponto fizo em [0,1]. Considere as sequéncias Tni1 = ¢1(Tn) € Yny1 =
d2(yn) , com g = yo = 0. Uma delas converge para o ponto fixo da funcgdo
¢; correspondente e a outra ndo. Justifique o porque da convergéncia e da nao
convergéncia destas sequéncias. Para a sequéncia convergente, estime a partir
de qual iteracdo os elementos da sequéncia distam menos que 1076 do ponto

fizo.

Problema 12. Um carro se move ao longo de uma estrada com velocidade
instantanea v(t) = 5e~tm/s.

Definimos t como o instante para o qual a velocidade média do carro no
intervalo [0,t] € igual a 2.5m/s. Utilize um método de aprozimacoes sucessivas
para calcular T com erro menor que 107°.

(Obs: A velocidade média no intervalo [0,t] € o quociente da distdncia per-
corrida neste intervalo, pelo valor de t.)



Problema 13. Dado a > 0, mostre que a sequéncia

1 a
Tpt1 = 1;((10 — Dz, + F)

converge para ¥/a

Problema 14. Dado ¢ € (0,1), funcio ¢(z) = (2 — ¢) admite dois pontos
fizos, a saber

L=1—-V1—-c,b=1++vV1-c

Considere a interacdo

1
Tnt1 = 5(1’721*0) ;neN

onde 0 < g < &3.
Mostre que

Tpy1 — &1 = %(xn —&1)(xn +&1)

e deduza que lim,, o0z, = &1



3 Problemas tedricos

Problema 15. Sejam xg € R, ¢ : R = R funcdo diferencidvel com —% <
¢'(z) < 0 para cada x € R.

Considere a sequéncia {xp tnen definida por x,4+1 = ¢(x,) e seja « € R um
ponto fixo de ¢.

Mostre que, se xy < « entao

To < < Top2<Top < <A< < Toapp1 < Toap-1<...<Tq

Problema 16. Pelo método das aprorimacoes sucessivas, encontre funcoes ¢
e o € R tais que, se {xn}nen, Tnt1 = @(zn)

(a) {xn}nen converge monotonamente
(b) {xn}tnen converge alternadamente
(¢) {Zn}tnen ndo converge

Problema 17. Defina

9(w) = {‘”“(f () o

(a) Mostre que g € continua e que o dnico ponto fixo de g em [0,1] é x = 0.

(b) Considerando a sequéncia de interagoes xn11 = g(xy,) a partir de xg = kiﬂ

ey = ﬁ onde k € Z alguma delas converge para o ponto fixo de g?

Esse exercicio pretende mostrar que mesmo escolhendo pontos suficiente-
mente proximos do ponto fizo, nao necessdriamente todas as sequéncias con-
vergem ou todas as sequéncias ndo convergem. Procuramos mostrar que existem
pontos que nao sdo pontos criticos estdveis ou instdveis onde

(i) £ € R € ponto critico estdvel de g se existe 6 > 0 tal que para cada
2o € (£ — 6,6+ 0) a sequéncia xp41 = g(x,) converge para €.

(ii) & € R € ponto critico instdvel de g § > 0 tal que para cada xy €
(E—=6,6+9), xo # & a sequéncia Xn11 = g(xy) nao converge para &

Problema 18. Suponha que a fun¢do f possui sequnda derivada continua, que
f(&) = 0,e que no intervalo [X,E], com X <&, f'(x) >0 e f’(z) <O0.

Mostre que o método de Newton comegando em qualquer zg € [X, €] converge
para €.

Problema 19. Suponha que f(§) = f'(§) = 0 e que [ estd definida e é
continua em uma vizinhanca de . Seja {xi}ren € a sequéncia obtida pelo
método de Newton.



(a) Mostre que

_ 2.rn
R (T

onde My, e Ty, estao entre & e xy.

S (w)
f”(Tk‘)

Suponha também, que para algum § > 0 tenhamos 0 < m < |f"(z)] < M
para todo x € [ — §,€ + 6] onde M < 2m.

(b) Mostre que {xk}ren converge para & para todo xg € [§ — 0,€ + 0]
(c) Extenda o resultado para condi¢oes inciais f(§) = f'(§) = f"(§) =0



