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10.9 Solucoes

10.9.1 Solucao dos exercicios sobre Formas de dependéncia, etc.

10.9.2 Solucgoes dos exercicios sobre o método de minimos quadra-
dos

Solugao do Exc. 192

(a)

4.5
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Valores dos residuos:

1 2 3 4
-0.5 05 05 -0.5

Soma dos quadrados dos residuos igual a 1.

(b)

oa
-
o
w
~ -

Valores dos residuos:
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1 2 3 4
-0.05 -0.15 0.65 -0.45

Soma dos quadrados dos residuos igual a 0, 65.

(c)

4.0

15

1.0

0.5
|

Valores dos residuos:

1 2 3 4
0.1 02 -07 04

Soma dos quadrados dos residuos igual a 0, 7.

(d)

04
e
o
»
~

Valores dos residuos:

1 2 3 4
0.6 -0.4571 -0.5143 0.3714
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Soma dos quadrados dos residuos igual a 0,971.

Solucao do Exc. 193(a). Como ambos os valores de Y dos dois pontos dados sao 0, entao a
reta de regressao feita s6 para estas dois pontos é horizontal. Precisamos acrescentar um ponto
que incline esta reta da maneira que seu intercepto (b) seja negativo. Espero que o Exercicio 192
serviu para criar a intui¢ao que leve a solu¢ao. Uma das possiveis solugoes é (4, —1).

Também, podemos abordar este problema da seguinte maneira. Como nosso objetivo é
garantir o sinal positivo para b e como o denumerador da expressao para b é sempre positivo,
entao podemos reformular o problema asim: achar (x3,y3;) da maneira que

3
> wiyi — 3Ty
i=1

seja negativo, onde (x1,y1) = (0;0) e (z2,y2) = (3;0). Agora observamos que devido ao fato
que y; = 0 e y» = 0, temos que z1y; = 0 e zoy, = 0. Vamos entao escolher r3 = —3 para
garantir que T = 0. Com isto, a expressdo acima reduz-se a simplesmente (—3)ys. Isto garante
que ao escolher para y; qualquer valor positivo garantimos que toda a expressao tenha valor
negativo. Uma das possibilidades é (x3,y3) = (—3;2).

O método aplicado no paragrafo acima nao é genérico. Ele funcionou bem no caso particular
do expercicio, pois houve s6 dois pontos e a coordenada y dos ambos era 0.

Solugcao do Exc. 194. Dica: Ao compor o exercicio, achei que sua consepcao intuitiva
desenvolvida na solucao do Ex. 192 deve ser suficiente para lhe sugerir a posi¢ao do ponto
solicitado. Como entao a solucao espera-se partir de consideracoes qualitativas e intuitivas,
pedi que essa seja confirmada por uma caminho rigoroso. Ha também a seguinte abordagem
ao problema: Denotar por (u,v) as coordenadas do terceiro ponto, escrever 3 como fungao de
u e v, e achar valores numéricos destes — e, portanto, a posicao do terceio ponto — que fazem a
valer a desigualdade 5 < 0. Confesso que mandar aluno por este caminho nao é minha intencao
pois as contas sao monstruosas.

Solucao do Exc. 195 O sinal do valor de b da reta ajustada aos trés pontos do enunciado é
dado pelo numerador da expressao para b. O numerados é igual a

0+0,5+1 040,7+1

(0x0+40,5x0,7+1x1)—3x 3 X 3

=1,35-0,85 >0

e isto garante que b > 0 (se continuarmos as contas, chegaremos a descobrir que b = 1).
Quanto a tarefa de acrescimo do quarto ponto, espero que o Exercicio 192 serviu para criar
a intuicao sobre a posicao da reta de minimos quadrados em funcao dasposi¢oes dos pontos
para os quais esta reta foi tracada. Esta intuigao sugere que (x4,%4), 0 ponto a adicionar, seja
(2; —2). Vamos verificar se esta sugestao resolve a tarefa. O numerador da expressao para b é

0+0,5+1+2 0+40,7+1+(—2)

(0x040,5x0,7+1x1+2x(-2))—4x 1 X I

Este é igual a —2, 3875, que é negativo, o que implica b < 0.

Solucao do Exc. 196 Observe que a coordenada y do ponto da reta y = a+bx que corresponde
ao valor © = x; é a + br;. Entdo, para qualquer ponto (z;,1;) do conjunto, seu residuo é a
distancia entre y; e a + bz;. O quadrado do residuo é entfio [y; — (a + bz;)]°. Esta férmula é a
base para a solugao do exercicio.

Substituindo (0;0) no lugar de (z;,y;) da férmula e usando a informacao que o quadrado
do residuo até este ponto é 4, conlcuimos que

4 = a?, quer dizer, a é 2 ou — 2
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Substituindo (4;1) e usando o fato que o quadrado do residuo até este ponto é 9, concluimos
que
9=1[1—(a+4b)

As duas equacoes enolvendo a e b tém 4 solugoes:
a=2b=1/2, a=2b=—1, a=—-2,b=0, a=—-2,b=3/2

Como o enunciado afirmou que 3 é negativo, entao dentre os quatro solugoes acima listadas,
so a = 2,b = —1 atende as condigoes do exercicio. Entao, a resposta final é que a reta ajustada
tem a seguinte forma: y =2 — .

10.9.3 Solucoes dos exercicios sobre regressao

Solugao do Exc. 200 (a)

20
|

15
|

O diagrama de dispersao é a figura acima porém sem a reta (esta reta ilustra o resultado da
solugao do item (c)). As posi¢oes dos pontos sugerem que X e Y possuem relacao da seguinte
natureza: o aumento do valor de X causa o aumento do valor de Y. Até podemos cogitar que a
relacdo esteja préxima da relacao linear. A “quantificacao” da confianca neste tipo de relacao
é dada pelo valor do coeficiente de correlacao linear de Pearson considerado no item seguinte.

(b) Utilizando a férmula:

S DTy —n-T g
YV (@) (S v - n(@)?)

obtemos 1, = 0,947. Sua proximidade de 1 sugere que X e Y tém relacao linear “estragada”
por um pequeno ruido aleatério (isto é: Y = a + bX+ruido).

(c) Calculando

b— YTy —n-T-Y
Z?:l :1:? —n-(T)? ,

temos b =4,7 e a=9,7. Esta reta estd desenhada no diagrama de dispersao.

a=7y—bx.

(d) Assumindo que o modelo de regressao linear é valido para a relagao entre X e Y, o valor
de b adquire a seguinte interpretagao: para cada vez a mais que a caixa é transferida, ha um
aumento médio de 4,7 ampolas quebradas.
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150
|

tempo

50
|

5 10 15 20

componentes

Solugao do Exc. 201(e) O diagrama de dispersdo é a figura acima sem a reta. As posigoes
dos pontos sugerem que ha uma relagao entre as variaveis X e Y seguindo a qual Y aumenta
com o aumento de X.

Os pontos “desenham” uma minhoca, mas esta nao é muito entortada o que deixa a espe-
ranca que talvéz, haja a relacao linear entre X e Y. A esperanca tera seu respaldo no resultado
de calculo do préximo item.

(f) Utilizando a férmula:
STy —n-T-Y
Vi wi —n(@)?) - o v —n(@)?)

obtemos r,, = 0,953. A proximidade deste valor a 1 ¢ uma forte indicacao a existéncia de
relagao linear (com ruido pequeno) entre X e Y.

(g) Calculando

Tey =

Zz L= (33)2 ’
temos b = 10,429 e a = 30,194. Uma das interpretagoes de b (que é a tunica ensinada nesta
disciplina) é assim: para cada componente a mais reparado, temos um aumento médio de 10,429
minutos no tempo de reparo.

a=7y—bx.

(h) Para X =38, o valor de a + bX, com a e b calculados acima, é
30,194 + 8 x 10,429 = 113, 626.

Este valor chama-se o tempo esperado (ou médio) para reparo de computador com 8 componentes
a serem reparados ou substituidos. Na teoria estatistica, a notagao tradicional para este valor
6 Y (8).

O valor esperado calculado acima nao precisa ser necessariamente igual a um dos valores
observados cuja coordenada X é 8. Esta desigualdade vem do fato que os valores observados
sao “corrumpidos” pelo erro: Y = a + bX+erro, enquanto que o valor esperado desconsidera
o erro: Y = a + bX. Esta eliminacio justifica-se pelo fato que Y( ) é a média de todas as
observagoes com X = x, e que a média do erro — seguindo a propria definicao do modelo de
regressao linear — é zero.

Solucao do Exc. 203 A figura abaixo apresenta o diagrama de dispersao junto com a reta
de regressao linear (que serd calculada no item (c)).
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Altura

95 100 105 110

Comprimento

O diagrama indica fortemente que a varidavel Y é uma fungao crescente da variavel X. A
grosso modo, esta relacao € linera, conforme indica o valor do coeficiente de correlagao linear
de Pearson:

" xT; Z-—n~f-_
Fay = 2eict U Y —0,913.

Vi 2 = n(@)?) - (2L v — n()?)
Os valores numéricos dos parametros a e b da reta ajustada aos pontos pelo método de
minimos quadrados sao

YTy —n-T-Y _
b == = 0. 24: =y —bxr=13,3.

O fato que b > 0 confirma nossa observacao feita acima de que Y é funcao crescente de X.
Ja que b = 0,24, podemos dizer que para o aumento de 1ecm de Comprimento, hd um aumento
médio de 0,24cm na Altura das tartarugas.

Também com o uso da reta podemos fazer previsoes médias: para os tartarugas de Compri-
mento 95cm, sua Altura média (ou, em outras palavras, esperada) é

13,3+ 95 x 0,24 = 36, 1lcm,
e para os tartarugas com Comprimento de 105cm, temos a seguinte Altura esperada:

13,3 + 105 x 0,24 = 38, 5cm.

Solucao do Exc. 204 A figura abaixo apresenta o diagrama de dispersao junto com a reta
de regressao linear (a equagao da reta serd calculada mais adiante As posigdes dos pontos do
diagrama indicam que Y é uma funcao decrescente de X. Ainda mais, a proximidade das
posicoes a uma reta imaginaria sugere que Y é uma funcao linear de X com pequeno ruido,
isto é: Y = a+ bX+ruido. Isto esta confirmado pela proximidade a —1 do valor do coeficiente
de correlagao linear de Pearson entre X e Y:

Do TiYi—n-T-F
VO 2l = n(@)?) - (O, v — n()?)

B 59450 — 2700 - 273 - 1/10 0085
/(822500 — 27002/10) - (9695 — 2732/10) ’

Tzy




408

N. de plantas doentes
30
!

20
|

10
|

T T T T T T T
100 150 200 250 300 350 400

Dose

A reta de ajustas aos pontos pelo método de minimos quadrados tem os seguintes parametros:

b iy T —n T-F 59450 — 2700273 1/10 _

_ 152
ST 22 —n-(3) 822500 — 2700%/10 —0,1525;

a=7y—br=273/10 — (-0, 1525) - 2700/10 = 68, 478.

Vale notar que o valor de b é negativo, o que esta de acordo com o fato ja observado que Y’
¢ decrescente em funcao de X. O valor numérico de B significa o seguinte: para cada aumento
de uma dose, ha uma queda média de 0,1525 no nimero de plantas doentes.

Usando a reta ajustada, temos que o nimero esperado de plantas doentes para cada 100
plantas tratadas na dose de 260 gr/ha dado por:

68,478 + (—0, 1525) x 260 = 28, 828.

Solugao do Exc. 205. (a) Diagrama de dispersao para as varidveis X e Y com a reta de

regressao:
(b) Calculemos as médias e desvios padrao para cada uma das varidveis:

Zji1 Z;

T = 3 '~ 5, 64 meses

1 _
—11
i~ 2iz1® 10 (2) — 02 ~ 11,41 (meses)?

o, = /02~ 3,38 meses
11

g = Zi:1 Yi
11

11 2 _
} - — 11
UZ = izt yle (@) — o ~ 68,99 erros?

—_— 2 ~~
oy = /02 =~ 8,31 erros

Calculemos, entao, o coeficiente de correlacao linear de Pearson entre X e Y:

~ 16, 36 erros

11
L ry — 11
T_Z y)_Zzzliﬂy .y ~ —0,81

10 Og- ay 10.0,.04
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30

erros

I I I I I
2 4 6 8 10

experiéncia

O coeficiente de correlacao entre as variaveis X e Y é r = —0, 81 e, assim, pode-se dizer que X
e Y tém correlagao linear negativa forte, uma vez que se aproxima de —1, 0.
(c) Para construir a reta de regressao, obtém-se, primeiramente,a equagao de regressao de Y
em funcao de X dada pela forma: § = a + b.x. Obtém-se os valores de a e b:
11 _
Do iy — 112y

b 10.02 ’

a = y—bxr~2751

Assim, tem-se: y = 27,51 — 1,99.x.
(d) O coeficiente b &~ —1,99 indica que a cada aumento de uma unidade em x, ocorre em média
um aumento de —1,99 unidades em y.

(e) O datilégrafo com comportamento diferente dos demais é aquele em que temos: (x,y) =
(2,10). Assim, o novo coeficiente de correlagao e a nova reta ajustada sem essa observagao serao:

_ 21121 X

T = T ~ 6,0 meses
— oz —10(z)?
— izt T () — 02 ~ 11,11 (meses)?

9
o, = /02~ 3,33 meses
10
2 i1 Vi

BT ~ 17,0 erros

10 o 2
0oy —10
o2 = >iz1 Yi 5 (#) N O'Z ~ 71,55 (erros)?

<
Il

< N
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JE— 2 ~
oy = 0z~ 8,46 erros
Calculemos, entao, o novo coeficiente de correlacao linear de Pearson entre X e Y:

10

_ _ 10 _
rzz(x )i =) _ i Tiy TV~ 0,99

— 9.0,.0 9.0,.0

Para a nova reta de regressao, calculemos a nova equacao de regressao §y = a + b.x:

10 _
: iy — 10.2.
b = Zzlxgy 7 my%—2,52
.0}

a = §—bi~3212

Assim: g = 32,12 — 2,52.x¢ que estd na figura abaixo.

erros

experiéncia

F
A observacao eliminada tinha um comportamento diferente dos demais, isto é, tratava-se

de um datilografo com apenas 2 meses de experiéncia tendo uma quantidade de erros muito
proxima a quantidade de erros de um profissional mais experiente (10 erros). Assim, ao refazer-
mos os calculos eliminando essa observacao, o modulo tanto do coeficiente de correlagao linear
de Pearson quanto da inclinagdo da reta aumentam, pois as varidveis meses de experiéncia(X)
e erros(Y) ficam com uma rela¢ao linear mais forte.
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peso_cerebro
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Solucao do Exc. 206. (a) O diagrama de dispersao para as varidveis X e Y estd na figura
abaixo. Calculemos as médias e desvios padrao para cada uma das variaveis:

B 213 x

= ==l 162,11 k
z W L g
3 42— 13(z
ot = 2@ S BE e s005 69 (1g)?

12
o, = +/02=208,08 kg
> Yi
jo— = a03360
13 2 —\2
By —13
02 — il = ), 52 ~ 64986,53

o, = 02~254,92¢g

Calculemos, entao, o coeficiente de correlacao linear de Pearson entre X e Y:

[\

13 _ ~ -
(x; —2)(y;i — ) _ Zzlil iy — 13.2.9y ~ 0.8
Z 12.0,.0, 12.0,.0, ’

r =

1=

O coeficiente de correlacao entre as varidaveis peso médio do corpo e peso médio do cérebro
para as 13 espécies de animais é r =~ 0,89. Entao, tem-se uma correlacao linear positiva forte,
aproximando-se de 1, 0.
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(b) A equacao de regressao do peso médio do cérebro (Y) em fungao do peso médio do corpo
(X) é y=a+ b.x onde
leil .y — 13.2.y

h = ~ 1,09
12.02 ’

a = y—bx 57,56
Assim, tem-se: y = 57,56 + 1,09.x.
(c) Uma previsao do peso médio do cérebro para animais com peso médio corporal igual a 62 kg
serd dada pela equagao de regressao: y = 57,56+1,09.x — y = 57,56+1,09.62 — y = 125,0 g
Assim, a previsao é um peso médio de 125,0 g para o cérebro de animais com peso médio
corporal de 62 kg.

Pelo item (b), pode-se concluir que a relacao entre o peso do cérebro e o peso do corpo
para o homem nao segue a relagao linear existente entre os pesos cerebral e corpéreo para os
animais.

Solugao do Exc. 207 (a) O diagrama de dispersao para as varidveis Diag(X) e Recup(Y) em
pacientes com coagulos presentes e ausentes esta na figura abaixo:

50

e Com coagulos (+)

Sem coéagulos (0)

Recup

I I I I I I
10 20 30 40 50 60

Diag

Para os pacientes com codgulos, (os de numeros 3, 4, 8, 9, 11, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 23, 25,

26), temos:
Calculemos as médias e desvios padrao para cada uma das variaveis Diag(X) e Recup(Y):

15
T = 27’1;51% = 27,8 horas
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15 o —\2
: £ 15
o2 = lel x114 (z) — 05 ~ 385, 31 (horas)2

o, = /02~ 19,63 horas
15
Zi 1 Yi

[\

Yy o= 1—5 = 22 horas
2L y2 —15(y)?
02 = Zicy e O, 2 ~ 342,71 (oras)’

o, = +/02= 18,51 horas
15 (0i—2)(yi—9) _

Calculemos, entdo, o coeficiente de correlagao linear de Pearson entre X e Y:r = ) .7 =20
- e

Z} 1%y —15.2.7 Nl 0
14.05.04

O coeficiente de correlagao entre as variaveis Diag(X) e Recup(Y), medidas em horas, para
os pacientes que apresentaram coagulos no momento de admissao ¢ r ~ 1,0 e, assim, pode-se
dizer que X e Y tém correlagao linear positiva e perfeita para tal caso.

Para construir a reta de regressao, obtém-se, primeiramente, os valores de a e b:

21121 Ty — 152y
b= 14.02 ~0,93

a = §—br~—3,04

Assim, tem-se a reta: y = —3,94+0,93.x
Para os pacientes sem codgulos (os com os numeros 1, 2, 5, 6, 7, 10, 12, 13, 14, 22, 24), temos
as as médias e desvios padrao calculados para cada uma das varidveis Diag(X) e Recup(Y):

. = 27,55 horas

11 2 +-)\2
e
52— 2uim @ —117) — 02 ~ 529, 4 (horas)>

o, = +/02=23,0 horas
17
D iz Yi

8
—_
o

y = T = 22,91 horas
2 Zi:l ?/z‘ - 11(37) 2 2
o, = 10 — 0, ~ 463,45 horas

o, = +/02= 21,53 horas

Calculemos, entdo, o coeficiente de correlagao linear de Pearson entre X e Y: r = ) .=, =%
= .0y

Sk miyi—11.3.9
10.05.04
das em horas, para os pacientes que apresentaram coagulos no momento de admissao é r ~ 1,0

e, assim, pode-se dizer que X e Y tém correlacao linear positiva e prefeita para tal caso.
Para construir a reta de regressao, obtém-se, primeiramente, os valores de a e b:

~ 1,0 O coeficiente de correlagao entre as varidveis Diag(X) e Recup(Y), medi-

b= 10.02 ~ 0,93

a = y—brx~—-275

Assim, tem-se a equagao: y = —2,75+0,93.x

Pode-se concluir, entao, que o relacionamento entre as variaveis Diag(X) e Recup(Y) néo
depende da ocorréncia de coagulos, uma vez que em ambos o coeficiente de correlagao linear
de Pearson vale aproximadamente 1,0 e a inclinagao da reta de regressao é b =~ 0, 93.

11 (xi—f)(yi—g) —



