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10.7 Sumario sobre a Inferéncia estatistica no Modelo
Regressao Linear Simples

Se vocé possui um conjunto de pares de valores

(@1, 91), (T2, 92), (T Yn) (10.2)

e se voce quer tragar uma reta que ajusta-se ao este conjunto pelo método chamado “minimos
quadrados”, entao a equacao da reta ajustada serd y = o + [z, onde a e [ sao determinados
pelos valores (10.2) via as seguintes férmulas

5:Zi:1xiyi_n'x'y7 a=y—pT (comE:Me§:M> (10.3)

Z?:l x@z —n-(T)? n n

Recorde, que oo chama-se intercepto e é igual a ordenada do ponto onde a reta y = a+ Sz corta o
eixo y (quer dizer, o eixo das ordenadas); ja # chama-se coeficiente angular e é igual ao tangente
do angulo entre a reta e o eixo x (quer dizer, o eixo de abcissas). Esse lembrete é importante
se voce for desenhar a reta ou interpretar o modelo — probabilistico ou deterministico — do qual
adveiam os valores (10.2).

Recordo-lhe que o residuo do ponto (z;,y;) em relagdo da reta y = v + 0z (aqui, vy e 0
sdo constantes quaisquer) ¢é o valor de y; — (7 + 0z;). O conceito de residuo dé-nds a seguinte
maneira de caraterizacao da retd construida pelas férmulas (10.3): « e [ expressos em (10.3)
correspondem aquela reta que apresenta o menor valor da soma dos quadrados de seus residuos
em relagao aos pontos (10.2); é por isso, alias, que existe um nome alternativo para a reta
ajustada que é a reta de minimos quadrados. A propdsito, eu nao consegui entender por que
o nome disse “minimos quadrados” enquanto que o método procura pelo minimo da soma dos
quadrados; mas como meu disentendimento concerna a apelido s6, entao vamos deixar quieto.

Suponha agora que o conjunto (10.2) é uma amostra simples aleatéria de um par de varidveis
aleatérias (X, Y) (“simples aleatéria” significa que cada (z;, y;) é uma realizagao deste par e que
as realizagoes foram feitas de forma independente). E suponha também que X e Y satisfazem o
modelo chamado Regressao Linear Simples, cujo significado no ambito de nosso curso é assim:

Y=a+bX+E, (10.4)

onde a varidvel aleatéria £ é independente de X, tem esperanca zero, quer dizer, IE[E] =0, e
tem sua distribuigao simeétrica em torno de 0. Neste caso — quer dizer, no caso quando a amostra
foi gerada por X e Y relacionadas entre si pelo Modelo de Regressao Linerar Simples —, a e 3
dados por espressoes (10.3) estimam, respectivamente, a e b da relagao (10.4), ou, sendo dito
da maneira mais formal, a e § sao as estimativas dos parametros a e b do Modelo de Regressao
Linear Simples obtidas a partir da amostra (10.2) pelo método de minimos quadrados.

O uso da amostra que adveio de X e de Y para o fim de estimacao de a e de b por «
e [ faz sentido quando as variaveis aleatérias X e Y de fato estao relacionadas segundo ao
modelo (10.4). A confirmacao/rejeicao da presenga desse relacionamento faz-se com base na
amostra (10.2) e com o auxilio do coeficiente denotado por 7, , e calculado por uma das férmulas
apresenatadas abaixo:
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(vocé pode usar qualquer uma das duas expressoes; geralmente, a segunda delas é a mais usada
pois ela despensa o célculo intermediario de x; — T e de y; — 7).

O procedimento que emprega 7, , no teste da relagao (10.4) baséia-se em dois pilares. O pri-
meiro deles é o fato que afirma que 7., é uma estimativa para o(X,Y’), coeficiente de corelagao
linear entre X e Y, enquanto que o segundo pilar esta construido de algumas propriedades de
o(X,Y). Antes de falar sobre tais propriedades, vale eu notar que o fato supramencionado
sobre a estimagao de o(X,Y’) por r,, motivou o nome para 7,,; 0 nome é o coeficiente de
correlagao linear amostral. Observo que o termo “amostral” assinala a relacao de 7., com a
amostra que adveio da variaveis aleatérias X e Y. E ja que amostras denotam-se por letras
minusculas, entao o indice de r, , escreve-se em letras mindsculas. No contrario dessa notacao,
a coeficiente o(X,Y) usa letras maitsculas o que é natural pois esse coeficiente concerna as
variaveis aleatorias . Vale ainda eu mencionar que as vezes acrescenta-se a palavra “de Pear-
son” tanto ao nome de r,, quanto ao de o(X,Y). Tal acrescimo deve-se ao fato que foi Karl
Pearson (1857-1936) quem destacou esses coeficientes do grande grupo de diversas medidas de
dependéncia, e estudou-os.

Conforme dito acima, o(X,Y’) desempenha um papel importante no teste estatistico sobre
a validade da relacao linear entre duas variaveis aleatorias . Por isso, é importante conhecer as
férmulas de célculo de o(X,Y): O passo intermedidrio é o calculo da covaridncia entre X e Y:

Cov(X,Y) = E{(X — E[X]) x (Y — E[Y))} = E[X xY] — E[X]x E[Y]  (10.6)

Voce pode usar qualquer uma das expressoes, mas parece-me que a segunda delas é menos traba-
lhosa computacionalmente. Compensa detalhar ela: os valores de IE[X]| e de IE[Y] calculam-se
a partir das distribuicoes marginais de X e de Y, enquanto que

E[X xY] = Z p(zi, Yj) Ty, (10.7)
i=1,...k
J=Lol
onde xq,...,x sao todos os valores que X pode assumir, £ em numero, onde yi,..., ¥y, Sa0
todos os valores que Y pode assumir, ¢, em numero, e onde p(x;,y;) = P[X = z;, Y = y;] (ndo
é para confundir os valores de X e Y com amostra de (X,Y)). E, finalmente,

Cov(X,Y)

&Y = R v

(10.8)

Prosseguimos com a lista das propriedades de o(X,Y) que nds interessam na perspectiva
da construcao e execucao do teste da presenca do Modelo de Regressao Linear Simples:

(i) o(X,Y) =1seesomentese Y =a+bX eb>0;eo(X,Y) = —1seesomentese Y = a+bX
e b < 0; observe que em ambos os casos o ruido esta ausente;

(ii) se X e Y satisfazem ao Modelo de Regressao Linear Simples (10.4) entao o(X,Y’) esta
estritamente entre —1 e 1; quanto maior o ruido &£, mais longe de 1 esta [o(X,Y)] (a
grandeza do ruido mede-se por Var[£]);

(iii) se X e Y sao variaveis aleatérias independentes, entao o(X,Y) = 0; a reciproca, porém,
nao ¢ valida: se o(X,Y) = 0 entdo X e Y podem ser dependentes;

(iv) seja 6 um valor fixado antemao que estd estritamente entre —1 e 1; ent@o existe varidveis
aleatérias V e W e uma relagao deterministica (tipo W = V?) tais que o(V, W) = 6;
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(v) seja € um valor fixado antemao que esta estritamente entre —1 e 1; entao existe varidveis
aleatérias V e W e uma relagao deterministica com ruido (tipo W = V2 + £) tais que
o(V,W) =10.

Tudo que formulamos até o momento, pondo junto, justifica as regras (a)—(d) abaixo que
regulamentam o uso de 7, , na identificacao da dependéncia via Regressao Linear Simples, assim
como o emprego dos coeficientes o e 5. Antes de formular as regras, é precisa avisar que |1, |
nao pode ser maior que 1 para qualquer que seja conjunto (10.2).

(a) Se 75, = 1 entao todos os pontos de (10.2) “deitam” numa reta cujo coeficiente angular é
positivo; se 7, = 1 entao todos os pontos de (10.2) “deitam” numa reta cujo coeficiente
angular é negativo; tais casos ocorrem raramente e por isso aqui nao nés interessam.

(b) Se 7., estd proximo ao 1 ou ao —1 ent@o pode-se acreditar que a amostra (10.2) adveio
de X e Y que satisfazem ao Modelo de Regressao Linear Simples (10.4) e que o ruido £
desse modelo é pequeno; ainda mais, o sinal de 7., coincide com o sinal de 3 da reta dos
Minimos Quadrados. Infelizmente, os itens (iv) e (v) da lista de propriedades de o(X,Y)
mostram que além da crenca supraformulada podem existir outras crencas que sugerem
que a dependéncia entre X e Y pode ser nao linear. Existem métodos estatisticos que
permitem identificar a verdadeira dependéncia com bom grau de precisao, mas tudo isso
fica fora do ambito do presente texto. Portanto, no texto sera aceita a crenga que aponta
ao Modelo de Regessao Linear Simples. Essa aceitacao faz sentido também do ponto de
vista pratica pois a dependéncia linear ¢ a aproximacao de primeira ordem para qualquer
dependéncia mais complexa, e essa aproximacao ja é capaz de mostrar a tendéncia da
dependéncia, isto é, mostrar se os valores de Y aumentam-se com o auamento dos valores
de X, ou se, pelo contrario, diminuem-se Em muitos estudos praticos, o descobrimento
da tendéncia ja é um resultado significativo e ttil.

(c) Se 7y, estd proximo ao zero, ha indicacdo de que X e Y sao independentes. Mas, de acordo
com (iii), é sé6 uma indicacao, e para confirmar a independéncia é precisa usar métodos
especificos que nao estao ensinados nesse curso.

(d) Faltou falar sobre o caso que complementa aos casos (a), (b), (c), isto é, o caso quando
T4,y NA0 estd nem perto de zero, nem perto de 1 nem de —1. Qualquer de tais valores de
4y Dode ser gerado por qualquer uma das trés seguintes relacoes entre X e Y: (i) X e Y
satisfazem ao Modelo de Regressao Linear Simples (10.4) mas o ruido &€ é grande, (ii) X e
Y estao em relagao nao linear e com ruido grande, (iii) X e Y estdo em relagao nao linear
bem complexa e com ruido possivelmente pequeno. O estudo da terceira das relagoes
exige um conhecimento da Estatistica que vai muito além dos limites do presente curso.
A segunda relacao também nao sera estudada em detalhes em nosso curso. Entao, ja
que a unica ferramenta da area ensinada no presente texto é o ajuste da reta de minimos
quadrados, entao a divida ¢ se ela ¢ aplicavel no presente caso do valor de r ,. A resposta
é clara: A reta de minimos quadrados existe para qualquer conjunto de pontos (10.2),
ja que para qualquer conjunto de tais pontos é possivel calcular os valores de a e de f3.
A questao principal é o que essa reta nés diz sobre X e Y. A resposta também é clara:
Se X e Y satisfazem ao Modelo de Regressao Linear Simples entao a e b do modelo sao
estimados por, respectivamente, o e 3. Entretanto, o valor de r,, mostra que o ruido da
relacao linear entre X e Y é grande e isso faz com que a precisao da estimagao pode ser
muito, muito ruim. J4 se X e Y nao satisfazem ao Modelo de Regressao Linear Simples
entao a reta ajustada y = a+ Sx pode ser interpretada como a estimativa — possivlemente
nao muito precisa — para a reta y = a + bx que expressa a tendéncia principal da relagao
entre X e Y.
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Falta s6 eu comentar sobre a quantificagdo do conceito “|r,,| estd perto/longe de 1”. Aqui
nao ha uma regra aceita por todos. Consequentemente, os exercicios e as provas do curso nao
tocam nesse assunto; suas questoes pedirao simplesmente calcular 7, , e, em seguida, ajustar a
reta de minimos quadrados; as vezes, pedira-se-4 também interpretar os coeficientes « e 3 dessa
reta. Quanto a quantificacao, eu me lembro da frase “as experiéncias dos estatisticos mostram
que o valor de |r,,| maior que 0,8 ja pode ser considerado préximo ao 1”. Entretanto, na
minha experiéncia, eu vi que valores de |r,,| na faixa de 0,6 ja sdo acompanhados por uma
boa estimativa dos coeficientes a e b por, respectivamente, o e. Em relacao dessa discussao,
é curioso mencionar que Dr. Jordan Peterson' ao falar de conclusdes baseadas em dados da
area de sociologia, disse que o valor 0,2 para |r,,| ja é suficiente para afirmar que as varidveis
em estudo satisfazem ao Modelo de Regressao Linear Simples é consequentemente aproveitar
do modelo para deduzir conclusoes. Ainda mais, segundo as palavras de Peterson, quando
|72yl = 0,5, j& tem-se uma “tremenda prova” de associac@o entre as varidveis. A citagdo
da fala de Peterson indica que nossa expectativa acerca da capacidade indicativa de |r,,|
depende muito da magnitude do erro envolvido nos dados estudados. Na area da Sociologia,
as “medigOes” sao propensos ao ruido muito grande, e é por isso que os requisitos sobre |r, |
foram relaxados.

!Dr. Jordan B. Peterson is a professor of psychology at the University of Toronto, a clinical psychologist
and the author of the multi-million copy bestseller “12 Rules for Life: An Antidote to Chaos”.



