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9.1 Principio de maxima verossimilhanca

Um dos pilares de construcao de testes de hipdteses é o principio chamado maxima verossimi-
lhanga. Ele estard apresentado por meio de sua aplicagao a situacao descrita no Exemplo 61.

+ Exemplo 61. Seu professor pegou um dado equilibrado e uma moeda honesta de R$ 1, nas
cujas faces escreveu 1 e 2, e avisou que pretende escolher um destes objetos, lancar e anunciar
o resultado; sua tarefa é adivinhar o objeto lancado.

> Para atender aos puristas que exigem — com razao — o rigor em defini¢oes e discussoes, devo
completar o enunciado assim: o professor primeiramente lancard uma moeda honesta de 10
centavos para definir se, posteriormente, ird lancar o dado ou a moeda cujas faces tem escrito 1
e 2; digamos, a “cara” na moeda de 10 centavos acarreta o langamento do dado e a “coroa” o da
moeda. E ébvio que o resultado do lancamento da moeda de 10 centavos nao sera revelado, pois
se fosse, saberiam o objeto lancado pelo professor em seguida. Essa moeda auxiliar é necessaria
para expungir do escopo de nossa analise as estratégias de adivinhacdo que raciocinam da
seguinte maneira: “Acredito que o professor tem preferéncia pessoal pelo dado, e portanto
sempre lancard o dado, e, consequentemente, “foi o dado” serd sempre a minha resposta.”

Suponha que o nimero anunciado foi 3. Neste caso, vocé responderia que, sem divida, o
objeto lancado era o dado. Certamente, sua resposta adveio do seguinte raciocinio:

* probabilidade de obter 3 ao lancar a moeda é nula, logo é improvavel que a moeda

A babilidade de obter 3 1 da ¢é nula, 1 8 i ivel d
que foi langada. Por outro lado, a probabilidade de obter 3 ao lancar o dado nao é nula.
Concluindo, minha resposta é que é o dado que foi lancado.

Suponha agora que o nimero anunciado foi 2. Neste caso, o raciocinio do tipo de (%) nao
funciona, pois tanto moeda quanto a dado podem dar 2 com probabilidades nao nulas. Mas ja
que voce ¢é obrigado a escolher sé um dos objetos, vocé pensa assim:

(xx) A probabilidade de obter 2 ao langar a moeda é 1/2; enquanto que a probabilidade de
obter 2 ao langar o dado é 1/6. Logo, é mais provéavel que a moeda tenha sido langada.
Vou alinhar minha adivinhacao com aquilo que for mais provavel. Concluindo, minha
resposta é que é a moeda que foi lancada.

Os pensamentos marcado por (%) e (#*), com os quais sua intuigdo certamente concorda,
sao exemplos de aplicacao daquilo que na Teoria de Probabilidade e Estatistica chama-se por
principio de maxima verossimilhanga. Meu objetivo agora é expressar (%) e (x*) da forma que
¢ a mais proxima a formulacao candnica do principio de maxima verossimilhanca. Isso vai lhe
permitir uma plena compreencao do principio.

Para a expressao formal dos raciocinios (%) e (%), é precisa das notagoes que serao intro-
duzidas abaixo.

O primeiro dos dois conjuntos de conceitos e notagoes das quais precisaremos, corresponde
a visao ao experimento aleatério antes dele acontecer. Especificamente falando, vamos nés
posicionar na linha de tempo antes do momento no qual o professor executa seu experimento
aleatorio. Desse ponto de vista, o nimero que o professor anunciard é uma variavel aleatoria.
Denotamos essa por X. A partir da descricao do experimento aleatério, possuimos a seguinte
informagcao sobre a distribuicao de X:




CAPITULO 9. TESTE DE HIPOTESES 307

Lo PIX=a]]
1 1/6
2 1/6
3 1/6
4 1/6
5 1/6
6 1/6
A distribuicao de X caso for lancado o dado.
[z [ PIX =4
1 1/2
Lz [ PIX=a]| 2| 172
1 1/2 3 0
2 1/2 4 0
5 0
6 0

A distribuicao de X caso for lancado a moeda esta na tabela a esquerda. Essa mesma
distribuicao esta apresentada na tabela a direita da menira que facilitara a exposicao dos
futuros argumentos.

Agora vamos nos posicional apds o experimento e vamos definir certos conceitos e notagao
vistos dessa perspectiva. Denotamos por x.,s 0 nimero que o professor anunciou. O nome
tradicional dele é observagao, termo que explica as letras “obs” usados no seu indice.

> Observe: x,s denota o que foi observado e anunciado pelo professor, enquanto que z foi usado
nas tabelas de distribuicao para denotar o valor que pode ser observado.

Recorde que voce precisa escolher entre duas alternativas: “foi lancado dado” e “foi langada
moeda”. Estas sao chamadas de hipéteses. Para serem distinguidas entre si, uma sera cha-
mada hipdtese nula e denotada suscintamente por H, e a outra hipétese alternativa com
a notagao A. No presente exemplo, a atribuicao dos nomes é livre e nao altera em nada nem o
raciocinio nem o resultado da aplicacao do mesmo. Seja essa atribuicao assim:

H: “foi lancado dado”
A: “ foi lancada moeda”.

> A regra rigida sobre quem deve ser chamado de “nula” e quem de “alternativa” comeca valer —
e deve ser obbedecida — nos casos quando pelo menos uma das hipdteses nao for precisa. Isso
serd discutido nas segoes posteriores.

Com as notagoes introduzidas, vamos agora a formalizagao das solugoes (x) e (xx). Realgo
que eu nao pretendo alterar o raciocinio intuitivo emregado em (x) e (x%); sé vou as reformular
usando termos e notacoes que sao mais genéricos e mais matematicos.

No caso quando o professor anunciou “deu 3”7, tem-se z,s = 3 € 0 argumento () adquire a
seguinte formalizacao (as probabilidades abaixo adveiam das tabelas de distribuicao de X que
foram construidas acima):

Aceitamos aquela das hipoteses que
(%) se H for verdade, entdo IP [X = x| = 1/6 } acarreta a maior probabilidade. Como
se A for verdade, entdo IP [X = zs) =0 1/6 > 0, aceita-se H, quer dizer,
conclui-se que foi lancado o dado.
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Eu devo acrescentar que a frase “se H for verdade, entdo IP [X = x5 = 1/6” pode ser dita
da seguinte maneira: “dado que aconteceu H, tem-se que IP[X = xus] = 1/6”. A palavra
“dado” da ultima frase indica que a probabilidade nela contida pode ser vista como proba-
bilidade condicional. A Teoria Estatistica adota tal visao e re-escreve toda a frase assim:
“IP [X = Xobs | H } = 1/6". Eu nao gosto dela pois o uso dos simbolos da probabilidade condi-
cional nao é mais esclarecidor em comparacao com as duas primeiras maneiras, mas confunde
as cabecas daqueles alunos que nao se sentem firmes com os conceitos ligados a probabilidade
condicional. Entretanto, a escrita “coinfundadora” existe e esta sendo usada amplamente. Eis
como aparece o argumento acima com o usa daquela escrita:

Aceitamos aquela das hipdteses que
H } =1/6 acarreta a maior probabilidade. Como
A} =0 } 1/6 > 0, aceita-se H, quer dizer,

conclui-se que foi lancado o dado.

P [X = Tobs
(*) P[X:mobs

No caso quando o professor anunciou “deu 2”7, tem-se s = 2, 0 argumento (kx) adquire
a formalizagao apresentada abaixo. Recorde que as probabilidades nela usadas adveiam doas
tabelas de didtribuicao de X construidas acima. Nesta formalizacao, eu uso a notacao de
probabilidade condicional com o ituito de acostumar meu leitor com a mesma.

Aceitamos aquela das hipdteses que

H ] =1/6 acarreta a maior probabilidade. Ja

A} =1/2 } que 1/6 < 1/2, aceita-se A, quer dizer,
conclui-se que foi lancada a moeda.

P [X = Zobs
() (X = T

A partir das formalizagdes de nosso raciocinio intuitivo (*), (x*) podemos conlcuir que a
intuicao seguiu a seguinte regra:

PMYV: escolher aquela das hipdteses, que da a maior probabilidade ao acontecimento que
acarretaria o valor observado.

Tal regra chama-se principio ou lei de maxima verossimilhanga. Espero que o presente
exemplo exemplificou todos os termos usados na formulacao do PMV. Sé falta-me acrescentar

que o embasamento do PMV ¢ a pura intuicao. Fim do Exemplo 611




II.

CAPITULO 9. TESTE DE HIPOTESES 309

9.2 Um exemplo com duas hipdteses precisas

Um buffet infantil disponibilizou uma piscina de bolinhas para criancas e contratou uma em-
presa para fornecer as bolinhas brancas e pretas que preencheriam a piscina. Aconteceu um
desentendimento: o administrador do buffet alega que a proporc¢ao de bolinhas pretas na piscina
é de apenas 0, 30, enquanto que o fornecedor das bolinhas acredita que tal proporcao é 0,40. O
desentendimento afeta o pagamento ao fornecedor, pois as bolinhas pretas sdo mais caras (para
que a cor nao desbote com a agao do sol, usa-se um pigmento caro para a coloragao).

O desentendimento surgiu devido ao seguinte: o fornecedor contou que dentro das 100 caixas
de bolinhas carregadas no caminhao de entrega haviam 40 com bolas pretas, enquanto que ao
fiscalizar o descarregamento do caminhao, o administrador do buffet anotou que haviam 30 de
tais caixas.

Um dos dois errou na contagem de caixas, mas nenhum dos dois quer recontar todas as
bolinhas ja que essas foram despejadas das caixas a piscina e misturadas.

Para solucionar o conflito, os dois lados concordaram em proferir o seguinte procedimento

o  escolher aleatoreamente 30 bolinhas, uma apds outra, com reposigao
(quer dizer, devolver cada bolinha escolhida a piscina antes de prosseguir (9.1)
para a préxima escolha);

o  caso a quantidade de bolinhas pretas dentro das escolhidas for 10 ou menos,
quer dizer, caso tal quantidade for do conjunto de valores {0, 1,...,9,10}
tomar-se-4 a decisao que sao 30% de bolinhas pretas na piscina, mas (9.2)
caso contrario, isto é, caso tal quantidade for 11 ou mais,
quer dizer, caso tal quantidade for do conjunto de valores {11,12,...,29,30}

a decis@o serd que sao 40% das bolinhas pretas na piscina.

Esse procedimentos sera analisado por nos abaixo. Na nossa andlise, vamos usar a nomenclatura
da Teoria Estatistica: o procedimento (9.1)—(9.2) chamar-se-& procedimento de teste de
hipé6teses enquanto que sua parte (9.2) chamar-se-4 regra de decisao.

A leitura da Parte II é opcional. Nesta parte, eu revelo os motivos que guiaram o adminis-
trador e o fornecedor a elaborar a regra de decisao (9.1)—(9.2). Acontece que para vocé, meu
leitor, tais motivos sao irrelevantes, pois seu objetivo é aprender a abordagem candnica para
a construcao de regras de decisao em testes de hipdteses que sera lhe apresentada a partir da
Parte III da presente secao. E claro que a abordagem canonica basea-se no bom senso e que
por isso que tem pontos em comum com raciocinios de pessoas sensatas, do tipo daquele que
foi usado pelos administrador e fornecedor. Mas penetrar em tais raciocinios nao lhe ajudara
em nada naquilo que tem a ver com sua aprendizagem da abordagem canodnica.

> O administrador e o fornecedor partem para a construgao de Regra de Decisao da crenca comum
de que a proporcao amostral é uma boa aproximacao para a proporc¢ao populacional. Portanto,
pensam eles, se obtivermos 9 bolas pretas dentro da amostra de 30 bolas, entdo a proporgao
amostral fica em 9/30 = 0, 3, e, consequentemente, poderemos decidir que a proporgao populaci-
onal é 30%. J& se obtivermos 12, entao a proporc¢ao amostral fica em 12/30 = 0,4, e poderemos
decidir que a proporcao populacional é 40%.

Entretanto, com a regra agora construida ndo podemos simplesmente partir para a amostragem,
pois o nimero de bolinhas pretas na amostra poderd ser diferente de 9 ou 12. O que faremos
se observarmos valores diferentes de 9 ou 127 O bom senso sugere que ao observar um nimero
menor que 9 bolinhas pretas na amostra deve-se concluir que a propor¢ao populacional de bolas
pretas é 30%, e se observarmos um numero maior que 12 deve-se concluir que esta proporcao
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é 40%. E nesta devo concordar com eles, pois o bom senso comum funciona nesse caso de
acordo com o Principio de Maxima Verossimilhanca. O funcionamente puro desse principio serd
apresentado na Parte III. No momento sé posso dizer que tanto o administrados e o fornecedor
quanto o Principio raciocinam assim: a probabilidade de observar qualquer ntimero menor que
9 é maior sob a hipétese de que a proprocao populacional de bolas pretas é 30% do que sob a
hipétese de que ela é 40%, e portanto, quando o nimero de bolas pretas na amostra for menor
que 9, devemos concluir que a proporcao populacional é 30%. Da manheira similar deduz-se
a regra de que o nimero de bolas pretas na amostra maior que 12 indica que a proporgao
populacional de bolas pretas na piscina é 40%.

Acontece que sobraram os valores 10 e 11. O que fazer com estes segue-se também do bom
senso: dividir igualitariamente entre as duas afirmagoes concorentes usando o principio intuitivo
de proximidade: 10 indicara 30% e 11 indicard 40%. No presente caso, tal divisdo parece ser
justa para as pessoas envolvidas, e, ainda mais, nossa posterior andlise dessa divisao mostrara
que a mesma pode ser justificada pelo Principio de Maxima Verossimilhanga. Entretanto, o
mesmo bom senso estaria confuso caso o tamanho de amostra fosse 300 e nao 30, e caso ele
precisasse dividir os valores que ficam entre 90 e 120. A duvida serd que a divisdo igualitaria
por tamanhos pode nao significar a divisdo igualitdria de chances. A duvida pode ser vista
pelas lentes da Anaélise das Probabilidades de Acertos e Erros que serd construida na presnete
secao. A sofisticagao dessa construcao indica que o bom senso nao resolveria a duvida sem forte
amparo de teoria.

Comegaremos agora o andlise do procedimento (9.1)—(9.2). Para que vocé, meu leitor, tenha
idéia da meta do analise, imagine como se o administrador do buffet e o fornecedor de bolas
desconfiassem da sugestao e viessem para pedir ajuda: “O procedimento é correto? E justo?
Podemos aceita-lo ou devemos procurar por algo melhor?” Saiba, entretanto, que o objetivo
real por tras disso é exemplificar os idéias basicas do procedimento de teste de hipdteses.

> Vale eu avisa-lhe que existem mais que uma maneira de raciocinio que possa ser aplicada a
situacao acima descrita e resolver a discordancia entre duas afirmacgoes. Qualquer um de tais
raciocinios pode ser chamado por Teste de Hipdteses para Proporcao. Entretanto, nds vamos
reservar esse termo somente para o procedimento a ser ensinado no presente capitulo.

E muito importante identificar o parametro sobre cujo valor ocorre o desentendimento/dis-
crepancia de opinioes. No presente caso ele é a proporcao de bolas pretas na piscina. E til
dar a notacao para esse parametro, pois ele aparecerd em diversos lugares de nossa analise a
vir. Entao,

denotamos por p a proporgao de bolas pretas na populagao (piscina) (9.3)

Todo o resto de nossa analise serd feita a partir da posicao de antes da retirada de amostra.
O primeiro passo ¢ identificar a quantia a ser usada na regra de decisao. No presente caso
tal quantia é a quantidade de bolas pretas a ser vista na amostra de tamanho 30. Na nossa
visao atual, ela é uma variavel aleatoria. Vamos denota-la por X. Nesse mesmo passo, tenta-se
identificar tudo o possivel sobre a distribuicao de X. No presente caso, sabemos (a partir de
nosso conhecimento das propriedades da Distribui¢ao Binomial) que

X ~ Bin(30,p)
isto ¢, a quantidade de bolas pretas a serem vistas na amostra (9.4)
de tamanho 30 tem a distribuigao binomial Bin(30; p)

> Seria errado se vocé pensasse que nosso achado sobre a distribuicdo de X nao serve para nada
pelo fato de depender de parametro desconhecido p. Muito pelo contrario: o objetivo é expressar
tudo que possivel em dependéncia de p. O por qué isso é 1til, vocé vai descobrir dos préximos
passos de nossa analise.
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O segundo passo da analise do procedimento de teste de hipdteses, identificam-se as hipdteses.
Por hipéteses chamamos as afirmag6es/opinides confrontantes ou concorrentes da situa¢ao ana-
lisada. No presente caso, o confronto estd claramente entre as opinioes do administrador de
buffet e do fornecedor de bolinhas. Uma opiniao diz “p = 0,3” e outra “p = 0,4”. Essa iden-
tificagao é suficiente para nosso caso, mas ja que o objetivo final da presente apresentacao é
exemplificar o método genérico, entao eu vou ter que tratar as opinioes identificadas de acordo
com a procedimento canonico de teste de hipdteses, e tal procedimento manda distribuir entre
as opinioes os nomes hipotese nula e hipétese alternativa e usar as notacoes, respectiva-
mente, H e A ou Hy e H,. A distribuicdo de nomes é importante em geral, mas nao para o
presente caso. Agora, podemos fazer ela de qualquer maneira. Seja entao a distribuicao de
nomes assim:

H(a hipé6tes nula = a afirmagao do adiminstrador) : p = 0,3 (9.5)
A(a hipdtese alternativa = a afirmagao do fornecedor) : p = 0,4 '

O terceiro passo é descobrir a distribuicao da quantia denotada acima por X em duas
situacoes hipotéticas diferentes: uma delas é quando a hipdtese nula é valida e a outra —
quando a hipdtese alternativa. A execucao é facil. No caso da hipdtese nula, se assumirmos
que ela é correta, entao, de acordo com a afirmacao da mesma, p = 0, 3. Isso implica no que X
tenha a distribui¢ao Bin(30;0,3). Os valores dessa distribui¢ao estao apresentados no desenho
de cima da Figura 9.1.

Rrgp\abilidade
0.1
0,05

M | | | | 1 V&lOI‘
0 10 20 30
Rr(%lgabilidade
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0,05 | |

.I |
1

0 10 20 30 V"

Figura 9.1: Distribuicoes de Bin(30;0,3) (acima) e de Bin(30;0,4) (abaixo). As distribuigdes estao
apresentadas por suas funcoes-probabilidade: a altura de cada “palito” corresponde a probabilidade
de assumir o valor no qual o palito estd fincado.

Continuamos ainda no nosso terceiro passo. Agora vamos assumir que a hipotese alternativa
estd correta. Isso significa que p = 0,4, e, consequentemente, X tem a distribuicao Bin(30;0,4).
Os valores dessa distribuigao estao apresentados no desenho de baixo da Figura 9.1.

As duas distribuigoes foram alinhadas na Figura 9.1 com o intuito de visualizar os seguintes
fatos:

para qualquer z € {0,1,...,9,10}, tem-se que

IP[X = z] é maior para X ~ Bin(30;0,3) de que para X ~ Bin(30;0,4);
para qualquer z € {11,12...,29,30}, tem-se que

IP[X = x] é maior para X ~ Bin(30;0,4) de que para X ~ Bin(30;0, 3)

Esses dois fatos podem ser re-escritos na forma apresentada em (9.6) abaixo. A re-escrita
expressa por meio da notagao de probabilidade condicional os fatos que X tem distribuicao
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Bin(30;0,3) quando a hipétese H for verdade, e tem a distribuigao Bin(30;0,4) quando a
hipétese A for verdade.

P|\X=x|H| > IP|X =x|A|,para qualquer x € {0,1,...,9,10},

P [X =x|H| < IP|X =z |A|,para qualquer x € {11,12,...,29,30},

(recordando que H alega que p = 0,3 e acarreta que X ~ Bin(30;0, 3), enquanto que
A alega que p = 0,4 e acarreta que X ~ Bin(30;0,4)

(9.6)
Segue-se imediatamente das relagoes (9.6) — via a aplicacao direta do Principio de Méxima
Verossimilhaca (explicado na Segao 9.1) — que a escolha entre H e A com base no x.s, 0
nimero de bolas pretas na amostra de tamanho 30, deve segir a seguinte regra: se X, for
um dos valores de {0,1,...,9,10} deve-se aceitar H, enquanto que se s for um dos valores
de {11,12,...,29,30} deve-se aceitar A. Tal regra é exatamente a regra (9.1)—(9.2) acordada
entre o fornecedor de bolinhas e o administrador de buffet. Concluindo, podemos responder
aos dois que sua regra é boa pois pode ser justificada pelo um dos principios canonizados da
Teoria Estataistica.

Mas isto nao é o final de minha anédlise da situacao que envolveu o administrador e o
fornecedor, pois nao é sempre que o Principio de Maxima Verossimilhanca consegue definir a
regra de decisao, assim como aconteceu nesta situacao. A abordagem genérica emprega também
a analise das probabilidade de acertos e erros. Todo isso serd explicado em seguida.

Estamos entao ainda na analise do exemplo sobre a piscina de bolinhas, e o objetivo atual é
mostrar a aplicacao do procedimento canonico de Teste de Hipdteses que mistura o Principio de
Maxima Verossimilhanga, ja apresentado, com a Anélise das Probabilidade de Acertos e Erros,
que ainda sera apresentado.

Na primeira etapa de procedimento, eu aproveito a analise feita acima para concluir que
a quantidade de bolas pretas na amostra (que foi denotada pela varidvel aleatéria X) assume
valores pequenos com probabilidades maiores quando a hipotese H é valida, e, por outro lado,
assume valores grandes com probabilidade maiores quando a hipétese A é valida. Tal conclusao
é a leitura “livre” da relagao (9.6) deduzida acima rigorosamente. Isto me permite sugerir que
seja aceita a hipotese H caso X mostrar valor pequeno, mas que seja aceita A caso for grande.
E, por fim, eu sugiro a divisao entre valores pequenos e grandes seja assim: ha um inteiro, que
estd denotado por £ e cujo valor sera definido em breve, que separa pequenos dos grandes de
acordo com o desenho abaixo:

{0,1,....0—1} {0, 0+1,...,30} (9.7)

vV Vv
valores pequenos  valores grandes

Antes de prosseguir com a definicao do valor de ¢, gostaria de chamar a atencao de meu
leitor & diferenca entre a presente abordagem e a que descrevemos acima na Parte III. Na
abordagem acima, comparavamos IP[X = z | H] com IP[X = z | A] para cada valor = entre 0
e 30, e dependendo do resultado de comparacao, declavamos se = ia acarretar a aceitacao de
H ou de A. Tal abordagem era a aplicacao direta do Principio de Maxima Verossimilhanca,
e volto a ressaltar que o principio aplicava-se a cada valor de z. J4 na presente abordagem,
o Principio de Maxima Verossimilhanca estd empregado somente para determinar que valores
pequenos devem levar a aceitacao de H, enquanto que valores grandes devem levar a aceitacao
de A. Quanto ao limiar ¢ que separa pequenos de grandes, ele serd definido pela Analise das
Probabilidade de Acertos e Erros o que faremos a partir do paragrafo seguinte.

Atencao! Neste exato momento entra em cena a ideia em cima da qual serd construido a
Analise das Probabilidades de Acertos e Erros. A idéia é que a Regra de Decisao pode acertar
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A Regra de Decisao decide que
a hipétese H é verdade ‘ a hipotese A é verdade

A verdade estd com acertou errou
a hipotese H

A verdade estd com errou acertou
a hipotese A

Figura 9.2: A tabela de todos os possiveis acertos e erros de Regra de Decisao.

e errar, e que sao um erro e um acerto para cada realidade virtual correspondente a cada uma
de duas hipdteses. A tabela da Figura 9.2 esclarece por definitivo essa idéia.

Vamos ao célculo das probabilidades de acertos e erros definidos pela tabela da Figura 9.2.
Faremos isso para diversos valores de £, e depois, ao analisar as probabilidades, escolheremos
o melhor valor para ¢. (O critério para “o melhor” estard formulado como “O motivo para
aceitar RC = {11,12,...,30}” que serd formulado perto do final da presnete Parte IV.)

Os célculos a ser apresentados abaixo incorporarao em suas passagens um novo conceito.
E tal de “Regiao Critica”. Este conceito é inseparavel de toda a teoria de Teste de Hipdteses.
Por isto, quanto mais cedo eu introduzo ele na minha apresentacao, mais tempo tera meu leitor
para se acostumar com ele. Regiao Critica é o nome para o conjunto de valores para os quais
a hipdtese nula sera rejeitada. Por exemplo, se no acordo (9.1)—(9.2) entre o fornecedor e o
administrador tomarmos a afirmagdo do administrador (que é que p = 0,3) como a hipétese
nula, entao a correspondente Regiao Critica sera {11,12,...,29,30}. Vale observar que a Regiao
Critica vincula-se a hipotese nula. Tanto é que se, por exemplo, no mesmo acordo (9.1)—(9.2)
a gente chamar de hipétese nula a afirmacao do fornecedor (que é que p = 0,4) entao a Regido
Critica torma a ser {0, 1,...,9,10}. Tal camaleaocidade incomoda e muito. Por mim, o termo
alternativo melhor seria “a regiao de rejecao da hipotese nula”. Mas este, infelizmente, nao é o
termo padrao na Teoria Estatistica.

Nosso primeiro calculo das probabilidades para acertos e erros sera feito agora para £ = 11,
quer dizer para o caso no qual a regiao de rejeicao da hipdtese nula (que é que p = 0,3) é
RC ={11,12,...,29,30}.

(a) Se H for a verdade, entao X ~ Bin(30;0,3), e a Regra de Decisao acerta em H caso o
valor de X estar no conjunto {0,1,...,9,10}, o que acontece com a probabilidade

P[X €{0,1,...,9,10}], onde X ~ Bin(30;0,3), (9.8)

cujo valor numérico é (com o uso da Tabela da Distribuigao de Bin(30;0,3) apresentada
na Figura 9.3) 0,73.

(b) Se H for a verdade, entao X ~ Bin(30;0,3), e a Regra de Decisao erra, ao apontar em A
como a verdade, caso o valor de X estar no conjunto {11,12,...,29,30}, o que acontece
com a probabilidade

P X e {11,12,...,29,30}], onde X ~ Bin(30;0,3), (9.9)

cujo valor numérico é (com o uso da Tabela da Distribui¢ao de Bin(30;0, 3) apresentada
na Figura 9.3) 0, 27.
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k || IP[X = k| para | IP[X = k] para | IP[X = k] para IP[X = k] para
X ~ Bin(30;0,3) | X ~ Bin(30;0,4) | X ~ Bin(20;0,3) X ~ Bin(20;0,4)

0 0.000023 0.00000022 0.00079792266297612 | 0.0000365615844

1 0.0003 0.0000044 0.00683933711122388 | 0.0004874877920

2 0.0018 0.0000427 0.02784587252426865 | 0.0030874226827

3 || 0.0072 0.000265 0.07160367220526231 | 0.0123496907308

4 | 0.0208 0.0012 0.13042097437387065 | 0.0349907904041

) 0.0464 0.00415 0.17886305056987975 | 0.0746470195288

6 0.083 0.0115 0.19163898275344257 | 0.1244116992147

7 || 0.122 0.0263 0.16426198521723651 | 0.1658822656197

8 0.150 0.0505 0.11439673970486122 | 0.1797057877546

9 || 0.157 0.0823 0.06536956554563482 | 0.1597384780041

10 || 0.142 0.115 0.03081708090008504 | 0.1171415505363

11 |/ 0.110 0.139 0.01200665489613703 | 0.0709948791129

12 ]| 0.0749 0.147 0.00385928193090119 | 0.0354974395564

13 || 0.0444 0.136 0.00101783259716075 | 0.0145630521257

14 ]| 0.02312 0.110 0.00021810698510587 | 0.0048543507085

15 || 0.0106 0.0783 0.00003738976887529 | 0.0012944935222

16 || 0.00424 0.0489 0.00000500755833151 | 0.0002696861504

17 ]| 0.0015 0.0268 0.00000050496386536 | 0.0000423037098

18 || 0.00046 0.0129 0.00000003606884753 | 0.0000047004122

19 ]| 0.000125 0.00548 0.00000000162716605 | 0.0000003298534

20 [} 0.00003 0.001997 0.00000000003486784 | 0.0000000109951

21 || 0.000006 0.000634

22 || 0.000001 0.000173

23 || 0.00000016 0.000040

24 || 0.0+ 0.0+

25 || 0.0+ 0.0+

26 || 0.0+ 0.0+

27 || 0.0+ 0.04

28 || 0.04 0.0+

29 || 0.0+ 0.0+

30 || 0.0+ 0.0+

Figura 9.3: As distribui¢oes binomiais usadas nos célculos de probabilidades de acertos e erros da

Secao 9.2. As distribuigoes sao necessarias também para resolucao dos Exc. 142-145 e 148-150. A

notacao “0.0+” significa que o correspondente valor é estritamente maior que 0 mas que todos os

algarismos anteriores ao da casa decimal que queremos arredondar foram igual a 0.
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(c) Se A for a verdade, entao X ~ Bin(30;0,4), e a Regra de Decisao acerta em A caso o
valor de X estar no conjunto {11,12,...,29,30}, o que acontece com a probabilidade

P X e {11,12,...,29,30}], onde X ~ Bin(30;0,4), (9.10)

cujo valor numérico é (com o uso da Tabela da Distribuigao de Bin(30;0,4) apresentada
na Figura 9.3) 0, 71.

(c) Se A for a verdade, entao X ~ Bin(30;0,4), e a Regra de Decisao erra, ao apontar em H
como a verdade, caso o valor de X estar no conjunto {0,1,...,9,10}, o que acontece com
a probabilidade

P[X €{0,1,...,9,10}], onde X ~ Bin(30;0,4), (9.11)

cujo valor numérico é (com o uso da Tabela da Distribuigao de Bin(30;0,4) apresentada
na Figura 9.3) 0, 29.

Observacao: Os quem gosta de usar a notacao de probabilidade condicional, escreveria as ex-
pressoes (9.8), (9.9), (9.10) e (9.11) como, respectivamente, IP [X € {0,1,...,9,10} ‘ H],
P[X €{11,12,...,29,30} | H], IP [X € {11,12,...,29,30} | A] e
P[X €{0,1,...,9,10} | A].

Em seguida, vamos tornar nossa atencao as probabilidades para acertos e erros no caso
¢ = 10, quer dizer no caso quando a regiao de rejeigao da hipdtese nula (que é que p = 0, 3)
é RC = {10,11,12,...,29,30}. Fica 6bvio que os argumentos (a)-(c) aplicadas acima ao caso
¢ =11 aplicam-se também para o caso £ = 10 mas com as seguintes alteracoes dos conjuntos:

{0,1,...,9,10} para {0,1,...,9} e {11,12,...,29,30} para {10,11,...,29,30}

Em particular, quando H é verdade, a probabilidade de acerto diminui-se (pois na expressao
(9.8), o conjunto {0, 1,...,9,10} estd substituido pelo conjunto menor {0, 1,...,9}) e a proba-
bilidade de erro aumenta-se (pois na expressao (9.9), o conjunto {11,12,...,29,30} estd subs-
tituido pelo conjunto maior {10, 11,...,29,30}). Da maneira similhar, deduz-se que quando A
é verdade, a probabilidade de acerto aumenta-se e a probabilidade de erro diminui-se.

O argumento apresentado no paragrafo acima mostra que as mesmas tendéncias de aumento
e diminuigao se preservam se a gente diminui ¢ para baixo de 9 (veja a tabela na Figura 9.4).

Agora, diferentemente daquilo que fizemos em dois paragrafos acima onde diminuimos /¢,
vamos aumenar ¢ a partir de seu valor original 11 para 12. Em consequencia deste aumento, a
regiao de rejeicao da hipdtese nula (a que alega que p = 0,3) torna-se RC = {12,...,29,30}.
Vamos analisar a alteragao das probabilidades de acertos e erros. Assim como no caso conside-
rado anteriormente, fica claro que os argumentos (a)-(c) aplicam-se para o caso atual £ = 12,
mas que exigem as seguintes alteracoes de conjuntos

{0,1,...,9,10} para {0,1,...,10,11} e {11,12,...,29,30} para {12,13,...,29,30}

Tais alteracoes acarretas as seguintes mudancas: quando H é verdade, a probabilidade de
acerto aumenta-se (pois na expressao (9.8), o conjunto {0,1,...,9,10} estd substituido pleo
conjunto maior {0,1,...,10,11}) e a probabilidade de erro diminui-se (pois na expressao (9.9),
o conjunto {11,12,...,29,30} estd substituido pelo conjunto menor {12,13,...,29,30}). Da
maneira similhar, deduz-se que quando A é verdade, a probabilidade de acerto diminui-se e a
probabilidade de erro aumenta-se.
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A probabilidade da Regra de Decisao decidir que
a hipotese H | a hipotese A para a Regiao
é verdade é verdade Critica
aumenta-se | diminui-se diminui-se para {30}
A verdade 0,84 0,16 RC = {12,13,...,30}
estd com 0,73 0,27 RC = {11,12,...,30}
a hipétese 0,59 0,41 RC = {10,11,...,30}
H diminui-se | aumenta-se | aumenta-se para {0,...,30}
aumenta-se | diminui-se diminui-se para {30}
A verdade 0,57 0,43 RC = {12,13,...,30}
estd com 0,29 0,71 RC = {11,12,...,30}
a hipétese 0,17 0,83 RC ={10,11,...,30}
A diminui-se aumenta-se | aumenta-se para {0,...,30}

Figura 9.4: A tabela das probabilidades de acertos e erros.

O argumento apresentado no paragrafo acima mostra que as mesmas tendéncias de aumento
e diminuic@o se preservam se a gente aumenta ¢ para cima de 11 (veja a tabela na Figura 9.4).

A tabela das probabilidades de acertos e erros mostra que a Regra de Decisao mais equili-
brada ocorre quando a Regiao Critica for {11,12,...,30}, isto é, quando, com a quantidade de
bolinhas pretas na amostra entre 0 e 10, a Regra de Decisao decide que H ¢é verdade, e, com a
quantidade de bolinhas entre 11 e 30, a Regra de Decisao deide que A é verdade.

Eis o argumento porqué o administrador deve concordar com a Regiao Critica {11,12,...,30}.

O motivo para aceitar a RC = {11,12,...,30}: Vocé estd convencido que a verdade estd a seu
lado, quer dizer que a proporc¢ao de bolas pretas na piscina, p, € 0, 3, e portanto, voce deve
nao gostar nenhum pouco do fato que a regra de decisao pode decidir p = 0,4 embora o
verdadeiro valor de p é 0,3. Porém, entenda que o fornecedor pensa semelhantemente e
também nao gosta que a Regra de Decisao pode apontar no que p = 0, 3 embora, de acordo
com a convengao dele, p = 0,4. Entretanto, veja que com a RC = {11,12,...,30}, os
erros, vistos por vocé e pelo fornecedor, tém probabilidades quase iguais (conforme mostra
Figura 9.4), igualdade que nao acontece para nenhuma outra Regiao Critica (conforme
mostra a mesma figura).

E claro que por um raciocinio similar podemos convencer também o forncedor de que, para
resolver seu desentendimento com o administrador, ele deve aceitar a Regra de Decisao com a
Regiao Critica {11,12,...,30}.

Esta foi nossa justificativa para a regra (9.1)—(9.2). Recorde que amparar a regra era nosso
objetivo. O outro objetivo era exibir como isto pode ser feito via a Analise das Proba-
bilidades de Acertos e Erros. Espero que a exibicao também esclareceu plenamente a
esséncia desta andlise. Para aqueles que ainda tém duvidas a respeito, posso dizer que a andlise
constitui-se basicamente de duas etapas: identificar os caminhos pelos quais surgem acertos e
erros (no caso do presente exemplo, o resultado de tal identificagao foi a tabela da Figura 9.2),
e calcular as probabilidades de tais acertos e erros (no caso do presente exemplo, o resultado
de tal célculo foi a tabela da Figura 9.4)

Vamos agora imaginar que o administrador e o forncecdor foram executar o procedimento
de teste e que ao fazer amostra, contaram nela 10 bolas pretas. Vamos ver como fica o desfecho
de toda a historia.
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A regra decide: A proporcao populacional de bolas pretas na piscina é 0,3; isto é, p = 0, 3.
(Observe que a conclusdo “a proporgao populacional= 0,3” foi feita nao pelo fato da
proporcao amostral ser 10/30 = 0, 3, mas de acordo com a Regra de Decisao (9.1)-(9.2).)

O administrador fala para seu chefe: “Minha crenca de que p é 30% foi confirmada. Vamos
pagar para o fornecedor de acordo com a conta feita na base de crenga que a proporc¢ao
de bolas pretas na piscina é 30%.”

O fornecedor fala para seu chefe: “Foi decidio que p = 0, 3. Entretanto, isso nao garante que p
de fato é 0,3. A decisao foi emetida via execugao de uma regra, e a mesma possa errar nos
dois sentidos, conforme foi mostrado pelo estatistico na sua andlise da regra. Em outras
palavras, eu tenho direito de continuar com a minha crenca de que a quantidade de bolas
pretas na piscina é 40%. E que mesmo com p = 40% ha probabilidade de termos 10 ou
menos bolas pretas na amostra de tamanho 30. Por mim, é isso que aconteceu. Mas,
infelizmente, temos que honrar o acordo com o administrador, e vamos receber dinheiro
de acordo a conta feita na base de crenca que a proporcao de bolas pretas na piscina é
30%.”

O que um estatistico comentaria se fosse perguntado: “Honestamente falando, ninguém sabe
por certo se p (a proporgao de bolas pretas na piscina) é 30% ou 40%. E que deu 10 bolas
pretas na amostra de 30 bolas retiradas da piscina, e, de acordo com e Regra de Decisao
fixada antemao, decidimos que p é 30%. Esses 10 bolas pretas em 30 retiradas poderiam
aparecer tanto no caso p = 30% quanto no caso p = 40%.

Antes de encaminhar meu leitor as proximas secoes do presente capitulo, eu gostaria de
sugerir que estejam feitos os exercicios da Secao 9.11.1. Tais exercicios foram feitos para fixar
as ideias e métodos explcados na presente secao. Isto é importante para que possamos prosseguir
para as secoes seguintes nas quais discutiremos as situagoes mais geneéricas e mais préoximas a
realidade de que a situagao sobre piscina de bolihas discutida agora. Com o intuito de facilitar
a compreencao das situagao a serem discutidas, eu introduzi nos exercicios da Segao 9.11.1 o
conceito de nivel de significancia, pois o mesmo desempenha um papel importante na teoria
geral de teste de hipoteses. Eis a definicao:

O nivel de significancia ¢ a probabilidade de rejeitar a hipdtese nula quando ela é verdade.
A notacao tradicional para o Nivel de Significancia é a.

Vale notar que o nivel de significancia é a probabilidade de um dos erros que foram identificados
na nossa analise da situacao com piscina de bolinhas. Como os erros sao dois mas o nivel de
significancia é um so, é precisa entender bem quam dos dois vai ganhar esse nome. Acontece
que isso depende de nossa atribuicao do nome “hipétese nula”. Por exemplo, no tratamento
da situacao de piscina de bolinhas, a afirmacao “p = 0,3” foi escolhida para ser chamada de
hipotese nula. Neste caso, o nivel de significancia é a probabilidade de rejeitar que a afirmacao
p = 0, 3 enquanto que na verdade ela é verdade. O valor do nivel de significancia é 0, 27 quando
aRC ={11,12,...,30}, conforme mostra a tabela da Figura 9.4. Se chamassemos a afirmacao
“p=0,4" pela “hipétese nula”, o nivel de significancia seria a probabilidade de rejeitar que a
afirmagao p = 0,4 enquanto que na verdade ela é verdade.

Observagao: O valor de Nivel de Significancia muda com mudanca da Regiao Critica. Isso
fica claro a partir das definigoes desses conceitos e da informacao apresentada pela tabela
da Figura 9.4. Acontece que a amarracao entre os dois é a fonte da maioria das peguntas
nos exercicios sobre o tema Teste de Hipdteses. Especificamente falando, a maioria das
perguntas pedem calcular o nivel de significancia para uma dada regiao critica, ou pedem
a reciproca, dado o desejado valor do nivel de significancia pedem achar a regiao critica
que acarreta tal valor.
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9.3 Teoria geral

A situacao “Piscina de bolinhas” é um exemplo de problema que foi resolvido pelo método
chamado "teste de hipdteses”. No exemplo, ambas as hipoteses eram precisas, quer dizer cada
uma alegava que a proporc¢ao populacional de bolas pretas na piscina era um valor especifico.
Este nao é o tnico caso a ser considerado no presente texto. Ha mais dois casos: um é quando
s6 uma hipdtese é precisa, e outro quando ambas as hipoteses sao imprecisas.

Os problemas dos trés tipos descritos acima serao tratados pelo método de teste de
hip6teses. A presente secao especifica as etapas deste método.

Na primeira etapa, vocé deve identificar que o cerne do problema é escolher uma entre duas
alternativas. A presenga de duas alternativas concorrentes (ou confrontantes) é a caracteristica
principal dos problemas de teste de hipdteses.

> Se nao houverem alternativas confrontantes, o problema admite abordagem por outros métodos
estatisticos e surge a questao de comparacao dos métodos aplicdveis. Por outro lado, proble-
mas sem alternativas confrontantes podem ser alterados por introducao artificial de alternativa
confrontate aquela que representa a questao na formulacao original. Nenhum destes dois casos
surgirda em nossos exercicios ao longo do curso.

As alternativas sao chamadas hipéteses. Até um certo momento do texto, vou me referir
a estas como 1-a e 2-a hipotese. Porém mais tarde usaremos a nomenclatura tradicional:
hipotese nula e hipétese alternativa.

Na segunda etapa, vocé deve identificar a quantia que sera observada e que sera usada
para escolher qual das duas hipoteses é véalida e qual nao. Por exemplo, na situacao “piscina
de bolinhas”, tal quantia era a quantidade de bolas pretas a ser vista na amostra de bolas
retiradas da piscina.

> Em todos os exercicios do presente tema, eu vou descrever — com a devida precisao e cuidado
— a amostragem que serd feita e a quantia que serd observada nesta amostragem. Em caso
reais, o método de amostragem e a quantia a ser obsrevada na amostragem sao sugeridos pelo
estatistico. Este trabalho n&o serd sua tarefa em nenhum exercicio do curso.

Na terceira etapa, vocé deve analisar a quantia observada com o objetivo de identificar
sua distribuicao. Preste atencao: voceé deve fazer esta andlise duas vezes, ou seja, uma vez
assumindo que a 1-a hipdtese é verdadeira, e a outra vez assumindo que a 2-a hipdtese é ver-
dadeira. Por exemplo, na situacao “piscina de bolinhas”, esta analise revelou que a quantidade
de bolas pretas na amostra tem a distribuigao Bin(30;0, 3) caso a hipétese assumida como a
verdadeira for “a proporc¢ao de bolas pretas na piscina ¢é 0,3”, e, por outro lado, a distribuicao
da quantidade de bolas na amostra é Bin(30;0,4) caso a hipdtese assumida como a verdadeira
for “a proporcao de bolas pretas na piscina é 0,4”.

>  Preste atengao: assumir que uma hipétese seja verdadeira (para o fim de fazer certas contas)
nao significa aceitar tal hipdtese como a verdade. A aceitagao/rejeigao de hipdteses é uma das
ultimas etapas do método.

Na quarta etapa, vocé separa os valores possiveis da quantia observada em dois conjuntos
de acordo com a seguinte logica:

(a) se o valor da quantia observada cair no 1° conjunto, terd que ser aceita como verdadeira
a 1-a hipétese;
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'ht

A regra de decisao decide que
hipétese 1-a é verdade | hipdtese 2-a é verdade

A verdade estd com acertou errou
a hipotese 1-a

A verdade estd com errou acertou
a hipétese 2-a

Figura 9.5:

(b) se o valor da quantia observada cair no 2° conjunto, tera que ser aceita como verdadeira
a 2-a hipdtese.

Por exemplo, na situacao “piscina de bolinhas”, foi decidido que

o caso a quantidade de bolinhas pretas na amostra for 10 ou menos, tomar-se-a a decisao
que a proporc¢ao de bolinhas pretas na piscina ¢é 0,3;

o caso a quantidade de bolinhas pretas na amostra for 11 ou mais, a decisao serd que sao a
proporc¢ao de bolinhas pretas na piscina é 0,4.

Consequentemente, nesta situacdo, os conjuntos de separacao sao {0,1,...,10} e {11,12,...,30}.

Em geral, a execucao desta etapa nao ¢ nada trivial. E por isto que nos exercicios do tema,
eu vou ou descrever tais conjuntos explicitamente, ou vou fornecer dicas que sao suficientes
para que vocé nao tenha dividas sobre a determinacao dos conjuntos.

Ao despeito de voce receber ajuda completa para a determinacao dos conjuntos de separacao,
é util vocé aprender a regra geral para a construcao de tais conjuntos. A grosso modo, o motor
da regra funciona assim: ele olha em cada valor que a quantia observada pode assumir e e
colocé-lo no conjunto “aceitar-se-a a 1-a hipotese” ou “aceitar-se-a4 a 2-a hipdtese” de acordo
com o principio de maxima verossimilhanca. Recerdoe que este principio funciona na base de
comparacao de probabilidades. E por isto que na etapa anterior, na terceira quer dizer, voceé
deveria ter identificado as distribui¢oes da quantia observada. Acontece que o principio de
maxima verossimilhanga nao sempre funciona bem, fato que me motivou chamar a presente
etapa de dificil e, consequentemente, acrscentar a ajuda adequada a todos os exercicios do
tema.

Ainda devo notar que a execucao da quarta etapa esta ligada aos seguintes termos tradicio-
nais do método de teste de hipoteses: o procedimento de teste ou regra de decisao; estes
sdo os nome para as instrugoes (a)-(b) fromadas na quarta etapa.

A quinta etapa parece como uma continuagao da terceira. Nesta, tem-se duas tarefas:

o vocé assume que a hipotese 1-a seja verdadeira e calcula a probabilidade que a regra de
decisao leve ao fato de que esta hipdtese é verdadeira, e calcula também a probabilidade
que a regra decida que esta hipotese é falsa;

o vocé assume que a hipotese 2-a seja verdadeira e calcula a probabilidade que a regra de
decisao leve ao fato de que esta hipdtese é verdadeira, e calcula também a probabilidade
que a regra decida que esta hipotese é falsa.

A tabela da Figura 9.5 apresenta todos os erros e acertos cujas probabilidades devem ser
calculadas na quinta etapa.



CAPITULO 9. TESTE DE HIPOTESES 320

'ht
A regra de decisao decide que
a hipotese nula | a hipétese alternativa
¢ verdade ¢ verdade
A verdade esta com acerto erro
a hipdtese nula sem nome tipo 1
A verdade estd com erro acerto
a hipdtese alternativa tipo 1I sem nome

Figura 9.6:

As probabilidades calculadas na quinta etapa possuem nomes especificos na Teoria Es-
tatistica. Tais nomes aparecem inevitavelmente nas conclusoes de aplicagao de Teste de Hipdteses.
Isto torna necessaria a introducao dos nomes. Tal introducao, porém, carrega com ela um pu-
nhado de outros nomes e conceitos. Tudo isto estd abaixo.

Recordo em primeiro lugar, que na Teoria Estatistica, uma das hipdteses chama-se nula e
outra chama-se alternativa. As correspondentes notacoes sao assim:

o ao invés de dizer “a hipdtese nula” escreve-se Hy ou H;
o ao invés de dizer “a hipdtese alternativa” escreve-se H,4 ou A;
o entao observe que dois pares de notagoes: Hy - Hy e H - A.

Aos nomes “nula” e “alternativa” estdo vinculadas as defini¢goes de erro tipo I e erro tipo
I1. As defini¢oes estao abaixo, mas vale avisar que a memorizacao delas fica mais facil se for
usada a esquema apresentada na tabela da Figura 9.6.

Erro tipo I ocorre quando a hipétese nula é verdadeira, mas a regra de decisao decide que
ela é falsa.

Erro tipo II ocorre quando a hipdtese alternativa é verdadeira, mas a regra de decisao decide
que ela é falsa.

Os erros de dois tipos entram na definicao dos conceitos “nivel de significancia” e “poder de
teste” que sao os conceitos que acompanham a decisao de teste de hipdteses. A definicao esta
abaixo, e o uso deles estarda mostrado na descricao da sexta etapa.

o A probabilidade do erro tipo I é chamado o nivel de significancia do teste. Este nivel
¢ denotado por a.

o A probabilidade do erro tipo II denota-se por §; e 1 — 3 chama-se o poder do teste.

Para a completude, devo ainda informé-lo que a regiao dos valores da quantia observada que faz
a regra de decisao decidir contra a hipdtese nula chama-se regiao critica. Este é o nome para
um dos conjuntos sobre os quais falavamos na quarta etapa. Naquele instante nao revelamos
seu nome pois o mesmo esta vinculado a escolha de nomes para as hipdteses, que nao tinha
sido discutido até a quarta etapa.

A sexta etapa destaca-se das demais pois para sua execusao € necessario ter o resultado
da amostra. Entao, suponhamos que tenham este, e denotamos ele por k. Por exemplo, na
situacao “piscina de bolinhas”, este k£ é o nimero de bolas pretas vistas na amostra. Com o
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valor numérico de k, executa-se a Regra de Decisao (formulada na quarta etapa). Esta execusao
¢ nada mais e nada menos de que a simples verificacao se k pertence a Regiao Critica ou nao.
Com o resultado, serd aceita ou a hip6tese nula ou a hipétese alternativa. A aceitagao/rejei¢ao
¢ o que se informa ao interessado que encomendou o teste. Mas junto com a resposta informam-
se os valores do nivel de significancia e do poder. Estes valores permitem ao estatistico avaliar
o testo do ponto de vista de suas carateristicas que podem ser chamadas de “sensibilidade”,
“eficiéncia” e “viés em relacao a cada hipdtese”. Ensinar os principios desta interpretacao é
um dos objetivos da apresentacao deste capitulo.

+ Exemplo 62. Vamos ver aqui a aplicacao de tudo ensinado na presente secao a situacao de
Piscina de Bolinhas assumindo que na amostra de 30 bolas retiradas da pescina observou-se 10
bolas pretas.

Se chamarmos:
o p= 0,4 por hipdtese nula (H),
o p = 0,4 por hipdtese alternativa (A),
e se escolhermos a regiao critica {0,1,...,9,10} para

a Regra de Decisao: decidir que H é verdade se k (o nimero de bolas pretas de amostra)
estar fora da regiao critica, e decidir que A é verdade, caso contrario,

entao o nivel de significancia sera de 0,29, e o poder sera de 0,73.

E com k£ = 10, tem-se que k estda dentro da Regiao Critica, e, portanto, a resposta do teste
serd: “a teste de hipétese H : p = 0,4 contra A : p = 0, 3, cujo nivel de significancia é 0,29 e
cujo poder é 0,73, rejeitou a hipdtese nula”.

Se chamarmos:
o p = 0,3 por hipétese nula (H),
o p = 0,4 por hipdtese alternativa (A),

e se escolhermos a regiao critica {11,12,13,...,29,30} para a mesma Regra de Decisao,
entao o nivel de significancia serd de 0,27, e o poder sera de 0,71.

E com k = 10, tem-se que k esta fora da Regiao Critica, e, portanto, a resposta do teste
sera: “a teste de hipotese H : p = 0,3 contra A : p = 0,4, cujo nivel de significancia é 0,27 e
cujo poder é 0,71, aceitou a hipdtese nula.

E muito importante observar que no caso de duas hipdteses precisas, a troca de nomes
(nula/alternativa) causa uma reviravolta de outros nomes, mas a decisdo final ndo muda.
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9.4 SO6 uma das hipéteses é precisa

Quando deseja-se aplicar o método de teste de hipdteses para escolher entre duas hipoteses na
situagao em qual uma dleas é precisa e outra nao, a regra é dar o nome “nula” para aquela das
duas que é precisa. Ista nao é uma regra absoluta, mas ela deve ser obedecida no ambito do
presente texto.

+ Exemplo 63 (como verificar se moeda é honesta). ~ Recebemos uma moeda. Queremos
saber se esta é honesta ou nao, ou seja, queremos saber se ao ser lancada, a probabilidade da
moeda dar “cara” é 0,5 ou ndo. Podemos lancar esta moeda 10 vezes. (Este 10 é sé para fazer
com que o tamanho de amostra esteja definido por natureza do problema, caso que acontece
frequentemente na pratica.) O objetivo do exemplo é construir um teste que possa responder,
com base no resultado dos 10 lancamentos, se a moeda é honesta ou nao.

Vamos abordar este problema pelo método de teste de hipdteses.
Primeira etapa: Observe, que temos duas alternativas entre as quais devemos escolher:
a moeda é honesta, e
a moeda é desonesta.
Na teoria sobre o teste de hipdteses, estas chamam-se hipéteses. Entao temos:
1-a hipotese: a moeda é honesta, e
2-a hipotese: a moeda é desonesta.
Usando a notagao p para a probabilidade da moeda dar cara num lancamento, podemos re-
escrever assim:
1-a hipotese: p = 0,5 e
2-a hipdtese: p # 0,5, ou em termos afirmativos, p € (0,1) \ {0,5}, quer dizer, qualquer
nimero no intervalo (0, 1), menos 0, 5.
A dltima maneira de escrever as hipoteses deixa clara o significado do termo hipétese
precisa. No caso, a 1-a hipotese é precisa enquanto que a 2-a nao é. Nos casos deste tipo de

problema, reina a seguinte regra: aquela das hipéteses que é precisa recebe o nome NULA, e a
outra recebe o nome ALTERNATIVA.

Entao, no nosso exemplo, temos:
hipétese nula (H): p=0,5e
hipétese alternativa (A): p #0,5.

Na segunda etapa da solugao, vocé precisa determinar a quantia a ser observada. O
enunciado disse que a moeda pode ser langada 10 vezes. E natural observarmos o nimero de
caras nestes lancamentos e tomarmos a decisao (acerca de qual das duas hipdteses é verdade)
com base no valor desta quantia.

Na terceira etapa da solugao voce precisa achar a distribuicao da quantia observada; voce
precisa fazer isto duas vezes: uma vez assimundo que H é verdade, e a outra, assumindo que
A é verdade.

Assumimos que H é verdade. Isto é, assumimos que p = 0,5 (p foi introduzido como a
notagao para a probabilidade da moeda dar “cara” num lancamento). Neste caso, a distribui¢ao
do nimero de “caras” a serem vistas em 10 langamentos é Binomial(10; 0,5). Veja o desenho
desta distribuicao na transparéncia a seguir.
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probabilidade
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Valores da distribui¢ao binomial com n=10 e p=0,5:
0.0009765625 0.0097656250 0.0439453125 0.1171875000
0.2050781250 0.2460937500 0.2050781250 0.1171875000
0.0439453125 0.0097656250 0.0009765625

Continuamos na terceira etapa. Agora devemos assumir que A (a hipdtese alternativa) é
verdade e achar a distribuicao da quantia observada. Neste caso, a distribuicao do nimero de
“caras” a serem vistas em 10 lancamentos também é Binomial, mas o valor preciso de p desta
distribui¢do é desconhecido (pois a hipdtese nao especifica o valor; alids, é por isto que essa
chama-se imprecisa).

Sobre a distribuicao da qual estamos interessados, podemos dizer s6 coisas genéricas, do
tipo:

o se p for 0,3, a distribuicdo seria assim (veja as transparéncias a seguir);
o se p for 0,9, a distribuicao seria assim (veja as transparéncias a seguir);

o etc.
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Na quarta etapa da solucao, devemos construir a regiao critica. Especificamente falando,
devemos dividir o conjunto
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10

em dois subconjuntos: um, chamado de regiao critica, e outro que é o complementar desta
regido (observe: este é o conjunto de todos os valores possiveis da quantia observada).

O sentido de regiao critica é: se o valor da quantia observada cair nesta regiao, rejeitaremos
H, quer dizer, respondemos: o resultado mostrou, de acordo com a regra de decisao por nos
construida, que a hipdtese nula nao é verdade, ou seja, que p nao € 0, 5.
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Por outro lado, se o valor da quantia observada cair fora da regiao critica, a gente aceitara
H, quer dizer, a gente respondera: o resultado mostrou, de acordo com a regra de decisao por
nos construida, que a hipotese nula é verdade, quer dizer, que p = 0, 5.

A divisao do conjunto {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} da-se pelo principio de maxima verossimi-
lhanca: “ao observar um acontecimento que pode ser causado por duas fontes, acredito naquela
das duas que gera este acontecimento com a maior probabilidade”.

Olhando as trés distribuicoes, decide-se que a regiao critica deve ser nos extremos do con-
junto. Uma das sugestoes possiveis é:

Re = {0,1,2} U {8,9,10}

Veja o desenho seguinte para a motivagao. Nela, a regiao critica estd em vermelho.
probabilidade

0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 10 O
probabilidade
I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1o o
' i valor
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 o
Uma outra sugestao seria:
{0, 1} U{8,9}
Qual das duas é melhor? E é facil ver que ha outras. Qual serd a melhor de todas as alternativas

possiveis?

No momento, nao ha critério para a selecao. Mas quando voce aprender o significado do nivel
de significancia (ensinado na aula) e da funcdo do poder de teste (nao ensinado), vocé podera
usar estes como critério da selecao. Nem sempre ha uma melhor escolha. Podem ser varias.
As vezes, a pessoa, que deseja o teste, tem critérios para a escolha do nivel de significancia e
do poder de teste (por exemplo, os limites para o risco de investimento). Neste caso, os valores
solicitados determinam a regiao critica.

Na quinta etapa devemos calcular as probabilidades dos erros. Novamente, o fato da
hipotese alternativa ser imprecisa faz com que a probabilidade do erro tipo II seja incalculavel.
Entao, vamos calcular sé a do erro tipo I. Recordo: é a probabilidade da regra de decisao
de errar quando a verdade estd com a hipdtese nula, quer dizer, a probabilidade da regra de
decisao rejeitar a hipotese nula enquanto na realidade, ela é verdadeira. Isto possui a seguinte
expressao matematica:

IP[X € R¢] onde X ~ Bin(10; 0,5)

ou
P[X =00ulou2ou8ou9ou l0]
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onde X ~ Bin(10; 0,5).
Eis a tabela da distribuicao da varidvel aleatoria binomial com n =10 e p = 0, 5.

H

| PIX=k [ k] PX=k ]
0.0009765625 || 10 | 0.0009765625
0.0097656250 0.0097656250
0.0439453125 0.0439453125
0.1171875000 0.1171875000
0.2050781250 0.2050781250
0.2460937500

—_

9
8
7
6
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De onde conclui-se que

IP[X € R¢] = 0.109375

isto é, a, o nivel de significancia do teste é 0, 109375 (aproximadamente 11%).
Neste, o trabalho da construgao acaba.

Suponha que fomos fazer uma amostra e observamos 7 caras em 10 langamentos. Entao,
diz-se que o teste de hipdteses, cujo nivel de significancia era 11%, aceitou a hipétese que a
moeda é honesta. Ou: o resultado 7 caras em 10 lancamentos aceitou que a moeda é honesta
ao nivel de significancia de 11%.

Este tal nivel de significancia é a indicagao que poderiamos ter errado; para os que entende-
ram as etapas de construcao acima explicadas, o valor 11% significa que o possivel erro tinha
a probabilidade de acontecer em 11% das vezes.
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9.5 O caso quando nenhuma hipdétese é precisa

Quando a situacao € tal que nenhuma hipdtese atrubui valor exato ao parametro desconhecido,
entao nao se pode calcular nem o nivel de significancia do teste de hipdteses, nem o seu poder.
Isto nao significa que o teste nao pode ser proferido. Isto simplesmente acarreta que a analise
da conclusao fique mais complexa. Tal complexidade nao esta bem-vinda pelo critério do nivel
do presente texto. Por esta razao, as situacoes com duas hipdteses inprecisas sao transformadas
em situacoes nas quais uma delas torna-se hipotese precisa. Esta transformacgao nao sera por
conta de aluno/leitor, pois sua qualificagao nao permitiria a identificacao daquela das hipSteses
que deve ser transformada para tornar-se hipotese precisa. Portanto, a transformacao, quando
necessaria, sera sempre indicada no enunciado dos exercicios e exemplos do presente texto.
Também, muitos exercicios e exemplos do presente texto que refletem situacoes reais serao
artificialmente alterados da maneira que garanta que uma de suas hipoteses é precisa.

+ Exemplo 64. Uma agéncia governamental estd encarregada de fiscalizar a contaminagao de
um certo produto alimenticio, através da andlise de uma amostra dos pacotes desse produto.
Uma porcentagem de contaminagao de até 7% é considerada toleravel. Se a porcentagem de
contaminac¢ao for maior que este valor o produtor devera ser autuado. Uma norma dessa
agencia estabelece que, se no exame de 100 pacotes desse produto forem detectados pelo menos
12 pacotes contaminados, entao a fabrica deve ser multada.

(a) Defina as hip6teses estatisticas adequadas ao problema.

(b) Qual é a regiao critica escolhida pela agéncia?

(c) Quais s@o os significados dos erros tipo I e tipo II para o problema?

(d) Qual é o nivel de significancia correspondente a regido critica escolhida?

(e) Qual serd a decisao da agéncia se forem observados 10 pacotes contaminados? Dé a resposta
completa, quer dizer, as palavras “ao nivel de significancia” devem estar presentes na resposta;
dé a interpretacao a esta palavras.

Talvéz, seja 1til a seguinte visao simplificada da historinha contada acima: Ha uma fabrica
que produz um certo suplemento em pacotes. Toda a producao esta estocada num galpao.
Alguns pacotes contém suplemento contaminado, outros nao. O proprietario da fabrica acredita
que a propor¢ao de pacotes contaminados (a ser denotada por p) é de no maximo 7% de toda
a populagao de pacotes que ficam dentro de galpao. Uma comissao (enviada por uma agéncia
de controle) acredita que p é maior que 7%. A comissao executard a Regra de Decisdo descrita
no enunciado. As perguntas (b)-(e) indagam sobre tal regra. A pergunta (a) estd aqui para lhe
mostrar a transformacao de uma das hipéteses que a torma precisa.

E 6bvio que as alternativas conflitantes aqui sdo:
1-a hipétese: p < 7%; e
2-a hipétese: p > 7%.
A 1-a é o fabricante estd alegando; naturalmente, ele esta ciente das normas da agéncia
e por isso controlava sua producao para garantir que a contaminacao nao ultrapasse 7%. Ao
dispeito de todo esforco do fabricante, a producao poderia ter saido de seu controle o que, se
acontecesse, faria p ser maior que 7%. A comissao controladora veio para verificar qual dos dois
cendrio ocorreu. E na boca dos membros da comissio que nos colocamos a afirmacao p > 7%.
Se formos seguir as etapas de teste de hipdteses descritas na Secao 9.3, perceberemos a
impossibilidade de execusao da terceira e da quinta etapa, pois em ambas as etapas precisa
calcular a distribui¢ao probabilistica da quantia observada em duas realidades virtuais: uma
¢ quando uma das hipdteses é valida, e outra — quando a outra. para que podermos ver isto,
precisa-se inicialmente identificar a quantia que estd observada na presente situacao. Esta é a
quantidade de pacotes contaminadas numa amostra de 100 pacotes retiradas aleatoriamente do
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galpao (da populagao de todos os pacotes, quer dizer). Agora podemos ver que
a quantia observada tem a distribuigdo Bin(100; p) (9.12)

Mas como nenhuma das duas hipoteses fala nada especifico sobr eo valor de p, entao nao
podemos extrair muita informacao desta distribuicao, e em particular, nao podemos calcular
nem o nivel de significancia do teste, nem seu poder.

Existem diversos caminhos que permitem contornar o probelma indicado no paragrafo
acima. Um caminho bem simples é substituir a hipdtese p < 7% pela hipétese p = 7%.
Entao, a situagao com as hipdteses agora é a seguinte:

1-a hipdtese: p = 7%; e
2-a hipétese: p > 7%.

No préximo passo de solucao, vamos distribui os nomes, lembrando da seguinte regra: a

que é exata sera chamada de nula:

hipétese nula (H): p=T%; e

hipétese alternativa (A): p > 7%.
Com isto, respondemos ao item (a) da tarefa.

Para responder a pergunta do item (b), é precisa lembrar que a Regidao Critica é o nome
do conjunto de valores tais que se a quantia em observacao assumir valor dentro do conjunto,
entao sera aceita a hipdtese alternativa. Com isso em mente, olhando o enunciado, deduz-se
que Regiao Critica é

{12,13,14,...,100} (9.13)

De fato, ja que o enunciado alega que a hipdtese alternativa sera aceita caso o numero de
pacotes contaminados na amostra for pelo menos 12, entao a Regiao Critica é de 12 adiante.
Mas como 100 é o maior valor de pacotes contaminados numa amostra de 100 pacotes, entao a
Regiao Critica acaba em 100.

Observagao 1: Apesar de ter ja respondido a pergunta do item (b), gostaria de comentar
sobre a razao que fez a Agéncia Governamental estabelecer a Regra de Decisdao para a qual
achamos agora a sua Regiao Critica. Para entender tal razao, é precisa voltar a afirmacao
(9.12). Ao juntar esta afirmacao com o fato de que o aumento do parametro p da distribuigao
binomial acarreta que a varidvel aleatéria com esta distribuicao assume maiores valores com
probabilidade maiores, concluimos — vai a aplicagao do Principio de Maxima Verossimilhanga
— que grandes valore da quantia observada deve sugerir a aceitagao da hipdtese alternativa,
enquanto que os seus valores pequenos devem indicar a validade e, portanto, a aceitacao da
hipotese nula. E por isso que a Regiao Critica deve ser composto de valores grandes que a
quantia em observacao pode assumir.

Observagao 2: E ébvio que 7% de 100 d4 7, o que sugere que é 7 o niimero de pacotes contamina-
dos a serem encontrados em 100 pacotes testados na condicao quando a producao enquadra-se
nos limites toleraveis. Tal sugestao é aceitavel pela nossa intuicao, mas nao pela légica da
Teoria de Probabilidades. Isto por que apesar de 7 corresponder a média de pacotes contami-
nados em 100 testados, o nimero de tais pocotes numa amostra nao tem obrigacao a coincidir
com a média. Entao o norma seguida pela agéncia elevou 7 a 11 com o intuito de nao punir a
producao correta sé por causa do desvio do niimero amostral da média. Esta elevacao ¢é tal de
“tolerancia da regra de decicao as flutuacoes aleatorias”.

Prosseguiremos para o item (c). O significado dos erros de tipo I e II foram explicados
na Secao 9.3; eu nao vou repeti-los agora. Vamos ao calculo da probabilidade de ocorrer o
Erro do tipo I (chamado de nivel de significancia e denotado tipicamente por «). Assumindo
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7.051717e-04 20 1.287502e-05
5.307744e-03 21  3.691763e-06
1.977563e-02 22 9.978225e-07
4.862394e-02 23  2.547036e-07
8.875176e-02 24 6.150773e-08
1.282606e-01 25  1.407403e-08
1.528554e-01 26  3.055775e-09
1.544990e-01 27  6.303829¢-10
1.351866e-01 28  1.237042e-10

9  1.040146e-01 29 2.311713e-11

10 7.124438e-02 30 4.117998e-12

11 4.387484e-02 31 6.999026e-13

12 2.449285e-02 32 1.135931e-13

13 1.247940e-02 33 1.761821e-14

14 5.837140e-03 34 2.613201e-15

15 2.518966e-03 35 3.709060e-16

16 1.007248e-03 36 5.040687e-17 ... ...
17 3.746122e-04 37 6.562708e-18 ... 98 2.826045e-110

00 O UL W+~ O

18 1.300177e-04 38 8.189458e-19 ... 99 4.297233e-113
19 4.223552e-05 39 9.799351e-20 ... 100 3.234477e-116

a validade da hipétese nula, a quantidade de pacotes contaminados na amostra de 100 pacotes
tem distribui¢ao Bin(100; 0,07). Recordo que o nivel de significancia do teste é a probabilidade
da regra de decisao apontar a hipétese nula como falsa enquanto que esta é verdadeira. Em
simbolos matematicos:

a = IP[X > 12] onde X ~ Bin(100; 0,07)
Usando a tabela dos valores desta distribuigao binomial (veja a tabela), conclui-se que

a=1-IP[X < 11] = 1 — 0.9530996 ~ 0, 05(5%)

O célculo do nivel de significancia pode ser feito com auxilio da aproximacao de binomial pela
normal, o que é admissivel no caso ja que a distribui¢ao de binomial tem n grande (100) e tem np
maior que 4. (Na verdade, np = 100 x 0,07 = 7 o que nao é muito grande, e, consequentemente,
nao se espera conseguir uma aproximagao muito exata.) Para a aproximacgao, precisamos da
esperanca e da variancia da variavel aproximada; eis estas:

X ~ Bin(100; 0,07) = E[X] = 100 x 0,07, Var[X] = 100 x 0,07 x 0, 93
consequentemente,
a=P[X >12]~ P[Y > 12|, onde Y ~ N(7;6,51)

Fazendo a padronizagao e usando a Tabela da Distribui¢cao Normal Padrao (na pentltima pas-

sagem dos célculos abaixo apresentados), temos (abaixo, Z denota a variavel aleatéria Normal
Padrao):

12 -7
az]P[YZlQ}:]P{Z>

~ IP[Z >1,96] = 1 — 0,9750 = 0,025
= /6,51 51} =

Agora ¢é a vez da resolucao do item com a titima pergunta: “ Qual serd a decisao da agéncia se
forem observados 10 pacotes contaminados?” Ja que 10 esta fora da Regiao Critica, entao deve
ser aceita a hipdtese nula. Este é o cerne da resposta. Entretanto, para fins didaticos, devemos
colocar a resposta em sua forma completa e detalhada. Eis esta: “Com o resultado “10 pacotes
contaminados na amostra de 100 pacotes retiradas de populagao”, o teste ha hipdétese nula
“a proporcao de pacotes contaminados (p) na populagao é 0,07” contra a hipétese alternativa
“p > 0,07 com a nivel de significancia de 0, 05 aceitou a hipétese nula.’Fim do Exemplo 641
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9.6 O tratamento genérico para duas hipdéteses inpreci-
sas



CAPITULO 9. TESTE DE HIPOTESES 330

9.7 Nivel discretivo ou P-valor

Nesta secao estao definidos os conceitos “nivel descritivo” e “P-valor” para o Teste de Hipoteses
sobre Proporcao. A apresentacgao esta feita da forma que permite ao leitor extender as defini¢oes
para qualquer outro tipo de teste de hipdteses. Vale avisar que os conceitos “nivel descritivo”
e “P-valor” estao muito usados na pratica de Testes de Hipoteses. Inclusive, muitos pacotes
estatisticos emitem suas respostas nestes termos.

Imagine uma urna com bolas pretas e brancas. Denote por p a proporcao de bolas pretas
na urna. Suponha que seu valor numérico é desconhecido e que a respeito dele ha duvida que
estd formalizada em (9.14) abaixo no formato de concorréncia de duas hipéteses:

hipétese nula (H) :p=0,4

e hipdtese alternativa (A) :p > 0,4 (9.14)

Suponha que estd decidido que a escolha entre as duas hipdtese sera feita com base no ntiimero
de bolas pretas a serem vistas na amostra aleatéria de n = 100 bolas a serem retiradas da
urna. Denotamos este numero por X. Na pespectiva de que a amostragem acontecerd no
futuro, tal quantia é vista como variavel aleatoria, fato que justificou a notagao da quantia por
letra maitscula (recorde que no presente texto, letras maitsculas denotam varidveis aleatdrias).
Recordo lhe que os argumentos das se¢oes anteriores permitem facilmente deduzir a distribuicao
de X; ela é Bin(100;p). No que se segue, vamos usar nao esta distribui¢do mas a distribui¢ao
que a aproxima; ela é A(100p; 100p(1 — p)) (aqui usamos o fato de que a distribuigdo binomial
pode ser bem aproximada pela Normal desde que sua média e sua variancia coincidam com,
respectivamente, a média e a variancia da distribui¢ao binomial). Concluindo, temos que

a quantidade de bolas pretas na amostra segue X ~ AN(100p; 100p(1 — p)) (9.15)

Imagine ainda que serd aplicada a seguinte

Regra de Decisao: caso (apds tomar a amostra) X apresentar valor menor que certo limiar ,
decidir-se-a que H é verdadeira, e se o valor for ¢ ou maior, decidir-se-4 que A é verdade.

Com o intuito de mostrar o sentido do conceito nivel descritivo, eu preciso primeiramente
calcular regioes citicas para alguns valores do nivel de significancia («). Para tal, recordo da
Teoria Geral de Teste de Hipéteses que, a Regiao Critica no presente caso é [¢,00) e que

a=1P[X >/, onde X ~ N (100 x 0,4;100 x 0,4(1 —0,4)) (9.16)

(recorde que o cédlculo do nivel de significancia se faz sob a “realidade virtual” de que H ¢é
verdadeira, fato que fez a substituigdo de p em (9.15) por 0,4). O caminho do céalculo passa
pela normalizacao da variavel aleatéria X:

0 — 40
V24

A férmula (9.17) e a Tabela da Distribui¢ao Acumulada de Normal Padrao dao os resultados
apresentados na tabela da Figura 9.7, em suas duas primeiras colunas.

Suponha que amostragem foi feita e foram observadas 50 bolas pretas na amostra. Isto
quer dizer que X assumiu valor 50. A notacao genérica para o valor assumido epla X é .
No presente caso, entao, x,s = 50. Nossa corrente tarefa é analisar a conclusao de Regra de
Decisao em posse deste x,. Naturalmente, tal conclusao depende da Regiao Critica a qual,
por sua vez, depende do nivel de significancia com o qual desejamos deduzir a conclusao. Tudo

a=1IP [Z > } , onde Z ¢ Normal Padrao (9.17)
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Nivel de Valor do limiar | A conclusao da Regra de Decisao
significancia | da Regiao Critica com a observacao T,s = 50
0,115 46 48 < 52 = aceita-se H
0,087 47 47 < 50 = aceita-se H
0,055 48 48 < 50 = aceita-se H
0,036 49 49 < 50 = aceita-se H
0,023 50 50 = 50 = rejeita-se H
0,014 51 51 > 50 = rejeita-se H
0,008 52 52 > 50 = rejeita-se H
0,005 53 53 > 50 = rejeita-se H

Figura 9.7: Alguns pares de nivel de significancia—limiar da Regidao Critica e as correspondentes
decisoes da Regra de Decisao para o resultado z,ps.

isto esta apresentado na tabela da Figura 9.7. A tltima coluna da tabela é a solucao da tarefa
agora colocada.

Ao analisar a ultima coluna da tabela, percebe-se que quando o limiar é menor que .
entao a Regra decide a favor do hipdtese nula, mas quando o limiar ultrapassa x.s al entao a
Regra comecga a decidir a favor da hipétese alternativa e continua com tla “preferencia” para
todos os limiares maiores de .. Esta dinamica da decisao da Regra pode ser formulada em
termos de nivel de significancia. Para tal, vamos dar o nome P-valor, ou, nivel descritivo ao
nivel de significancia correspondente ao valor x,s do limiar. Com isto podemos descrever da
seguinte maneira

A dinamica da decisao da Regra: para qualquer valor do nivel de significancia maior de que
o P-valor a Regra de Decisao vai aceitar a hipétese nula, ja quando o valor do nivel de
significancia for igual a ou maior de P-valor, entao a Regra vai rejeitar a hipdtese nula.

A conclusao do paragrafo acima revela para nos a utilidade do conceito P-valor. Eis esta:
no dialogo entre estatistico que executa teste de hipdteses e o cientista que trouxe os dados e
estd interessado nos resultados do teste, o estatistico pode dizer assim: “O P-valor é tal, e com
este voceé sabe o resultado de teste para cada valor de nivel de significancia que vocé escolher.”
Concorde que esta resposta ¢ mais eficiente do que a forma de interagao entre estatistico e
cientista segundo a qual o cientista deve trazer para o estatistico o nivel de significancia desejado
para que esse consiga emitir a decisao de teste.

As seguintes observacoes nao sao secundarias aos conceitos discutidos na presente secao.

Observacao 1. E importante notar que P-valor esta associado ao valor observado da quantia
usada na Regra de Decisao. Por isto, nas aulas de Estatistica Béasica eu falo “nivel descri-
tivo associado/correspondente ao valor observado” e “P-valor do valor observado” no lugar de
tradicionais termos “nivel descritivo” e “P-valor”.

Observagao 2. Segue das definicoes da presente se¢ao que no caso considerado

P-valor da observacao s é IP [X > x4 com a distribuigdo de X determinada pela H
(9.18)
Esta férmula confunde pessoas, pois por um lado ela insinua que a quantidade de bolas pretas
na amostra deve ser vista como variavel aleatéria X, o que implica no que todo o céalculo da
probabilidade é feito antes de colher amostra, mas, por outro lado, a presenca de x s na férmula
indica que o calculo s6 pode ser feito apds ter colhido amostra. A interpretacao correta mixtura
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as duas visoes. A interpretacao é: “A probabilidade do nimero de bolas pretas ser igual a ou
maior que o valor observado na amostra”.

Observacao 3. Se vocé, meu leitor precisa interpretar P-valor ou usa-lo para escolher entre
hipoteses, entao suas necessidades sao plenamente atendidas pela presente apresentacao. Ja se
voce pretende calcular P-valores, saiba que a técnica de cédlculo esta apresentada, mas que ha
detalhes que nao foram trabalhados mas aos quais voceé precisa prestar atencao quando fazer
seus calculos. Tais detalhes dependem do tipo de teste, da formulacao de hipéteses e da Regra
de Decisao. Por exemplo, se no Teste de Hipéteses para Proporcao aqui considerado a hipotese
alternativa alegasse p < 0,4 em vez de p > 0,4, entao a desigualdade “>” nas relagdes (9.16),
(9.17) e (9.18) deveria ser trocada por “<”.

Observacao 4. A relagao (9.18) permite dizer que P-valor é a probabilidade da amostra mostrar
o valor observado ou qualquer outro valor menos tipico que o observado na perspectiva da
validade da hipdtese nula. Isto sugere interpretar P-valor como a forca com qual o valor
observado indica a validade da hipotese nula. Consequentemente, pode pensar assim: se P-
valor é pequeno tal forca é fraca e, consequentemente, a hipotese nula deve ser rejeitada, ja se
P-valor for grande entao a hipdtese nula deve ser aceita. E importante notar que “grande” e
“pequeno” nao tem graduagao absoluta. O custo e o perigo associado a aceitagao errada da
hipdtese nula é um dos fatores principais que determina a magnitude de “pequeno” e “grande”.
Por isto que ela serd bem diferente em, por exemplo, pesquisa de opiniao e em estudos clinicos
de remédio.
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9.8 Um exemplo para auto-teste de sua compreencao de
principios de teste de hipdteses

+ Exemplo 65. Sabe-se que ha dez anos a populacao paulistana era constituida de 15% de
gauchos. Um pesquisador alega que essa populacao aumentou, pois a migracao gaucha é uma
das maiores do pais. Para testar sua teoria, ele pretende coletar uma amostra de 60 pessoas
residentes na cidade e calcular a propor¢ao dos gatchos nesta. A escolha entre as hipdteses
H : a porcentagem p de gatichos na populacao paulistana é exatamente 15%:;

A : a porcentagem p de gatichos na populacao paulistana é maior que 15%;

serd feita com base no resultado a ser obtido por pesquisador.

(Qa) Queremos que o nivel de significancia do teste seja 7%. Qual é a Regiao Critica do teste
(use a distribuigao binomial em anexo)?

(Qb) Qual serd a resposta do teste, se 11 das 60 foram gatichos?

(Qc) Refaca as contas da Regidao Critica caso a amostra for de 600 pessoas (queremos que o
nivel de significancia continue ser 7%); agora use a aproximagao de binomial pela normal. Qual
serd a conclusao do teste caso 110 dos 600 forem gatichos?

Pergunta 1. As hipdteses versam sobre a proporcao de que? Ou, em outras palavras, o simbolo
p que figura nas hipéteses, refere-se ao que? Observe, que ao total, sao trés possibilidades:

(1) a proporgao dos gauchos na populagao paulistana ha dez anos;

(2) a proporgao dos gatichos na populagao paulistana hoje;

(3) a proporgao dos gaichos na amostra.

Uma e s6 uma dessas trés possibilidades é a resposta correta na pergunta. Qual é7

Pergunta 2. Por que H afirma um valor exato sobre p? Como o enunciado foi montado
para permitir isso? Se tirasse do enunciado a parte que permite dar um valor exato para p na
hipotese H, como seria a formulacao dessa? Tal mudanca do enunciado afetaria a formulacao
do hipétese A7 Se sim, entao como? Senao, entao por que nao?

Pergunta 3. Voltamos para a condi¢cao do enunciado e para as formulagoes das hipoteses de
acordo com o enunciado. Para essa forma das hipdteses, qual deve ser o formato da Regiao
Critica do teste que vai poder “decidir” entre essas com base no nimero de gaiichos na amostra
de 60 paulistanos? Experimente diversas formas para a Regiao Critica e revele as suas vantagens
e desvantagens, sendo julgadas pela capacidade e eficéncia na “decisao” entre as hipoteses.

Pergunta 4. Tome a Regiao Critica no seu formato correto (o qual vocé deduziu ao responder
a Pergunta 3). Mude um dos extremos da Regido (vocé vai ver facilmente, que ha um s6
extremo da Regido cuja mudanga faz sentido). Como tal mudanga afeta o nivel de significancia
do teste? Fix a Regiao Critica que corresponde ao nivel de significancia de 7% e respond na
pergunta do eneunciado.

Solugao para questoes (Qa)-(Qc) de Exemplo 65. Seja p a proporcao de gatichos na
populagao paulistana e X a v.a. numero de gatichos em Sao Paulo. O teste sera realizado para:

« Hy : p=0,15;
. Hy : p>0,15
A regiao critica sera determinada por um valor ¢ tal que:

RC={X:X>c}
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5.822849¢-05
6.165370e-04
3.209619e-03
1.095046e-02
2.753720e-02
5.442646¢-02
8.804281e-02
1.198566e-01
1.401265e-01
1.428740e-01
1.285866e-01

.031444e-01
7.432461e-02
4.842871e-02
2.869096e-02
1.552687e-02
7.706351e-03
3.519856¢-03
1.483861e-03
5.788435e-04
2.094052e-04
7.038829e-05
2.201987e-05
6.420114e-06
1.746649¢-06
4.438543e-07
1.054405e-07

.343122e-08

.873300e-09
9.489590e-10
1.730455e-10
2.955236e-11
4.726204e-12
7.076670e-13
9.917132e-14
1.300061e-14
1.593212e-15
1.823709e-16

.947924e-17
1.939110e-18
1.796528e-19

5.822849¢-05
6.747655e-04
3.884384e-03
1.483485e-02
4.237205e-02
9.679851e-02
1.848413e-01
3.046979e-01
4.448244e-01
9.876984e-01
7.162850e-01
8.194294e-01
8.937540e-01
9.421827e-01
9.708737e-01
9.864005e-01
9.941069e-01
9.976267e-01
9.991106e-01
9.996894e-01
9.998988e-01
9.999692¢-01
9.999913e-01
9.999977e-01
9.999994e-01
9.999999¢-01
1.000000e-+00
1.000000e+00
1.000000e-+00
1.000000e+00
1.000000e-+00
1.000000e-+00
1.000000e~+00
1.000000e+00
1.000000e-+00
1.000000e-+00
1.000000e-+00
1.000000e-+00
1.000000e-+00
1.000000e-+00
1.000000e-+00

1.000000e+00
9.999418e-01
9.993252¢-01
9.961156e-01
9.851652¢-01
9.576280e-01
9.032015e-01
8.151587e-01
6.953021e-01
9.551756e-01
4.123016e-01
2.837150e-01
1.805706e-01
1.062460e-01
5.781730e-02
2.912634e-02
1.359947e-02
5.893119e-03
2.373263e-03
8.894024e-04
3.105588e-04
1.011537e-04
3.076538e-05
8.745519e-06
2.325405e-06
5.787564e-07
1.349021e-07
2.946163e-08
6.030405¢-09
1.157105e-09
2.081456¢-10
3.510025e-11
5.547880e-12
8.216869¢-13
1.139373e-13
1.477697e-14
1.815257e-15
1.823709e-16
1.947924e-17
1.939110e-18
1.796528e-19
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Figura 9.8: Valores relacionados a X ~ Bin(60;0,15). Na coluna a esquerda, sao valores de 0 a 40
que X pode assumir; na realidade X assume valores inteiros entre 0 e 60, mas devido ao limite de

espago, apresentamos somente os de 0 até 40. Na segunda coluna, apresentamos IP[X = k], na terceira

— IP[X < k], e na dltima — IP[X > k] o que é a mesma coisa que P[X > k — 1].

Fixando o = 7%, podemos determinar o valor de ¢ da seguinte forma:

a = P(erro I)
0,07 = P(rejeitar Hy|Hy é verdadeira)

(
0,07 =P(X € RC|p =0, 15)
(

0,07 = P(X > ¢|p = 0, 15)

(9.19)
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Sob a hipétese nula, X ~ Binomial(60; 0,15). Procuramos entao na tabela desta distribui¢ao
o valor ¢ tal que IP[X > ¢] = 0,07. A tabela (na sua terceira coluna) nao contem valor 0, 07.
O valor mais préximo é 0,05781 que corresponde a IP[X > 14 — 1], isto é, o procurado ¢ é 13,
e, portanto, a Regido Critica correspondente é {13,14,...,60}. Com a observagao 11 devemos
entao aceitar a hipdtese nula, ja que 11 nao estd na Regiao Critica. Observe que a resposta
completa é: “Ao nivel de significancia 7% aceitamos a hipétese nula”.

Se a amostra for de 600 e ndo de 60 pessoas, entdo X ~ Binomial(600; 0,15). Podemos
aproximar X pela v.a Y ~ N(np; np(1 — p)), ou seja, Y ~ N(90; 76,5). Dessa forma, (9.19)
pode ser aproximada por:

0,07 =P(Y > ¢)

0.07=P Y —np >c—90
Vnp(1—p) ~ V76,5

c—90
0,07T=P( 72 > —
’ ( \/76,5)

Consultando a tabela da distribuicao normal padrao, teremos:

c¢—90
76,5

¢~ 1,48(1/76,5) + 90
¢~ 102,95

~ 1,48

Portanto
RC = [102,95; 600]

Se a amostra coletada apresentar um valor x.,, = 110, temos entao que x € RC e portanto,
para um nivel de significancia a = 7%, rejeitamos Hy, ou seja, héd evidencias de que a proporc¢ao

de gatchos na populacao paulistana aumentou. Fim do Exemplo 65¢
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9.9 Teste de hipdteses versus estimacao intervalar

9.9.1 Teste de proporgao versus estimacao intervalar

Neste exemplo, nos vamos analisar a afirmagao de um politico de que
seu eleitorado é no minimo 60% da populacao com a confianca de 90% (9.20)
e a analise basear-se-a no segunite dado:

das 100 pessoas escolhidas ao acaso da regiao do eleitorado, 58 afirmaram seu apdio ao politico.
(9.21)

Antes de comecar, gostaria de traduzir este exemplo para a linguagem usada no Exemplo

Fis a traducao. Vamos representar cada pessoa do eleitorado por uma bolinha. Todas as
bolinhs tém o mesmo tamanho, mas as que correspondem aos apoiadores do politico estao
pintadas de preto; outras sao brancas. Escolher 100 pessoas ao caso do eleitorado e contar o
nimero destas que apoiam o politico é a agao equivalente ao seguinte procedimento: colocar
todas as bolas numa urna, mistura-las e, ao sortear desta 100 bolas com reposi¢ao, contar o
nimero das pretas dentro das sorteadas. Cabe um “porém”a equivaléncia alegada: a selecao
de pessoas nao ocorre de pleno acordo com o sorteio de bolas pois as pessoas ja selecionadas
nao serao selecionadas novamente, enquanto que no sorteio com reposi¢ao , uma bola pode
ser retirada da urna por mais que uma vez. Entretanto, o desacordo sera desconsiderado e a
razao para tal é a insignificancia dele quando a populacao do eleitorado é muito grande em
comparagao com o tamanho da amostra aser feita (que é 100). Neste caso, podemos assumir
a retirada de até 100 pessoas da populacao — quaisquer que seja o numero dos apoiadores
do politico detro das retiradas — nao altera a proporcao dos apoiadores na populacao restante.
Consequentemente, ao denotar esta proporcao por p, podemos alegar que — sob este pressuposto
que assumimos incondicionalmente e que nao serao mais lembrado em cada linha de texto —
ocorre que

(a) em qualquer uma das 100 escolhas, a probabilidade que a pessoa escolhida seja o eleitor
do politico é p,

(b) e a probabilidade referida no item acima nao depende dos resultados das escolhas de outras
99 pessoas (aqui, o resultado é o rétulo para “a pessoa é eleitor do politico” e para “a

pessoa nao ¢ eleitor do politico”).

Agora, voltando a nossa urna com bolas, podemos alegar que o sorteio de 100 bolas da urna
com a reposicao apresenta as seguintes carateristicas:

(') a probabilidade de qualquer uma das 100 bolas sorteadas ser de cor preta é p

(') e a probabilidade referida no item acima nao depende dos resultados observados para
bolas sorteadas em outros sorteios.

H4 uma clara equivaléncia entre (a),(b) e (a’), (V). Ela nos permite a reformular a situacao
do Exemplo 2 em termos de urna, bolas e sorteio e discutir nestes termos as questoes surgidas
nesta e suas solugoes. As vantagens desta reformulacao serao discutidas mais para o final do
texto todo.

Entao, o politico afirma que

a proporcao de bolas pretas na urna é de no minimo 60% (9.22)
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e 0 objetivo do corrente exemplo é confirmar ou rejeitar esta (com base nos dados da amostra).
Para que este objetivo seja executado de acordo com a abordagem cléssica de testes de hipotese,
introduzimos a afirmagao que nega a do politico:

a proporcao de bolas pretas na urna é menor que 60% (9.23)
e colocamos o objetivo como
escolher, com base nos dados de amostra, entre as hipéteses (9.22) e (9.23) (9.24)

Ainda mais, para que possamos dar uma apresentacao menos formal que a tradicional de
livros didaticos sobre métodos estatisticos, vamos introduzir na nossa historinha a figura de um
jornalista que contesta a afirmacao do politico, e a figura de um estatistico, que sera a pessoa
da historinha atarefado a decidir qual dos dois, o politico ou o jornalista, tem mais razoes.
Recordamos, antes de ingressar no caminho que nos levara ao objetivo colocado, que o termo
hipdtese substituiu o termo afirmagao por causa de ..... . a probabilidade de obter um apoiador
do politico ao intervistar qualquer uma das 100 pessoas a serem escolhidas com bolas na urna
nos queremos modelar as duas principais carateristicas da selecao de pessoas, as quais sao: ,
diferenga A frase “60% da populagao votam em mim” da afirmacao do politico significa que
seu eleitorado pode ser representadopor uma urna com bolinhas de mesmo tamanho

9.9.2 Teste qui-quadrado versus estimacgoes intervalares

As estimacoes intervalares parecem ter a capacidade de competir com Teste Qui-quadrado,
quando esse aplica-se para verificar a aderéncia. Vamos ver o exemplo abaixo que nos mostrara
como acontece a competicao e porqué essa nao € justa. O enunciado do exemplo é uma dos
exercicios da lista sobre Teste qui-quadrado.

Exemplo. Um modelo de automoével é vendido em quatro versoes: SX, LX, GLX, GTX. Foi
feita uma campanha publicitaria para melhorar as vendas das versoes GLX e GTX. Posterior-
mente, foi verificada a escolha das versoes em 500 vendas escolhidas ao acaso. Os resultados
foram:

Versao SX LX GLX GTX total
Unidades vendidas 210 125 105 60 500

De acordo com o fabricante, a participacao de cada versao nas vendas deste modelo até a

realizacao da campanha era 40% de SX, 30% de LX , 20% de GLX e 10% de GTX.

(a) Utilize um teste de hipoteses adequado para verificar se houve ou ndo mudangas na par-

ticipacdo de cada versdo nas vendas apds a campanha. Indique o (nome do) teste utilizado,

escreva as hipoteses correspondentes e especifique os graus de liberdade. Calcule o nivel des-

critivo (valor—p) para os dados observados, e conclua adotando o nivel de significancia de 5%.
Estamos interessados em testar as hipoteses:

Hy: A campanha publicitaria nao teve efeito nas vendas das versoes desse modelo de au-
tomovel.

Hi: A campanha publicitaria teve efeito nas vendas das versoes desse modelo de automovel.
Ou equivalentemente,
Ho: psx = 0,40, prx = 0,30, perx = 0,20 e perx = 0, 10.

H,: Existe pelo menos uma diferenca.
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em que psx, PLx, PaLx € Parx representam a participacao nas vendas da versao SX, LX, GLX
e GTX, respectivamente.

Para testar essas hipoteses precisamos realizar um teste de aderéncia, ou seja, precisamos
calcular o valor da estatistica de teste

k
X2:ZMSOI7HO 2

=1

A tabela seguinte apresenta as frequéncias observadas (O;), as proporgdes esperadas (p;) e as
frequéncias esperadas (F;) para as quatro versoes de automéveis: Observe que E; > 5Yi =

Versao Frequéncia Observada (O;) Proporgao esperada (p;) Frequéncia esperada (FE;)
SX 210 =04 Ey = n X p1 =500 x 0,4 = 200
LX 125 p2=20,3 Ey =n x py =500 x 0,3 =150
GLX 105 ps = 0,2 By =n X ps = 500 x 0,2 = 100
GTX 60 py=0,1 Ey=nxpy =500 x0,1=50
Total 500 1 500

1,2,3,4 e n é suficientemente grande. Assim, temos:

k
O; — E;)? 210 — 200)? 125 — 150)? 105 — 100)? 60 — 50)?
poy OBy 2 2 2, (60-50)

- 200 150 100 50

=1
= 0,5000 + 4, 1667 + 0, 2500 + 2,0000 = 6,9167.

Usando a distribuigao Qui-quadrado com ¢ = 4—1 = 3 graus de liberdade, o nivel descritivo
¢,

valor-p = P(x2 > x2,,) = P(x3 > 6,9167) = 0,0746

O valor-p pode ser obtido no Remdr: clique no menu Distribuicdes — Distribui¢cdes Continuas
— Distribuicdo Qui-Quadrado — Probabilidades da Qui-Quadrado. Em Valores da varidvel coloque
6,9167, em Graus de liberdade coloque 3 (4-1) e clique em cauda superior.

> pchisq(c(6.9167), df=3, lower.tail=FALSE)
[1] 0.07460076

Decisao e conclusao: como o nivel descritivo do teste é maior do que o nivel de significancia
considerado de 5%, entao nao rejeitamos Hy. Ou seja, concluimos que nao temos evidéncias
suficientes de que a campanha publicitaria teve efeito nas vendas desse modelo de automovel.

(b) Usando o resultado da pesquisa (o resultado que estd apresentado na tabela acima),
obtenha uma estimativa intervalar, com o coeficiente de confianca de 95%, para a proporc¢ao
de compradores, deste modelo, que preferem a versao LX.

Uma estimativa pontual para prx é prx = % =0,25. Temos que v = 0,95 — z = 1,96.
Portanto,

n

D obs 1— D obs
IC(pLx;7y) = [ﬁonbs + Z\/pLX bs(l = Proxos )]

0,25(1 — 0,25)

0,25i1,96><\/

] —[0,25 %+ 1,96 x 0,019365]
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= [0,25 + 0,037955] = [0, 2120; 0, 2880] .

Observe que prx = 0,25 encontra-se dentro do intervalo construido, indicando que a par-
ticipacao nas vendas da versao LX realmente nao se alterou apds a campanha publicitéaria.
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9.10 Teste de Hipdteses para média

Imagine que ha uma populagao de pessoas de alturas diferentes. A presente exposicao é sobre
a altura média populacional que denota-se por u e calcula-se como

1
N(a1+a2+...+a]v) (925)
onde N é o tamanho da populagao e onde ay,...ay sao as alturas de seus individuos. Imagine

que p é desconhecido e que nao ha condicoes para medir a altura de cada individuo para
que a média da altura possa ser calculada via (9.25). Imagine que a tunica informagcdo que

possuimos sao as alturas x1,xs,...,x, de n individuos retiradas da populagao aleatoriamente
e com reposicao. FEu pretendo mostrar na presente se¢ao como se usa a amostra xy,Ts, ..., T,
para decidir entre as hipoteses
H = o
H=H (9.26)
A:p>po

onde o é certo valor numérico (pode pensar que pg é valor “trazido” pelas pessoas que formu-
laram as hipdteses e solicitaram que seja apontada a mais razodvel delas). O procedimento a
ser mostrado chama-se Teste de hipoteses para média de uma populagao.

A decisao emprega a méida amostral

1
— (z1 + 22+ ...+ x,) aser denotada por T (9.27)
n

e a variancia amostral

n

Z (z; — Z)* a ser denotada por s (9.28)

=1

1

n—1

na seguinte Regra de Decisao: caso

T — Ho
\V/s?/n

estiver na regiao [(,+00) (aqui, £ é um nimero real, ndo necessariamente inteiro), chamada
Regiao Criica do teste, entao aceita-se a hipdtese alternativa, caso contrario, aceita-se a hipdtese
nula.

A Regiao Critica esta vinculada ao nivel de significancia do teste via a distribui¢cao chamada
t de Student com n — 1 graus de liberdade, sob a condic¢ao (9.32) a ser formulada em seguida;
denotando por T a variavel aleatéria que tem esta distribuicao, tem-se que

a ser denotada por ¢ (9.29)

o nivel de significancia (denotado por «) é IP [T > (] (9.30)

Os valores da distribuicao ¢ de Student estao tabulados; com uso de tabela, se resolvem as duas
questoes basicas associadas a aplicacao do teste: dado o nivel de significancia desejado achar a
correspondente Regiao Critica, e dado a Regiao Critica usada para decidir acerca da validade
de hipdtese nula achar o valor do nivel de significancia desta decisao.

O envolvimento da distribuicao ¢ de Student ocorre pela razao que seré explicada agora.
Para o fim da explicacao, introduziremos variaveis aleatérias

X1, Xo, .., X, (9.31)

que expressam os valores da amostra na perspectiva de “amostra vai acontecer”. Com a mostra
serd feita com reposigao, entao as variaveis aleatérias sao independentes. Também, elas todas
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tém a mesma distribuicao que é a distribuicao da altura pela populacao. Acontece que que nao
conhecemos esta distribuicao, pois se conhecessemos entao nao haveria pergunta sobre a média.
Entretanto, podemos fazer algumas suposicoes genéricas sobre esta. Se suposemos que

a altura tem distribuicao normal por individuos da populacao (9.32)

entao cada X; tem a mesma distribuicao e consequentemente (pelos calculos complexos que nao
serao mostrados) tem-se que

X — 1o
ST - x7)

tem a distribuicao ¢t de Student com n — 1 graus de liberdade. Esta é a razao pela qual o Teste
de Hipoteses baseia-se na distribuicao ¢ de Student.

- 1
,onde X = — (X1 + ...+ X,) (9.33)
n
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9.11 Exercicios do tema Teste de Hipdteses para Pro-
porcao

9.11.1 Exercicios sobre os testes nos quais ambas as hipdoteses sao
precisas

Comentarios sobre os Exercicios 142-153. Em relacao ao tema “Teste de Hipiteses para
Propor¢ao” ha trés tipos de problemas que posso e vou perguntar de meus alunos/leitores.
Um dos problemas é trivial, mas outros dois sao complexos no sentido de que suas soluc¢oes
requerem um bom conhecimento dos principios do metodo de Teste de Hipoteses assim como dos
calculos vinculados ao método. Eu achei que a exposicao desses problemas e de suas solugoes
fique satisfatoriamente claro caso tudo for treinado no arcaboug¢o do Exemplo sobre Piscina de
Bolinhas. Tal treinamento esta oferecido nos Exercicios 142-153.

Antes de vocé, meu leitor, partir para a solucao desses exercicios, permita-me lhe fornecer a
seguinte informagao auxiliar acerca dos mesmos. As perguntas dos itens (a) dos Exercicios 142—
147 pedem calcular o nivel de significancia que corresponde a Regiao Critica da Regra de Decisao
formulada nos seus enunciados. J& os itens (a) dos Exercicios 148-153 trabalham no sentido
contrario: eles fornecem o valor de nivel de significancia e pedem achar a correspondente Regiao
Critica da Regra de Decisao. FEsses dois tipos de tarefa correspondem aqueles dois problemas
que foram chamados de complexos no paragrafo acima. Vocé recorda que além daqueles dois,
houve mais um problema chamado de trivial. Esse aparece nos itens (b) de todos os exercicios.
A tarefa desses itens é apontar na hipotese a ser aceita pela Regra de Decisao dada a informacgao
sobre a Regiao Critica da regra e o resultado de amostra. Tal resultado é nada mais e nada
menos de que o nimero de bolas pretas vistas na amostra (isso é valido para o caso de Piscina
de Bolinhas, mas sera valido também para qualquer outro problema do tema Teste de Hipoteses
para Proporgao caso vocé interpretar o problema em termos de bolas na urna). A resposta é
direta: caso o nimero de bolas pretas na amostra estar dentro da Regiao Critica, deve-se entao
rejeitar a hipotese nula, caso contrario, deve-se aceitar a hipétese nula. Eu repeti aqui essa regra
de resposta mirando dois objetivos: primeiramente, justificar o porqué o problema foi chamado
de trivial, e, em segundo lugar, recordar para vocé um dos principios de nomenclatura ligada ao
tema: a Regiao Critica é, pela propria definicao, o conjunto tal que se o niimero de bolas pretas
de amostra cair nessa regiao entao vocé deve rejeitar a hipotese nula. Em outras palavras, a
Regiao Critica esta “vinculada” & hipotese nula pela rejeicao. Esse lembrete nao é excessivo
pois para iniciantes torna-se dificil recordar que a Regiao Critica “reprova” a hipotese nula e
nao a hipotese alternativa.

Exc. 142. No Exemplo sobre Piscina de Bolinhas, atribua o nome “hipdtese nula” a afirmacao
do administrador do buffet infantil, e atribua o nome “hipdtese alternativa” a afirmacao do
fornecedor (recorde, o administrador do buffet alega que a propor¢ao de bolas pretas na piscina
de bolinhas é 0,3, enquanto que o fornecedor de bolinhas alega que tal proporcao é 0,4).
Suponha que a Regra de Decisao continua a mesma que a do Exemplo, porém com a tnica
alteracao: agora o conjunto de valores do nimero de bolas pretas na amostra para os quais
a afirmagdo do administrador serd rejeitada é {10, 11,...,30} ao invéz de {11, 12,...,30}.
Real¢o que o tamanho de amostra também continua o mesmo: n = 30. (Tudo isso pode ser
dito da seguinte maneira alternativa: a Regra de Decisao é a mesma mas sua Regiao Critica
agora ¢ {10, 11,...,30}.)
(a) Calcule o correspondente Nivel de Significancia .. Faca esse cdlculo usando a distribuigao
binomial escolhida adequadamente entre as distribuicoes apresentadas na Figura 9.3.
(b) Suponha que amostra foi feita e acusou 13 bolas pretas entre 30 retiradas. Qual ¢é a
conclusao? Na sua formulacao da conclusao nao esquega de mencionar o nivel de significancia
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da Regra que produziu a conslusao. Depois, re-escreva a conclusao da maneira que especifica o
nivel de significincia em termos de probabilidade e do evento cuja probabilidade representa-se
pelo nivel de significancia.

Exc. 143. No Exemplo sobre Piscina de Bolinhas, atribua o nome “hipdtese nula” a afirmacao
do fornecedor, e atribua o nome “hipétese alternativa” a afirmacao do administrador do buffet
infantil.

Suponha agora que o tamanho de amostra e a Regra de Decisao ficaram as mesmas que as
do Exemplo, mas a Regiao Critica agora é {0,1,...,9} em contraste a {1,2,...,10} que foi
analisada no Exemplo.

Comentario. Vale lembrar que a Regiao Critica é o conjunto de valores de amostragem que
causarao a rejeicao da hipotese nomeada ‘“nula”. No ambito do presente exercicio, a Hipotese
Nula é a afirmacao de fornecedor, enquanto que no Exercicio 142, a nula era a afirmacao de
administrador. Essa diferenca causou a diferenca entre as Regioes Criticas as quais os exercicios
referem.

(a) Calcule o correspondente Nivel de Significancia .. Faga esse cdlculo usando a distribuigao
binomial escolhida adequadamente entre as distribuicoes apresentadas na Figura 9.3.

(b) Suponha que amostra foi feita e acusou 13 bolas pretas entre 30 retiradas. Qual é a
conclusao? Na sua formulacao da conclusao nao esqueca de mencionar — da maneira correta
— o nivel de significancia da Regra que produziu a conslusao. Depois, re-escreva a conclusao
da maneira que especifica o nivel de significancia em termos de probabilidade e do evento cuja
probabilidade representa-se pelo nivel de significancia.

Exc. 144. Refaga o item (a) do Exc. 142 para o caso quando n = 20 e a Regido Critica é
{8,9,...,20}. Assim como no Exc. 142, use a distribui¢ao binomial escolhida adequadamente
entre as distribuicoes apresentadas na Figura 9.3. Em sequéncia, assuma que amostra de 20
bolas apresentou 10 bolas pretas e com esses dados refaga item (b) do Exc. 142.

Exc. 145. Refaca o item (a) do Exc. 143 para o caso quando n = 20 e a Regiao Critica é
{0,1,...,7}. Assim como no Exc. 143, use a distribuigdo binomial escolhida adequadamente
entre as distribui¢oes apresentadas na Figura 9.3. Em sequenancia, assuma que amostra de 20
bolas apresentou 10 bolas pretas e com esses dados refaca item (b) do Exc. 143.

Exc. 146. Refaca o item (a) do Exc. 142 para o caso quando n = 100 e a Regido Critica é
{37, 38,...,100}. No seu céalculo do valor de nivel de significancia use aproximacao de binomail
pela normal. Em sequeéncia, assuma que amostra de 100 bolas apresentou 29 bolas pretas e
com esses dados refaga item (b) do Exc. 142.

Exc. 147. Faca o item (a) do Exc. 143 para o caso quando n = 100 e a Regido Critica é
{0, 1,...,36}. No seu cdlculo do valor de nivel de significancia use a aproximacgao de binomial
pela normal. Em sequéncia, assuma que amostra de 100 bolas apresentou 29 bolas pretas e
com esses dados refaca item (b) do Exc. 143.

Exc. 148. No Exemplo sobre Piscina de Bolinhas, atribua o nome “hipdtese nula” a afirmacao
do administrador do buffet infantil, e atribua o nome “hipdtese alternativa” a afirmacao do
fornecedor.

(a) Pede-se construir a Regiao Critica (RC') da sorte tal que para amostra de tamanho n = 30,
o correspondente valor do nivel de significancia («) esteja o mais préximo possivel a 0,05 (ou
5%, se deseja medir em porcentagens); na sua construgao, use a distribuigdo binomial escolhida
adequadamente entre as distribuicoes apresentadas na Figura 9.3. A exigéncia de ser “mais
proximo possivel” serd explicada no Comentario 2 abaixo.
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Comentario 1: Na verdade, espera-se que em todos os exercicios formulados no arcaboucgo
do Exemplo sobre Piscina de Bolinhas, vocé assuma que a Regra de Decisao siga as seguintes
mandamentos. (i) A escolha entre hipéteses nula e alternativa serd feita com base na quantidade
de bolas pretas na amostra de tamanhon = 30. (ii) Se tal quantidade for relativamente pequena,
aceitar-se-a a hipotese nula, enquanto que se for relativamente grande, aceitar-se-a a hipotese
alternativa. (iii) A quantificacao das “pequenas” e “grandes” é assim: ha um inteiro denotado
por £ e chamado de “limiar”; todo que é menor dele considera ser pequeno, tudo que maior ou
igual é grande:

iO, 1,...,,6—1}4 i€,€+1,...,30}: (9.34)

-~

valores pequenos  valores grandes

Dito isso, a Regiao Critica adquere o forma {{, { + 1,...,30} no caso do Exc 148, ja que na
posicao da Hipétese Nula foi colocada a afirmacao do administrado do buffet infantil, e ja que,
pela prépria definicao, a Regiao Critica significa o conjunto de tais valores para os quais a
Hipdtes Nula sera rejeitada. Tudo isso junto significa que a parte técnica da tarefa do exercicio
é achar o valor de (. Mas vale lembrar que isso é valido s6 se vocé pensou que a Regra de
Decisao foi moldada de acordo com (i)—(iii) supracitados.

Jd se vocé imaginou uma Regra de Decisao que diferencia-se dos moldes (i)-(iii), ai entao
vocé e eu teremos problemas graves de comunica¢ao pois toda minha exposicao foi feita para
corresponder aos (1)—(iii). Portanto, eu sugiro que vocé largue a “sua” e “incorreta” Regra de
Decisao e aceite a minha e a correta, quer dizer, a que atende aos (i)—(iii). FEu nao pretendo
analisar toda sugestao incorreta que possa ser inventada, pois a quantida de tais sugestoes é
enorme devido a quantidade enorme de combinagoes de atributos nos quais o conjunto de regras
(i)—(iii) pode ser alterado. Isso é mais um peso a favor da proibi¢ao da liberdade na invengao
de regras de decisao e na canonizag¢ao da tnica Regra que expressa-se por (i)—(iii).

Antes de fechar o comentario, eu gostaria de mostrar uma das possiveis modificacoes da
Regra de Decisao canonizada. E o assunto do paragrafo abaixo, cuja leitura, alias, pode ser
omitida sem qualquer prejuizo para o entendimento da apresentacao posterior.

Minha regra modificada coincide com a regra canonizada em tudo, menos a forma das regioes
de aceitagao/rejeicao das hipéteses. Na regra canonizada tais regioes foram determinadas por
(9.34). Na regra modificada eu quero que

{0,1,...,0—=3, -1} U {{+1} (9.35)
sejam os valores para os quais a hipotese “p = 0,37 esteja aceita, enquanto que
{6, 0+2,0+3...,29,30} U {¢—2} (9.36)

sejam os valores para os quais a hipétese “p = 0,47 seja aceita. (Espero que vocé percebeu a
idéia por trdz da construgao (9.35)-(9.36): retira-se o valor £ — 2 do primeiro conjunto e leve-se
para o segundo, mas, para compensar, retira-se { + 1 do segundo e leva-se para o primeiro.)
Se a divisao (9.35)-(9.36) fosse de seu agrado, eu nao teria como lhe despersuadir com um
argumento simples e solido. A unica ferramenta de despersuasao que possou é o principio de
Maxima Verossimilhanca. Mas, honestamente falando, ela me permitiria indicar que a divisao
(9.34) é razodvel mas nao permitiria provar que a divisao (9.35)-(9.36) é inadequada. FEsse
pequeno exemplo corrobora minha tese de que a Regra de Decisao baseada em (i)—(iii) deve ser
canonizada sem discussoes e desafios.

Comentario 2 (sobre o sentido da exigéncia de ser “mais préximo possivel” na formulagao
da tarefa do exercicio).  Segindo o acordo firmado no Comentario 1 acima, nos exercicios
formulados no arcaboug¢o do Exemplo sobre Piscina de Bolinhas, o nivel de significancia sera
sempre igual a uma das duas seguintes probabilidades

P(Xe{0,1,....,,0—-1}], P Xe{(,(+1,...,30}],

onde a variavel aleatoria X tem distribuicao binomial (9.37)
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Acontece que pode nao existir o niimero natural { tal que a segunda probabilidade seja igual
exatamente a 0,05 (assumindo que a probabilidade que nos interessa é a segunda das duas
em (9.37)). Entretanto, sempre existe um nimero natural { para o qual a probabilidade é a
mais proxima ao desejado 0,05. Infelizmente, podem existir dois valores que dao a mesma
proximidade: uma por de cima e outra por de baixo de 0,05. Nesse caso, vamos concordar que
seja escolhido aquele ¢ cuja probabilidade é maior que 0, 05.

Item (b) do Exc. 148. Suponha que amostra foi feita e acusou 13 bolas pretas entre 30
retiradas. Qual é a conclusao da Regra de Decisao com a Regiao Critica construida no item
(a)? Na sua formulagdo da conclusdo nao esqueca de mencionar o nivel de significancia da
Regra que produziu a conslusao. Depois, re-escreva a conclusao da maneira que especifica o
nivel de significancia em termos de probabilidade e do evento cuja probabilidade representa-se
pelo nivel de significancia.

Exc. 149. No Exemplo sobre Piscina de Bolinhas, atribua o nome “hipdtese nula” a afirmacao
do fornecedor, e atribua o nome “hipdtese alternativa” a afirmacao do administrador do buffet
infantil.

(a) Pede-se construir a Regiao Critica da sorte tal que para amostra de tamanho n = 30, o
correspondente valor do nivel de significancia («) esteja o mais préximo possivel a 0,1 (ou 10%),
se deseja medir em porcentagens).

(b) Suponha que amostra foi feita e acusou 13 bolas pretas entre 30 retiradas. Qual é a con-
clusdo da Regra de Decisao com a Regiao Critica construida no item (a)? Na sua formulagao da
conclusao nao esqueca de mencionar o nivel de significancia da Regra que produziu a conslusao.
Depois, re-escreva a conclusao da maneira que especifica o nivel de significancia em termos de
probabilidade e do evento cuja probabilidade representa-se pelo nivel de significancia.

Exc. 150. Refaga o item (a) do Exc. 148 para o caso quando n = 20; no seu célculo da Regiao
Critica use a distribuicao binomial escolhida adequadamente entre as distribuicoes apresentadas
na Figura 9.3. Em sequéncia, assuma que amostra de 20 bolas apresentou 7 bolas pretas e com
esses dados refaga item (b) do Exc. 148.

Exc. 151. Refaga o item (a) do Exc. 149 para o caso quando n = 20; no seu calculo da Regiao
Critica use a distribuicao binomial escolhida adequadamente entre as distribuigoes apresentadas
na Figura 9.3. Em sequéncia, assuma que amostra de 20 bolas apresentou 10 bolas pretas e
com esses dados refaga item (b) do Exc. 149.

Exc. 152. Refaga o item (a) do Exc. 148 para o caso quando n = 100; no seu célculo da
Regiao Critica use aproximacao de binomail pela normal. Assuma em sequéncia que amostra
de 100 bolas apresentou 29 bolas pretas e com esses dados refaga item (b) do Exc. 148.

Exc. 153. Refaca o item (a) do Exc. 143 para o caso quando n = 100; no seu cédlculo da
Regiao Critica use aproximacao de binomail pela normal. Assuma em sequéncia que amostra
de 100 bolas apresentou 29 bolas pretas e com esses dados refaga item (b) do Exc. 149.

9.11.2 Exercicios sobre os testes nos quais um s6 ou nenhuma hipétese
é precisa

Exc. 154. Suponha que as drogas usuais para leucemia provoquem efeitos colaterais em 60%
dos pacientes. Um laboratorio consegue eliminar de certo medicamento um radical acetil, com
isso considera estar diante de uma nova droga com o mesmo poder de cura, mas com menor
atividade indesejavel. O laboratdrio espera, portanto, que a proporcao de individuos com efeitos
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adversos tratados com essa nova droga seja menor do que com as drogas usuais. O laboratorio
resolve testar essa afirmacao, aplicando a nova droga a alguns pacientes. Assume, para o efeito
de formulacao das hipoteses, que sabe-se por certo que a modificacao feita no medicamento
pelo laboratério nao pode aumentar a proprocao dos seus usudrios nos quais provoca efeitos
colaterais.

(a) Formule este problema como um problema de testes de hipdteses.

(b) O laboratério conseguira testar a nova droga em 19 pacientes. Para este tamanho de
amostra, construa a regiao critica correspondente ao nivel de significanica igual a 9%. Em sua
construgao, use diretamente a distribuicao Binomial (quer dizer, ndo empregue a aproximacao
da Binomial pela Normal em sua solugao). Devido ao uso direto da distribuigdo Binomial
pode ocorrer que seja impossivel alcancar o valor exato de 9% para o nivel de significancia;
se for o caso, procure pelo nivel mais préximo ao 9% mas nao superior a este. Use a regiao
critica construida para dar resposta correspondente ao resultado “9 das 19 pessoas testadas
apresentaram o efeito colateral”.

(c) Esse item nao pode e nao deve ser visto como uma continuagao do tratamento do exercicio
proferido nas respostas aos itens (a) e (b). Explicitamente falando, o presente item relaciona-se
ao enunciado e ao item (a), mas nao tem nada a ver com item (b).

A afirmagao do laboratério sera testado em 200 pacientes, que receberao a nova droga, e serd
aceito caso nao mais que 118 dos testados apresentem efeitos adversos. Identifique a Regiao
Critica e calcule o nivel de significancia (no célculo do nivel de significancia, use a aproximacao
de binomial por normal). Dé a resposta, caso 119 dos pacientes testados apresentem efeitos
adversos.

Exc. 155. Para verificar se uma moeda é honesta, com base em 24 lancamentos independentes,
adotamos o seguinte critério: consideramos a moeda nao honesta se o resultado for menor do
que 8 ou maior do que 16.

(a) Formule esse problema como um problema de teste de hipéteses, descrevendo a regra de
decisao e a regiao critica deste teste.

(b) Qual é o nivel de significancia do teste?

(c) Qual é a probabilidade de concluir que a moeda é honesta se a probabilidade de sair cara
for 0,37

Exc. 156. E conhecido por certo que, anualmente, exatamente 20% dos alunos da disciplina
“Estatistica Basica” eram reprovados. A partir do ano 2004 foi usado um novo método de ensino
desta disciplina que é mais amplo que o método que era usado antes. Portanto, a porcentagem
dos reprovados entre os alunos, que aprendem por novo método, ndo pode ser superior a 20%.
Queremos identificar se este novo método reduz a porcentagem da reporvacgao. Para isso serao
monitorados 100 alunos que estudam a disciplina no 1-o semestre de 2004. A escolha entre as
hipéteses

H, : a porcentagem p de reporvacao por novo método é exatamente 20%

H, : a porcentagem p de reporvacao por novo método é menor que 20%

serd feita com base na proporcao de alunos monitorados que serao reprovados na final da
disciplina. Queremos que o nivel de significancia do teste seja 5%. Qual é a Regiao Critica do
teste? Qual serd a resposta do teste, caso a proporcao amostral dos reprovados for 18%7?

Exc. 157. (Obs.: Este exercicio é muito parecido com Exc. 156, mas com “maior” no lugar
do “menor” em sua hipétese alternativa. Preste a atencao como esta substituicao afeta o sinal
> na sua solugao (exatamente, na conta do nivel de significancia). Esta observacao pode te
ajudar a entender melhor a escolha entre “<” e “>" na conta do valor de nivel de significancia
em todos os exercicios do tema.)

Sabe-se que 70% dos alunos da disciplina ”Estatistica Bdsica’sao aprovados na disciplina. A
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partir do ano 2004 foi usado um novo método de ensino desta disciplina que é mais amplo que
o método que era usado antes. Portanto, a porcentagem dos aprovados entre os alunos, que
aprendem por novo método, nao pode ser inferior a 70%. Queremos identificar se este novo
método aumenta a porcentagem da aprovagao. Para isso serao monitorados 100 alunos que
cursam a disciplina no 1° semestre de 2012.

(a) A escolha entre as hipdteses

H : a porcentagem p de aprovacao por novo método é exatamente 70%

A : a porcentagem p de aprovacao por novo método é maior que 70%

serd feita com base no nimero de alunos aprovados daqueles 100 alunos da amostra (quer dizer,
os monitorados): se o niimero de aprovados for 73 ou mais, serd decidido que o novométodod de
ensino é melhor de que o antigo. Qual ¢é a regiao critica e qual é o valor do nivel de significancia
desse procedimento?

(b) (Esse item é indpendente do item (a); s6 a formulagao das hipdteses é a mesma.) A escolha
entre H e A serd feita com base na proporcao de alunos monitorados que serao aprovados no
final da disciplina. Queremos que o nivel de significancia do teste seja 10%. Qual é a Regiao
Critica do teste? Qual serd a conclusao do teste, caso a proporcao amostral dos aprovados seja

de 74%7?

Exc. 158. Dez por cento dos veiculos que atravessam uma fronteira levam contrabando.
As autoridades alfandegarias e de fronteira elaboram um plano para coibir o contrabando e
garantem que essa porcentagem diminuiu. Inspetores testam a afirmacao examinando uma
amostra de 200 veiculos apds o plano ser colocado em pratica; eles concluirao que o plano
esteja bem suscedido caso o exeme revelar 15 ou menos veiculos com contrabando.

Formule o teste de hipdtese estatistica adequado e calcule seu nivel de significancia.

Exc. 159. A marca Z de um produto é responsdvel por 50% das vendas desse produto em
um supermercado. Uma campanha promocional foi contratada e os promotores garantem que
a marca 7 passard a ser responsavel por uma porcentagem maior das vendas. O dono do
supermercado propoe entrevistar 18 clientes apds o encerramento da campanha promocional e
perguntar a cada um deles se compra a marca Z do produto. Sendo p a porcentagem de vendas
do produto Z apds a campanha, decide-se rejeitar H : p = 0,50 em favor de A : p > 0,50, se
dentre os 18 entrevistados pelo menos 14 deles comprarem a marca 7 do produto.

(a) Qual é o significado do erro do tipo I e do tipo II para o problema?

(b) Qual é a regiao critica e o nivel de significancia do teste?

(c) Se a proporgao p de clientes que compram a marca Z do produto realmente aumentar para
80% apds a campanha, calcule a probabilidade dessa alteragao nao ser detectada.

Exc. 160. Sabe-se através de experiéncias passadas que, se uma determinada maquina estiver
ajustada, apenas 5% dos itens por ela produzidos serao defeituosos. Diariamente sao inspeci-
onados os primeiros 25 itens produzidos pela maquina. Se o nimero de itens defeituosos for,
no maximo 3, a producao continua sem interrupgao. Caso sejam selecionados 4 ou mais itens
defeituosos para-se a maquina para que ela seja ajustada.

a) Formule este problema como um problema de teste de hipdteses especificando as hipoteses
nula e alternativa.

b) Quais sao os significados praticos dos erros tipo I e tipo I1?

¢) Qual é a regiao critica do teste?

d) Qual é o nivel de significancia do teste?

e) Agora esqueca da regra até 3 pecas defeituosas em 25 testadas, e reponda a seguinte per-
gunta: O responsavel pela producao diponha a testar 50 pecas mas gostaria de ter, no maximo,
uma chance em 100 de parar desnecessariamente a producao para ajustar a maquina. Qual
deveria ser uma regiao critica para alcancar esse objetivo?
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Exc. 161. Um relatério de uma companhia afirma que 40% de toda a dgua obtida através
de pocos artesianos no Nordeste é salobra. H& muitas controvérsias sobre essa informacao,
alguns dizem que a proporcao é maior, outros que ¢ menor. Para esclarecer a divida, 30 pogos
foram sorteados e a afirmacao do relatorio foi considerada falsa se o nimero de pocos com agua
salobra for menor do que 8 ou maior do 16.

a) Formule esse problema como um problema de teste de hipdteses.

b) Interprete os erros tipo I e tipo II.

¢) Qual é a regiao critica do teste?

d) Qual é o nivel de significancia do teste?

Exc. 162. O Departamento de Esportes de um determinado clube de Sao Paulo esta seleci-
onando jogadores de basquete para o préximo campeanato paulista. Um dos testes aplicados,
que ¢ elimanatorio, consiste em solicitar ao jogador que arremesse 100 bolas da posicao de
arremessos livres. O clube pretende selecionar os atletas com aproveitamento superior a 50% e
para isso adota como a regra de decisao aprovar todo atleta que converter pelo menos 60 cestas.

(a) Formule este problema como um problema de testes de hip6teses especificando as hipdteses
nula e alternativa. Qual a regido critica adotada no teste? (Observacao: nula < 50%,
alternativa > 50%.)

(b) Desreva em palavras os erros de tipo I e de tipo II. Determine a probabilidade de erro de
tipo I. Qual o nivel de significancia do teste?

(c) Determine a probabilidade de que o clube deixe de selecionar um atleta cujo aproveitamento
seja na verdade de 70%.

Exc. 163. Suspeitamos que a moeda D. Pedro V de 200 Réis (do ano 1855) seja nao honesta,
pois o relevo da coroa num dos seus lados faz com que tal lado seja mais pesado e, consequen-
temente, a probabilidade da moeda cair com “cara” para cima deva ser maior que a de cair
com “coroa” para cima. Entao, para testar as hipotese

H:p=1/2
contra a hipdtese

A p>1/2,
onde p denota a probabilidade da moeda mostrar “cara” num lancamento, vamos lancar a
moeda 120 vezes, e caso observar 64 ‘caras ou mais, decidiremos a favor da hipdtese A; caso
contrarios, decidiremos a favor de H. Pede-se calcular o nivel de significancia desse teste.
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9.11.3 Exercicio sobre teste de hipoteses sobre média

Exercicio 164. REQUER VERIFICACAO. A diretoria do fabricante do refrigerante ” fresca-
cola’resolveu que retiraria o produto da linha de producao se a média de consumo mensal per
capita fosse menor que 8 litros, caso contrario continuaria a fabrica-lo. Sabe-se que o desvio
padrao da producao mensal é 2,2 litros. Foi realizada uma pesquisa de mercado, tomando-
se uma amostra aleatéria de 80 individuos e verificou-se que o consumo mensal médio do
refrigerante para eles foi de 7,4 litros. Formule o problema como um teste de hipoteses estatistico
e conclua, com base no nivel descritivo, se a diretoria deve ou nao retirar o ”fresca-cola”do
mercado, ao nivel de significancia de 5%. Justifique sua resposta.

Exercicio 165. REQUER VERIFICACAO. A FIESP quer avaliar o tempo ocioso em
consequéncia de acidentes de trabalho nesta década. Na década de 2000, a média de tal tempo
era de 60 horas/homem/ano. Ela entdo patrocinou um estudo em que se tomou uma amostra
de 100 industrias e observou-se que o nimero médio de horas/homem perdidas por acidente
ano passado foi 50 horas com um desvio padrao de 20 horas/homem.

(a) Formule o problema como um teste de hip6teses estatistico.

(b) Qual o significado dos erros de tipo I e tipo II no problema.

(c) Determine uma regiao critica para um nivel de significancia de 10

(d) Com base na regido critica construida em (c), vocé diria que houve redugao no tempo
perdido em acidentes de trabalho comparado com a década passada? Justifique sua resposta.

Exercicio 166. REQUER VERIFICACAO. E conhecido por certo, que o peso de bois de
uma fazenda segue distribuicao normal com média igual a 200 kg e desvio padrao igual a 10 kg.
Os bois comecaram a receber um alimento suplimentar, que nao pode diminuir o peso. Para
verificar que este alimento causa um aumento de peso, iremos colher uma amostra de 400 bois
e escolher entre as hipoteses

Hy : o peso da populagao tem distribui¢ao N'(200; 10%);

H, : o peso da populacio tem distribuigao A (p; 102) com u > 200

com base no peso médio dos bois da amostra. E desejado que o nivel de significancia do teste
seja 7%. Qual é a Regiao Critica do teste? Qual sera a resposta do teste, caso o peso média
amostral for 210 kg?

Exercicio 167. REQUER VERIFICACAO. E conhecido por certo, que o tempo de vida de
galinhas de uma certa fazenda segue distribuicao normal com média igual a 10 anos e desvio
padrao igual a 1 ano. As galinhas comegaram a receber um alimento suplementar que nao pode
diminuir o tempo da vida. Para verificar que este alimento causa um aumento do tempo de
vida, iremos observar 400 galinhas da fazenda e escolher entre as hipoteses

Hy : o tempo de vida da populacao tem distribuicao N(10;12); H4 : o tempo de vida da
populagao tem distribuigdo N (p; 12) com p10

com base no tempo médio da vida das galinhas da amostra. E desejado que o nivel de signi-
ficancia do teste seja 8%. Qual é a Regiao Critica do teste? Qual serd a resposta do teste, caso
o tempo de vida médio amostral seja 10,5 anos?

Exercicio 168. REQUER VERIFICACAO. Sabe-se que uma méquina de encher pacotes
de café coloca pé de café conforme uma distribuicao normal com o desvio padrao 0,05 kg. A
maquina foi regulada para que o peso médio de pacotes de café seja 0,5 kg. Desconfia-se que
ela se desregulou e coloca p6é em quantidade média menor que 0,5 kg. Para escolher entre

Hy : o peso dos pacotes produzidos pela maquina tem distribui¢ao N(0, 5; (0,05)?);

H, : o peso dos pacotes produzidos pela maquina tem distribuicao N (y; (0,05)?) com u < 0,5
colheremos 100 pacotes da producao e faremos o peso médio deles. E desejado que o nivel de
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significancia do teste seja 3%. Qual é a Regiao Critica do teste? Qual serd a resposta do teste,
caso o peso médio de 100 pacotes seja 4,987

Exercicio 169. REQUER VERIFICACAO. Em um estudo sobre o saldrio de empregadas
domésticas na cidade de Sao Paulo, foram sorteadas e entrevistadas 200 trabalhadoras. Sabe-
se que o desvio padrao desse salario 0,8 minimos. A amostra forneceu média de 2,5 salarios
minimos. Deseja-se testar se a média populacional dos salarios das empregadas domésticas na
cidade de Sao Paulo é igual a 3 salarios minimos ou é menor.

(a) Formule o problema como um teste de hip6teses estatistico.

(b) Determine uma regiao critica para um nivel de significancia de 5%.

(c) Com base na regiao critica construida em (b), qual é a sua conclusao? Justifique a
resposta.

Exercicio 170. REQUER VERIFICAQAO. Um fabricante de lampadas afirma que seu
produto tem duracao média de 400 horas. Uma amostra de 25 lampadas forneceu vida média
amostral igual ha 395 horas. Se o desvio padrao do tempo de vida das lampadas é igual ha 30
horas,

(a) formule o problema como um teste de hipéteses estatistico.

(b) Determine a regiao critica para um nivel de significancia de 0,05

(c) Com base nessa regido critica, qual é a conclusao?

(d) Determine a probabilidade do erro do tipo II, se o tempo médio de vida for 385 h.

Exercicio 171. (Ex.10.1 do livro “Estatistica basica” do P. A. Morettin ¢ W. O. Bussab
(pagina 234).) REQUER VERIFICACAO.

Teste sobre a média de uma populacao , com variancia conhecida.

Uma industria usa como um dos componentes das maquinas que produz um parafuso especial
importado, que deve satisfazer a alguns exigéncias. Uma destas exigéncias é a resisténcia a
tracao. KEsses parafusos sao fabricados por dois paises: Estados Unidos e Japao. Nos ambos
casos, a resisténcia dos parafusos a tragao segue a distribuicao normal. Para os americanos, a
média desta distribuigao é de 145 kg, e o desvio padrao é de 12 kg. Ja para parafusos japonénses,
a média é de 155 kg e desvio padrao é de 20 kg.

Um lote destes parafusos, de origem desconhecida, serd leiloado a um preco muito convi-
dativo. O edital do leiloeiro afirma que, pouco antes de leilao, serda devulgada a resisténcia
m’edia de uma amostra de 25 parafusos do lote. O representante da industria no leilao resolve
concluir que o lote contém parafusos japonéses se a média amostral acusar um valor > 150 kg,
e concluir que sao parafusos americanos. Em caso que a conclusao dele seja “os parafusos sao
japoneses”, ele comprara o lote.

(a) Formule este problema como um problema de testes de hip6teses especificando as hipdteses
nula e alternativa. Qual a regiao critica adotada no teste?

(b) Desreva em palavras os erros de tipo I e de tipo II. Determine as probabilidades de erro
de tipo I e de erro do tipo II. Qual o nivel de significancia do teste?
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9.12 Solucoes dos exercicios sobre Teste de Hipodteses
para Proporcao

9.12.1 Solucoes dos exercicios da Segao 9.11.1

Solugao do Exc. 142(a). O raciocinio que leva ao célculo do nivel de significancia profere-se
“no ambiente alegado pela Hipdtese Nula”. A execugao técnica disso segue o seguinte manda-
mento: assumir que a hipdtese nula é verdadeira e calcular a probabilidade da Regra de Decisao
rejeitar a verdade, quer dizer, rejeitar a Hipétese Nula. Tal probabilidade ¢é, pela propria de-
finicao, o nivel de significancia do teste. Ao executar tal calculo, é precisa ter em mente que sua
abordagem nao significa que a realidade coincide com a alegacao da Hipdtese Nula. Para que
isso esteja claro, eu vou usar frase do tipo “qual seria a probabilidade de erro se a Hipétese Nula
fosse verdade”, e também vou chamar por “realidade virtual” o ambiente no qual proferem-se
os calculos.

Um outro principio que ampara o calculo do nivel de significancia é que tal calculo faz-se
imaginando que a amostra ainda nao tinha sido proferida. Desse ponto de vista, o resultado de
amostragem torna-se uma variavel aleatoria.

Entao, assumimos a realidade virtual alegada pela Hipotese Nula. Nessa realidade, a quan-
tidade de bolas pretas a serem vistas na amostra de tamanho n = 30 segue a distribuicao
Bin(30, 0,3). (Realgo: “0,3” surgiu na distribuigao pois hd 30% de bolas pretas na piscina, de
acordo com a realidade virtual assumida.) Para a comodidade na exposi¢ao, denotamos por X
a varidvel aleatéria com a distribuigao Bin(30, 0,3). Recordamos que a Regra de Decisao irao
dizer que a proporgao de bolas pretas na piscina nao é 30% se X assumir valores na Regiao
Critica da Regra; tal regiao é {10, 11,...,30} no presente exercicio.

> Na verdade, sabemos que a Rerga de Decisao nao somente rejeita que “p = 0,3” mas afirma que
“p = 0,4", quer dizer, junto com a rejeicao da Hipotese Nula vem a afirmacao precisa sobre o
valor alternativo de p que estd valido na visdo da Regra. Tal precisao é impossivel quando a
Hipétese Alternativa nao é precisa. Isso é o caso muito comum. Portanto, com o intuito de dar
a maior generalidade ao presente argumento, eu escrevi acima “a Regra rejeitard que p = 0,3”
ao invéz de “a Regra aceitard que p = 0,4”.

Portanto,
P[X € {10, 11,...,30}]

¢ a probabilidade da Regra errar no ambiente da realidade virtual alegada pela Hipdtese Nula.
Juntando as pecas, concluimos que nos interessa é

P[X € {10, 11,...,30}], onde X ~ Bin(30, 0,3) (9.38)

Para calcular o valor da probabilidade em interesse, usamos a primeira coluna da Tabela na
Figura 9.3. A resposta seria o valor da seguinte somatoria

PX=10]+P[X =11]+...+ P[X = 30]
Mas o mesmo valor é
1 - (PIX=0+P[X=1+...+P[X =9))

enquanto que seu calculo é mais curto. Entao, a resposta, quer dizer, o nivel de significancia
perguntado é

1 — (0,000023 + 0,0003 + 0,0018 + 0,0072 + 0,0208 + 0,0464 + 0,083 + 0,122 + 0, 150 + 0, 157)
= 0,411477 = 0,41
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O valor é meio alto para os padroes de aplicagao, mas isso nao deve nos chatear, pois nosso
objetivo aqui é puramente tedrico.
Solucao do Exc. 142(b). J& que 13 estd na Regiao Critica da Regra de Decisao, entao —
devido a prépria definicao da Regiao Critica — devemos rejeitar a Hipotese Nula. A resposta
formal soa assim: “Ao nivel de significancia de 0,41, com a observacao de 13 bolas pretas na
amostra de 30, deve-se rejeitar a Hipotes Nula, isto é, deve-se rejeitar que a proporcao de bolas
pretas na urna é 0,3”.

A observagao “13 bolas” na amostra de tamanho 30 caiu na regiao definido como a regiao
de rejeicao da Hipdtese Nula, a que afirma que a proporcao de bolas pretas na populacao é 0,3.
Entretanto, na validade da Hipotese Nula, as observagoes poderiam assumir valores da Regiao
Critica; isso aconteceria com a probabilidade 0,411 (que é o nivel de significancia correspondente
a Regiao Critica). Portanto, a Regra de Decisao aplicada rejeita com a probabilidade 0,411
a Hipotese Nula quando essa é verdadeira. Na pratica, isso significa que a observagao “13”
poderia acontecer sob a validade da Hipdtese Nula, embora tal observacao foi a razao para a
rejeicao dessa hipdtese.

Solucgao do Exc. 143(a). Como a Hipdtese Nula agora é a hipdtese que afirma que p = 0,4,
entao a realidade virtual para a qual faremos as contas é que a proporcao de bolas pretas na
piscina é 0,4. Ao representar por variavel aleatoria X a quantidade de bolas pretas a sere vista
na amostra a ser retirada (a amostra é de tamanho n = 30), temos que X ~ Bin(30, 0,4).
Ao juntar isso com o formato da Regiao Critica definido pelo enunciado do presente exercicio,
conclui-se que o correspondente nivel de significancia é

P[X €{0,1,...,9}], onde X ~ Bin(30, 0,4) (9.39)

O célculo desse valor usa a segunda coluna da tabela apresentada na Figura 9.3.

Comentario I acrescido em 03/12. Em solugées de exercicios sobre teste de hipdteses as
férmulas (9.38) e (9.39) sao apresentadas da seguinte maneira alternativa:

IP[X > 10] ao envez de IP [X € {10, 11,...,30}],IP[X < 9] ao envez de IP [X € {1, 2,...,9}]

(9.40)
E ébvio que os sinais “>" e “<” nas probabilidades da primeira coluna nao podem ser trocadas.
Apesar disso, o uso de desigualdade errada é o erro mais frequente que vi nas provas
de alunos da disciplina Estatistica Basica e afins. Eu nao identifiquei a razao objetiva por traz
desse erro e portanto nao consigo criar exercicios auxiliares que lhe ajudariam a se vacinar
contra o erro. So6 posso lhe pedir a atencao no uso de desigualdade.

Solucao do Exc. 143(b).

A solugao do Exc. 144 ¢ parecida com a do Exc. 142. A diferenca principal é que agora
n = 20, fato que faz com que a distribui¢ao de X agora é Bin(20, 0, 3).

A solugao do Exc. 145 é parecida com a do Exc. 143. A diferenga principal é que agora
n = 20, fato que faz com que a distribui¢ao de X agora é Bin(20, 0,4).

A solugao do Exc. 146 ¢ parecida com a do Exc. 142. A diferenca principal é que agora
n = 100, fato que faz com que a distribui¢ao de X agora é Bin(100, 0, 3). Para valor tal alto de
n é comodo usar a aproximacao de Binomial pela normal. Sabe-se que varidvel aleatoria normal
Y serd boa aproximagao para X se a média de Y coicidir com a média de X e a variancia de
Y coincidir com a variancia de X. J& que X é binomial, sabemos que E[X] = 100 x 0,3 = 30
e Var[X| =100 x 0,3(1 — 0,3) = 21. Portanto o valor da nivel de significancia, cuja expressao
exata é

P[X € {37,38,...,100}], onde X ~ Bin(100, 0,3)
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aproxima-se pela

P[Y >37], onde Y ~ N (30, 21)
Solucao do Exc. 147. A ser colocada.

Solucao do Exc. 148(a). Como H : p=0,3 e A:p= 0,4 entdo a divisdo entre os possiveis
valores de X (o nimero de bolas pretas na amostra) deve seguir a regra: observa-se valor grande
de X = aceita-se A; observa-se valor pequeno de X = aceita-se H. Portanto, a Regiao Critica
deve ter o formato ¢,¢ +1,...,30. Com todas estas definigdes, o nivel de significancia («) é

P[X € {¢,t+1,...,30}], onde X ~ Bin(30;0,3)

Por exemplo, se ¢ = 19, entao, de acordo com os valores da primeira coluna da tabela na
Figura 9.3, tem-se:

a =IPX =19+ P[X =20] + ...+ [P[X = 30]
= 0,000125 + 0,00003 + 0,000006 + 0,000001 + 0, 00000016 + valores insignificantes pequenos
= 0,00016216

O resultado nao deu 5%, e é por isto que a Regiao Crirtica no caso nao é {19,20,...,30}. A
tarefa é achar ¢ para que o resultado da conta do tipa acima desse 0,05 (5%, quer dizer).

9.12.2 Solucgoes dos exercicios da Seca 9.11.2

Solugao do Exc. 154. Resposta em (a). Denotado por p a propor¢ao populacional das pessoas
para as quais a nova droga provoca efeitos colaterias, temos que o problema do enunciado pode
ser reformulado como o problema de escolha entre

H (a hipétese nula): p = 0,6 e

A (a hipétese alternativa): p < 0, 6.

Observe que o rétulo “nula” recebeu aquela das duas hipdteses que tem a afirmacao precisa,
isto é, aquela que afirma a igualdade.

Observe também que a distribuicdo dos nomes “nula” e “alternativa” por hipdteses nao
tem nada ver com que uma das hipdteses seja “positiva” ou “desejada” enquanto que a outra
seja a obra do advogado do diabo. No presente caso, por exemplo, todos nés desejamos que o
novo remédio tenha eficacia elevada, quer dizer, todos queremos que a hipdtese p < 0,6 venca.
Outrassim, essa hipdtese adquiriu o nome “alternativa’”.

Resposta em (b). Para resolver item (b), precisamos fingir que a realidade corresponde a
afirmacao da hipdtese nula e nos colocar no eixo de tempo antes da aplicacao experimental
da droga num grupo de pacientes com o objetivo de estudar os efeitos colaterias. De acordo
com o enunciado do item (b), este grupo tem 19 pacientes. Do ponto de vista da posi¢ao de
“antes” posicao, o numero de pacientes dentre dos 19 a serem testados, que apresentarao efieto
colateral, é uma variavel aleatoria. Denotamos esta por X. Como “fingimos” que a hipdtese
nula corresponde a realidade, temos portanto que

X tem distribuicao binomial comn =19 e p=0,6

A determinagado da distribuicdo da quantidade a ser observada (é a que foi denominada
acima por X) é um dos ingredientes da solu¢do. O segundo ingrediente é a determinagao da
regiao critica. Recordamos que “regiao critica” é nome para o conjunto dos valores de X para
os quais a regra rejeita a hipotese nula. A regra da construgao deste conjunto esta embutida
no enunciado de exercicio e revela-se para nds logo que formulamos as hipdteses. Esta é o
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principio genérico. Eis como ele realiza-se no presente caso. As hipéteses descordam entre si
sobre o valor de p e esta descordancia pode ser resumida verbalmente da seguinte maneira: a
hipdtese alternativa afirma que o valor de p é menor do que aquele afirmado pela hipétese nula.
Formularemso agora a repercurcao desta descordancia na distribuicao de X: se a verdade for a
da afirmacao da hipdtese nula, entao a distribuicao de X é aquela descrita acima, enquanto que
se a verdade for da hipdtese alternativa entao o parametro p desta distribuicao deve ser menor
que 0,6 e, consequentemente, X deve assumir valores pequenos com probabilidades maiores.
Esta consequéncia é o fundamento para a regra da decisao a ser tomada com base na observagao
do valor de X: se a valor for pequena - rejeitar a hipdtese nula, caso contrario - aceitar esta
hipétese. A mesma coisa pode ser dita com o emprego da informacao de que X assume valores
em {0,1,2...,19} seja para p = 0,6 ou seja para p > 0,6: se X assumir valor no conjunto
{0,1,2...,k} - rejeitar a hipétise nula, ja se for do conjunto {k + 1, k+2,...,19} - aceitar a
hipétese nula. E evidente que ainda nao dissemos nada sobre o valor de k que apareceu nos
conjuntos. Sobre este versaremos daqui a pouco. Agora sé concluimos a resposta na pergunta
de identificacao da regido critica: este é o conjunto {0,1,2...,k}. Denotaremos este por RC,
isto é:
RC=A0,1,..., k}

O valor de k, extremo direito da RC, vira do valor que desejamos a ser atingido pelo nivel

de significancia de nosso teste (recorde, o nivel de significancia denota-se por «). A relacao

deste com k é dada via
a=P[X eRC]=PI[X <Kk,

onde — vale lembrar — a distribuicao de X ¢é a que foi construida com base no pressuposto da
validade da afirmac@o da hipdtese nula. Ela é Bin(19; 0,6). Eis a tabela dela:

2.748779e-08 10 1.464269e-01
7.834020e-07 11 1.797058e-01
1.057593e-05 12 1.797058e-01
8.989538e-05 13 1.451470e-01
5.393723e-04 14 9.330877e-02
2.427175e-03 15 4.665439e-02
8.495114e-03 16 1.749540e-02
2.366496e-02 17 4.631134e-03
5.324616e-02 18 7.718557e-04
9.761796e-02 19 6.093597e-05

© 00 1O Ul Wi~ O

Usando a tabela, precisamos achar k que corresponde a valor 9% de «, ou, se tal valor nao
existir, ao valor mais préoximo a 9%. Somando os valore da tabela, tem-se que

P[X < 7] =0,0352279
P[X < 8] =0,08847406
P[X < 9] =0,1860920
P[X < 10] = 0,3325190

Estes valores indicam que k = 8, quer dizer a regido critica é {0,1,---,7,8}.

Resposta em (c) Tem-se diretamente do enunciado do item que
Re=1{0,1,...,117,118}

Para calcular o nivel de significancia («) é precisa entender que, do ponto de vista de antes da
contagem do numero dos pacientes, que apresentam efeitos colateiras, tal nimero pode ser visto
como uma varidvel aleatdria (a ser denotada por X) e que essa tem a distribui¢ao Bin(200;0, 6)
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caso a hipdtese nula for verdade. Ressalvo que nao sabemos por certo qual das duas hipoteses
é v erdade, mas o calculo do nivel de significancia calcula-se sob a suposicao da verassidade da
hipétese nula,e essa, no caso é “p = 0,6”. Como, pela propria definicao, o nivel de significancia
¢ a probabilidade de rejeitar a hipétese nula quando ela é verdadeira, tem-se que

a=IP[X € R¢] = P[X <118] onde X ~ Bin(200;0,6)

Como E[X] = 200 x 0,6 = 120, Var[X]| = 200 x 0,6 x (1 — 0,6) = 48, entdo X pode ser
aproximada pela Y ~ A(120; (6,93)?), aproximagao essa que da:

118 — 120

P[XgllS]zP[YﬁllS]:P{Zg 03

} =IP[Z<0,29] =1—0,6141 ~ 0,39

Com o resultado “119 pessoas das 200 tratados com nova droga apresnetaram efeitos cola-
terias” a hipdtese nula nao serd rejeitada pois 119 esta fora da Re. Isso significa em termos
do enunciado, que o teste cujo nivel de significancia foi 0,39 nao aceitou a afirmacao do labo-
ratério que sua nova droga diminui o efeito colateral para mais baixo que 60% dos paciente que
a tomam.

Solucao do Exc. 155. Resposta em (a). Denotamos por p a probabilidade da moeda
considerada a dar “cara” num lancamento. Responderemos a questao com uso desta notagao.
Isto nos permitird a aproveitar esta resposta nas respostas aos itens (b) e (c).

Segundo o acordo de nomenclatura, uma moeda chama-se honesta se p = 0,5. Portanto, a
divida de se nossa moeda seja honesta ou nao pode ser expressa como a tarefa de escolha entre
as duas seguintes hipdteses:

p = 0,5, afirmacao a ser rotulada “hipétese nula” e denotada por H; e:
p # 0,5, afirmagao a ser rotulada “hipotese alternativa” e denotada por A.

Quanto a tarefa de descricao da regra de decisao, notamos que tal regra foi formulada no
enunciado da seguinte maneira: “adotamos o seguinte critério: consideramos a moeda nao
honesta se o resultado for menor do que 8 ou maior do que 16”. Esta estao é a resposta na
tarefa.

Quanto a descricao da regiao critica, comecaremos com o lembrete de que esta é o conjunto
das observacoes que nés levam — segundo o critério adotado — a nao aceitar a hipdtese nula.
Portanto, a regiao critica compoe-se dos valores menores que 8 e maiores que 16. Podemos
ainda descrever a regiao com precisao maior, pois sabemos que nossa observagao serd um valor
natural nao maior que 24 (j& que esta observagao serd o ntimero de “caras” que aparecerao em
24 langamentos da moeda). Logo, segue-se a seguinte descri¢ao da regiao critica:

RC ={0,1,2,...,6,7,17,18,...,23,24}

Resposta em (b). Introduziremos a variavel aleatéria que corresponde ao nimero de caras a
serem obtidas em 24 lancamentos da moeda a serem feitos conforme “planejado” pelo enunciado
do exercicio. Denotaremos esta por X. Esta vai ser usada no calculo do nivel de significancia
do teste. Para a execucao deste cédlculo, precisamos agir como se fosse que a hipdtese nula seja
verdadeira. Isto significa que assumimos — apesar de nao haver nenhuma razao real amparando
tal pressuposto — que p é igual 0,5. Este pressuposto nos permite a caraterizar precisamente
a distribuigdo de X: esta é Bin(24;0,5). A partir dai, podemos calcular a probabilidade de X
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assumir seu valor dentro da regiao critica do teste, o que é — pela prépria definicao — o nivel de
significancia (recorde, a notacao para este é «). Eis o célculo:
a=P[X € RC| (onde X ~ Bin(24;0,5))
=P[X <T7+P[X > 17]
=PX=0/+---+P[X =7+
+PX =17+ + P[X = 24]

Para fechar a conta, usaremos os valores da distribui¢ao binomial com n =24 e p = 0,5 a qual
foi obtida com auxilio do pacote estatistico R. Eis a tabela de seus valores:

0 5.960464e-08 9  7.793331e-02 18 8.022547e-03
1 1.430511e-06 10 1.169000e-01 19 2.533436e-03
2 1.645088e-05 11 1.487818e-01 20 6.333590e-04
3 1.206398e-04 12 1.611803e-01 21 1.206398e-04
4 6.333590e-04 13 1.487818e-01 22 1.645088e-05
5 2.533436e-03 14 1.169000e-01 23 1.430511e-06
6 8.0225647e-03 15 7.793331e-02 24 5.960464e-08
7 2.062941e-02 16 4.383749e-02

8 4.383749e-02 17 2.062941e-02

Somando os valores, temos que P[X < 7] = 0,03195733 e que P[X > 17] = 0,01132792. Por
fim, entao, temos a resposta: a = 0,03195733+40,01132792 =~ 0, 043, ou, o nivel de significancia
¢ 4,3% aproximadamente.

Resposta em (c). A pergunta (c) faz parte das perguntas do tipo “o que seria se p da moeda
tivesse um valor especifico”. Vale nota que fazer tal pergunta nao significa saber o valor
verdadeiro de p (no presente caso, por exemplo, ninguém afirma que a moeda testada possui
p =0, 3; é uma pergunta hipotética: “o que seria, se fosse...”).

Entao, vamos fingir que p = 0,3 e vamos calcular a probablidade de que a regra de decisao
erre, quer dizer, conclua que a hip6tese nula é valida (sendo que a hipdtese nula afirma que
p = 0,5, estd claro onde esta o erro). Vale mencionar que a conta a ser feita para p = 0,3,
sendo repetida para todos os valores de p diferentes de 0,5, dard a informacao suficiente para
deduzir a funcao de poder do teste. Isto revela a ligacao da presente questao com o conteido da
aula teodrica onde menciona-se o Poder de Teste. Cabe, porém, a ressalva: a aula nao foi além
da mencao e nao apresentou nem o célculo da Fung¢ao de Poder de Teste, nem sua aplicagao.

Nosso procedimento é muito parecido com o que usamos para o calculo de nivel de signi-
ficancia. N6s vamos nos colocar no eixo de tempo antes do experimento (o qual é 24 langamentos
da moeda) mas depois de ter assumido que o p da moeda é 0,3. De nosso ponto de vista, a
quantidade de “caras” a aparecer neste experimento é uma variavel aleatoria. Denotaremos
esta por Y. Temos que

Y tem a distribui¢ao Bin(24;0, 3)

pois Y contara a nimero de “caras” em 24 lancamentos de mesma moeda, sendo que a proba-
bilidade de obter “cara” em cada um deles é 0, 3.

Com uso de Y podemos expressar a probabilidade que a regra de decisao aponte na hipétese
nula:

IP Y assumir valor fora da RC] =
=P[Y =8|+ P[Y =9+ -+ P[Y = 16]
onde Y tem a distribuigao Bin(24;0, 3)

Para fechar a conta, consultaremos a tabela da distribuicao binomial com os parametros n = 24
e p=0,3. Eis esta (obtida com auxilio do pacote estatistico R):
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1.915812e-04 9  1.221813e-01 18 6.134836e-06
1.970550e-03 10 7.854515e-02 19 8.302786e-07
9.711995e-03 11 4.284281e-02 20 8.895842¢-08
3.002341e-02 12 1.989131e-02 21 7.261912e-09
6.867768e-02 13 7.869088e-03 22 4.243975e-10
1.177332e-01 14 2.649795e-03 23 1.581605e-11
1.597807e-01 15 7.570842e-04 24 2.824295e-13
1.760849¢e-01 16 1.825114e-04

1.603630e-01 17  3.680902e-05
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A resposta final é 0,435 aproximadamente.
Solucao do Exc. 156 a ser acrescida.
Solucao do Exc. 157(a). R.= {73,74,...,100}.
a=IPP[X € R, onde X ~ Bin(100;0,7)
Usando a aproximagao de X pela Y ~ A(70;21) temos (abaixo, Z ~ N(0, 1%)):

73— 170
V21

a%lP[YZ?i’)]:jP[Zz }:1—0,742220,2578

(b) Seja p a proporcao de alunos aprovados pelo novo método e X a v.a. nimero de alunos
aprovados dentro da amostra de 100 alunos monitorados. O teste sera realizado para:

Hy: p=0,7
« Hy: p>0,7
A regido critica tem o seguinte formato:
RC ={c,c+1,...,99,100}
Fixando a = 10%, podemos determinar o valor de ¢ a partir da relacao
0,1 =P(erro I) (9.41)

Sabemos que, sob a hipétese nula, X ~ Binomial(100; 0,7). Dessa forma, a equacao
(9.41) adquira a seguinte forma:

0,1 =IP[X > |, ondeX ~ Binomial(100; 0,7)

A v.a. X serd aproximada pela v.a Y ~ N(np; np(1l —p)), onde n = 100 e p = 0,7, ou sejaq,
pela Y ~ N(70; 21). A aproximagcao nos dé:
0,10 = P(Y > ¢)
Yy _ _
0.10 = P np > c—170
vnp(l—p) — V21

c—T0
0,10=P(Z >
(22 57)
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Consultando a tabela da distribuicao normal padrao teremos:
c—"70
V21

~ 1,28

c~1,28(v/21) + 70
¢~ 75,87

Portanto
RC={Y:Y >7587}={X:X >76}

Para uma proporgao amostral p = 0,74 devemos ter um valor z = 74, seque que x ¢ RC e
portanto, para um nivel de significancia a = 10%, nao rejeitamos Hy, ou seja, no resultado “74
aprovados numa amostra de 100 alunos” nao hé evidéncias, ao nivel de significancia de 10%,
de que a aprovacao pelo novo método aumentou.

Solucao do Exc. 158. Seja p a porcentagem dos carros que atravessam a fronteira levando
contrabando apods o plano ser colocado em pratica. Os inspectores desejam decidir entre

O nivel de significancia é dado por
IP[X < 15] onde X ~ Bin(200;0,1)

Como E[X] =200x0,1=20e Var[X] =200 x 0,1 x (1—0,1) = 18, entao, pela aproximacao
de binomial por normal, temos

PlY <15|=P(Z<(15-20)/V18) =P(Z < -1,17)=1—-P(Z > 1,17) = 0,121
quer dizer, o nivel de significancia do teste é 0, 121.

Solucao do Exc. 159. Sao duas alternativas, entre as quais o dono do supermercado quer
(ou precisa) escolher:

1-a: A marca Z de um produto estd responsdvel por 50% das vendas do produto;
2-a: A marca Z estd responsavel por uma porcentagem maior que 50% das vendas do produto.
Se quizer, pode iterpretar as alternativa da seguinte maneira:

1-a: A campanha promocional nao mudou a popularidade da marca Z e esta continua ser
responsavel por 50% das vendas do produto;

2-a: A campanha promocional foi eficiente — conforme os promotores garantem — e a marca
Z tornou-se mais popular, isto é, comegou a ser responsavel por uma porcentagem maior
que 50% das vendas do produto.

Seja que foi a interpretacao das duas alternativas, a “matematizagao” das mesmas ¢é a
seguinte:
(i) suponhamos que detro de cada consumidor ha uma moeda que esta sendo langada cada vez
que o consumidor escolha a marca do produto; (ii) suponhamos que na “cara” da moeda, o
consumidor compra a marca Z, e na “coroa” compra qualquer outra marca; (iii) suponhamos
que todas as moedas sao independentes e tém a mesma probabilidade de dar “cara”, a qual
sera denotada por p. Entao, a exressao matematica das duas alternativa é:
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l-a: p=10,5;
2-a: p>0,5.

Observo que nao é 6bvio (para alunos) que as alternativas acima descritas em palavras tenham
a expressao matematica como a de cima. Na verdade, tal expressdo matemadtica é o nosso (os
professores) modelo probabilistico para a situagdo na qual encontra-se o dono do supermercado.
E honestamente falando, ao inventar esta situacao, ja partimos deste modelo probabilistico. Seja
como for o caminho, alunos devem aprender a enchergar exatamente este modelo por traz da
descricao verbal. Pois se o modelo for outro, o método de sua andlise seria diferente daquele
ensinado no nosso curso.

Agora a duvida é qual das duas alternativas levara o nome “Hipdtese Nula” e qual o nome
“Hipdtese Alternativa”. O método da escolha neste caso é muito simple: a que tem informacgao
exata sobre (o desconhecido) valor de p deve ser a NULA! Isto por que faremos as contas (e
as conclusoes baseadas nor resultados das contas), assumindo que a hipdtese nula € verdade.
Entao, com este pressuposto, e com a escolha da 1-a alternativa no lugar da hipotese nula,
teremos nas maos o dado “p = 0,5”. Com este dado, podemos fazer contas. Ja no caso oposto,
quer dizer, no caso da ecolha da 2-a alternativa para a hipétese nula, teremos o dado “p > 0,5”.
Com este dado nao da para fazer muita conta. Resumindo, eis nossa escolha:

H:p=20,5;
A:p>0,5,

onde “H” significa “hipdtese nula” e “A” significa “Hipdtese alternativa”.

Deve ser entendido que no ambiente do Teste de Hipotese nao assume-se que saberemos
qual das duas é verdade de verdade, e qual é falsa de verdade. Faremos s6 um teste e este vai
apontar para aquela das duas que ele (o teste, quer dizer) acha que seja verdadeira. Portanto,
podem, a principio, ocorre erros de dois tipos. Estes erros estao descritos abaixo ja com os
nomes corretos:

Erro tipo I: E quando nosso teste aponta na hipdtese alternativa como a verdadeira enquanto
que na verdade a hipdtese nula é verdadeira;

Erro tipo 1I: E quando nosso teste aponta na hipétese nula como a verdadeira enquanto que
na verdade a hipdtese alternativa é verdadeira.

E fécil decorrar a “numeracao” dos erros: o no qual o teste erra de acertar a hiodtese nula
chama-se “do tipo 1”7, enquanto que o no qual o teste erra em acertar a hipdtese alternativa
chama-se “do tipo II”.

Nosso teste sera baseado em ntimero das pessoas, dentro das 18 intervistadas, que escolham
a marca Z do produto. Apriori, este nimero pode ser qualquer um entre 0 e 18. No enunciado
estd dito que se for 14 ou mais, entao a decisao serd que a hipotese nula é verdadeira. O
conjunto dos valores que levam o teste a decidir pela veracidade da hipétese alternativa chama
se regido critica do teste. Portanto, {14,15,16,17,18} é a regiao critica no presente caso.

O nivel de significancia de teste é a probabilidade do Erro do Tipo I. Voltando a defini¢ao
deste erro, podemos ver que esta é a probabilidade de que dentro das 18 intervistadas, no
minimo 14 escolherao a marca diferente de Z, mas sendo que dentro de cada um dos 18 ha
moeda cuja probabilidade de dar “cara” é p = 0,5. (Volte acima no texto para lembrar como,
dentro de nosso modelo probabilistico, pessoas escolham entre a marca 7Z e outras marcas do
produto. Observe que adotamos p = 0,5 pois o Erro Tipo I significa errar na situacao em qual
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a hipotese nula é verdadeira. Isto implica no que todas as contas podem ser feitas com base no
pressuposto que p = 0,5.)

Para formalizar a conta e chegar ao valor numérico, introduzimos a variavel aleatoria X
como o numero das pessoas, dentro das 18, que prefirirao a marca 7, e observaremos que X
tem a distribuicao binomial com os parametros n = 18 e p = 0,5. Portanto,

o nivel de significancia do teste =
a probabilidade do Erro do tipo I =
= ]P[X pertencer a regiao critica], quando H é verdade
= P[X >14], quando X ~ Bin(18; 0,5).

Para chegar no valor, faremos aproximacao de binomial pela normal. Precisamos saber que
E[X]=18-0,5=9e¢ Var[X]| =18-0,5(1 — 0,5) = 4,5 = o[X]| = 2,12. Entao:

14 -9
2,12

Y

P[X >14] = JP[Zz ]ZP[ZZQ,SQ]%0,0L

Este valor é o nivel de significancia do teste. Comentaria que este é muito baixo, o que é bom,
pois significa que errar na escolha da hipétese nula, enquanto ela é verdadeira, tem probabilidade
baixa de acontecer.

Solucao do Exc. 159(c). Separei este item dos (a) e (b) pois situagdo aqui ndo pode ser
misturada com a destes dois itens. Pois em (a, b) nao sabiamos precisamente o valor de p sob a
validade da hipétese alternativa. Aqui, no (c¢) — sabemos sim. Como é que isto poderia ter ocor-
rido? Imagine que a equipe de promotores de venda fizeram um estudo meticulosos (com muito
mais que as 18 pessoas mencionadas no enunciado) e descubriram que com absoluta certeza que
a moeda em cada pessoa (aquela que determia a escolha entre a marca Z e as outras marcas)
tornou a ter p = 0,8. Sé que o resultado do trabalho dos promotores foi informado para o
dono do supermercado por um estagiario, que confundiu-se e informou ao dono somente que
p havia aumentado. Entao imagine esta equipe de promotores sentados no escritoria deles e
pensando assim: “Ail O dono nao sabe que p foi para 0,8. Ele vai aplicar teste em 18 pessaos
conforme descrito no enunciado. O teste pode dar errado (recorde: é o Erro do tipo II, em
nossas nomenclatura). Caso der, o dono concluird que nosso trabalho de promogao foi em vao.
Vai ficar bravo! Com qual probabilidade isto vai ocorrer?”

Entao, a pergunta acima formulada é calcular a probabilidade do erro do tipo II sob a
informagao adicional de que p = 0,8, ou, em palavras mais extas: a probabilidade do teste
decidir a favor da hipétese nula, enquanto, na verdade, p = 0, 8. Nossas contas, portanto, serao
feitas com o pressuposto de que p = 0, 8. Aproveitamos da varidvel aleatoria X introduzida na
solugao do item anterior. S6 que agora tem-se: X ~Bin(18, 0,8). E outra diferenga na conta
em comparacao com a ja feita: precisamos a probabilidade de decidir a favor da hipétese nula.
Recordamos que a decisao serd assim caso X assumir valores nao maiores que 13. Juntando
tudo isto, escrevemos o que é precisa:

IP[X < 13], onde X ~ Bin(18; 0,8).

Para achar o valor desta probabilidade, precisamos saber que IF [X } = 18.0,8 = 14,4, Var [X } =
18-0,8(1—0,8) =2,88 = o[X]|~1,7. Entéo:

13— 14,4

P[X <13] = P[Zg ]P[Z§—0,82]z0,2.

)

Sao 20% de chances de injusticar o resultado do trabalho dos promotores em funcao do desco-
nhecimento do fato que p = 0,8 por lado do dono de supermercado.
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Observagao: Eu deveria ter mais cuidado e em momentos da aproximacao de binomial pelo
normal, substituir “>” por “>” e “<” por “<”. Isto é P[X > 14] = P[X > 15] = P[Y > 15}
e P[X < 13] = P[X < 12} = ]P[Y < 12] para apropriadas variavies aleatérias normais Y .
Refaca as contas voceé.

Solugao do Exc. 160 a ser acrescida.

Solugao do Exc. 161 a ser acrescida.

Solugao do Exc. 162 a ser acrescida.

Solugao do Exc. 163 a ser acrescida.
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9.12.3 Solucoes de exercicio sobre teste de hipoteses sobre média

Solucdo do Exc. 164. REQUER VERIFICACAO.
H: o = 8 (entrou no lugar de “u > 8” para permitir que fizermos as contas);
A: < 8, onde p é a média (populacional!!l) do consumo mensal.
Faremos X,,, a média com base em consumo mensal de n pessoas a serem escolhidas alea-
toriamente. Naturalmente,

se X,, for pequeno, é precisa aceitar A,
se X, for nao pequeno, é precisa aceitar H.

Portanto
RC =1[0; k.

O valor observado de X,, (com n = 80) for de 7,4. O ND correspondente a tal observacao é:
ND = IP[Xg € [0, %, #]],

sendo que a probabilidade calcula-se sob a verassidade da hipétese nula. Sendo que

X80: 1+80 807

onde X7, ..., Xg sdo independentes (por suposi¢ao da amostragem aleatéria) e IE[X;] = 8 (por
termos aceito a hip6tese nula para fins do célculo), e o[ X;] = 2,2 (dado do enunciado), temos

que
- 2,2
Xgo ~ i I

Com isto pdoemos fazer contas:

ND = IP[Xs € [0, ¥, }]] = P {Z< 14-8

=P |Z < -1,13] =0,23.
- 0,53} Z=-113 ’

ND=23% ¢ maior que 5% desejados para o nivel de significancia do teste e portanto a hipétese
nula deve ser aceita.

Solucdo do Exc. 165. REQUER VERIFICACAO. O primeiro passo é identificar a dis-
tribuicao cuja média estd em foco de nossa atencao conforme avisamos no paragrafo acima.
Bom, esta distribuigao é a distribui¢ao de horas/homem/ano perdidas em consequéncia de aci-
dentes de trabalho. Vocé, meu querido/a aluno/a deve imeginar a seguinte situagao: todas as
industrias sao enumeradas de 1 a um certo niumero N, e em cada uma delas ha o niimero de ho-
ras/homem/ano perdidos que segue uma certa distribui¢do, a mesma para todas as indistrias,
porém desconhecida.

Talvez, seja demais pedir de sua imaginagao que veja o nimero de horas/homem /ano numa
industria como uma variavel aleatéria. Para facilitar esta tarefa, sugiro que pense que hoje
é o comeco de ano e que estes horas perdidas que acontecerao no decorrer de um ano serao
observados, e seu numero sera dividido pela quantidade de trabalhadores da industria.

O formalismo matematico da situacao, que vocé deve imaginar conforme meu pedido, é
assim:

(a) X; denota a varidvel aleatéria que corresponde ao ntimero de horas/homem/ano perdidas
na industria 1,

(b) as varidveis aleatérias X, ..., X, sdo independentes e cada uma tem a mesma distribuigao.
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Denotaremos por p a média de cada variavel aleatéria: p = IF [XZ}, e denotaremos por o2 a

variancia de cada varidvel aleatéria : o2 := Var [XZ] Notarei que o exercicio pergunta sobre a
média, mas a variancia vai ser necessaria para responder a pergunta.

O exercicio nos diz que a média de horas/homem/ano na década de 2000 era 60. Isto
quer dizer o seguinte: em cada industria foram obervadas os valores de horas/homem/ano
e foi calculada a média destes valores. Média amostral é o nome para esta. FEla era 60.
Observe que a amostra era emensa pois foram analizadas todas as industrias, e ainda mais:
cada uma delas contribui com 10 valores pois a década contem 10 anos. Entao naturalmente,
esta média amostral deve ser vista como uma boa estimativa para a média populacional, a qual
é 1, conforme nossas notagoes. Entao, a afirmacao do exercicio entende-se assim: a média da
distribui¢ao de horas/homem/ano na década de 2000 era 60.

Agora, em 2011, quer dizer, foi feita uma outra amostra de horas/homem/ano, esta vez
com somente 100 industrias. (Note que as observagdes correspondem ao nimero de horas
perdidos por homem no ano 2011 pois cada industria foi observado durante um ano; é por isto
que o enunciado do exercicio refere-se a tais observagoes como “horas/homem” e nao como
“horas/homem/ano”.) A média desta amostra, a quantia ser denotada por /i, deu 50. Note que
a amsotra é relativamente pequena (cada uma das 100 industrias contribuiu a amostra um sé
valor) e é por isto que a média amostral /i pode estar diferente da média populacional u. Isto
gera a seguinte duvida: serda que a média amostral (i, quer dizer) ficou intacta, quer dizer, seu
valor continua ser 60, enquanto que o valor 50 “aconteceu” devido ‘a insuficiéncia do tamanha
da amostra feita em 2011; ou serd que a verdadeira média diminuiu (para 50, ou algo perto de
50) e esta diminuicao é a razao que fez a média i assumir valor 507

Em termos de teste de hipdteses, as duas alternativas formuladas acima, adquirem o seguinte
formalismo:

H: =60
A pu<60

Uma vez que o exercicio fornece o valor da média amostral, ficamos induzidos a testar as
hipoteses com base neste valor. Dai a regra de decisao: se o valor da média amostral ficar
abaixo de um certo limiar R, apontaremos em A como a verdade, enquanto que se este valor
for acima de R, apontaremos em H como verdade.

Com isto, o erro do tipo I torna a ser: aceitar a hipétese A enquanto que na verdade a
hipétese H é verdade. A aceitacdo de A acontece quendo a média amostral de 100 industrias

fica abaixo de R:
X1+ Xo+ -+ Xigo

100
enquanto que a verossidade de H significa que cada X tem a média (isto é, IF [Xl]) igual a 60.
Acontece que a informacao sobre a média de cada X nao é suficiente para fazer os célculos.
Precisaremos do seguinte fato:

< R,

A varidvel aleatdria

100

tem distribuicao aproximadamente normal com a média u e a variancia 02/100, onde pu
e 02 sdo, respectivamente, a média e a variancia de cada X. No nosso caso tal média é
50 (por ter “aceitado” a hipdtese H), e a variancia ¢ igual a 20? (conforme os dados do

enunciado do exercicio).

Com isto pdoemos agora dar expressao matematica ao nivel de significancia do teste:

o nivelde significancia = IP {W < R}

= P{Y <R},
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’ 100
Pelo anunciado do exercicio (sua pergunta (c)), precisamos achar R correspondente ao nivel
de significancia 10%. Isto significa que

Y—-60 _ R—60 R — 60
0,1=P{Y <R}=1P < —Plz< "2\
{ J {20/\/100 20/\/100} { 20/\/100}

onde Z é a variavel aleatéria normal padrao.
Da tabela da distribuicao normal padrao, temos que

onde Y é a varidvel aleatéria Normal com a distribuicao N (60 208

P{Z <1,29} ~ 0,09,

o que implica no que
0,1=P{Z < —-1,29},

e portanto,
R — 60
— = —1,29,
20/+/100
de onde

R =57,42

Vamos agora a observacao, quer dizer, vamos lembrar que £ = 50. Sendo que 50 < 57,42,
devemos rejeitar a hipdtese nula, quer dizer, a amostragem feita em 2011 indica, com o nivel
de significancia de 10%, a diminui¢do da média da distribui¢ao de horas/homem/ano no 2011
em relacao a média na década de 2010.

Solucao do Exc. 166. A acrescentar.

Solucdo do Exc. 167. REQUER VERIFICACAO.
Temos que X representa o tempo de vida de galinhas de uma fazenda, em anos. Queremos
testar as seguintes hipdteses para X:

. Hy: O tempo de vida da populagio tem distribuicao N (10; 1%)
. H,: O tempo de vida da populalagao tem distribuicao N (u; 1?), para p > 10

Queremos, portanto, testar se o tempo médio de vida das galinhas, u, seja igual aos 10
anos ou maior que 10 anos.

Para realizar o teste, obtemos uma amostra de 400 galinhas. Com um nivel de significancia
a = 0,08 e, levando-se em conta a hipdese alternativa, teremos uma regiao critica para o teste
da seguinte forma:

RC={X:X>c}

Fixando o = 8%, calculemos o valor c::

erro 1)

P(
0,08 = P(rejeitar Ho|Hy é verdadeira) (9.42)
0,08 = P(X € RC|uu = 10) '
P(

0,08 = P(X > ¢|u = 10)
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Sabemos que, sob a hipétese nula, X ~ N(10; ﬁ). Assim:
0,08 = P(X > ¢)

X - 1
0,08 = P w10
g 1
p
~ 10
0,08=P|2z>%

L
400

Consultando a tabela da distribuicao normal padrao teremos:
c—10

~ 1,41

1,41
cr ——
20

c~ 10,1

+ 10

Portanto
RC={X:X >10,1}

Observamos um tempo de vida média amostral de 10,5 anos e, dessa forma, o valor observado
encontra-se na regiao critica do teste. Portanto, hé indicios, a um nivel de significancia de 8%,
para se rejeitar a hipétese nula. Isto é, concluimos que o tempo médio de vida das galinhas
aumentou apds comegarem a receber o alimento suplementar.

Solugdo do Exc. 168. REQUER VERIFICACAO. Temos que X representa o peso dos
pacotes de café produzidos pela maquina, em Kg. Queremos averiguar se a maquina esta
desregulada, ou seja, se o peso médio dos pacotes de café diminuiu. Realizaremos o seguinte
teste de hipdteses:

. Hy: O peso dos pacotes produzidos pela méquina tem distribuicao A (0, 5; 0, 052)

. H4: O peso dos pacotes produzidos pela maquina tem distribuicao N (u; 0, 05%),

Temos uma amostra com 100 pacotes e obteremos a regiao critica do teste a um nivel de
significancia de 3%. Com base na hipdtese alternativa, a regiao critica do teste é da seguinte
forma:

RC={X:X<c¢}

Fixando a = 3%, calculemos o valor c::

a = P(erro 1)
0,03 = P(rejeitar Hy|H, é verdadeira) (0.43)
0,03 = P(X € RC|u = 10) '
0,03 =P(X < c|u = 10)
Sabemos que, sob a hipétese nula, X ~ N(0, 5; %). Assim:
0,03 =P(X > ¢)
X — — 10
0,03 =P gL
o 1
100
0,03=P | 7> 00
0,052

100
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Consultando a tabela da distribuicao normal padrao teremos:

0,5
€2~ 1,88
0,052
100
1,88
~ =22 105
‘0 Y
c~ 0,491

Portanto -
RC ={X:X <0,491}

Se observarmos um peso médio amostral dos pacotes igual ao 0,498 kg, concluimos que nao
h4 indicios, a um nivel de significancia de 3%, para rejeitarmos a hipdtese nula. Portanto,
concluimos que o peso médio dos pacotes de café produzidos pela maquina nao diminuiu, isto
é, permaneceu igual a 0,5 kg.

Solugao do Exc. 169. A ser colocada.

Solucdo do Exc. 170. REQUER VERIFICACAO. Este é um bom exercicio que merece
uma explicagao adicional voltada ao esclarimento do surgimento da situagao discutida nele.
Imagine entao que ha um graaande lote de lampadas e que o fabricantes destas afirma que o
tempo da duracao média da vida das lampadas do lote é de 400 horas. Com tal afirmacao o
fabricante quer dizer o seguinte: se pegarmos todas as lampadas do lote, testarmos cada uma
delas e anotarmos o tempo de sua vida (até se queimar), e se fizermos a média das “vidas”
das lampadas testadas, entao obtiveremos o valor 400. Em palavras cientificas, 400 é a média
populacional da vida. Pois bem, aconteceu que por alguma razao escolhemos aleatoreamente
25 lampadas, observamos os tempos da vida delas e fizemos a média das observacoes; deu 395.
Em palavras cientificas, 395 é a média amostral da vida. Eu usarei a notacao To; para este
nimero, assinalando com esta que & o valor médio (a barra acima de x significa “média”, em
jargao de estatisticos) e tal valor foi obtido com base numa amostra de tamanho 25 (este afto
esta assinalado pelo indice 25 do z).

Serd que 395 da média amostral dismente a afirmacao de que a média populacional é 4007
Nao é possivel confirmar isto sem analise adequada, pois reparamos aqui com uma situacao
parecida com a que vimos no caso de lancamentos de moeda honesta: a “honestidade” da moeda
significa que o nimero médio de caras obtidas numa série longa de lancamentos deve ser 50%.
Mas se lancarmos a moeda 20 vezes, o nimero de caras a serem vistas nestes lancamentos pode
muito bem ser diferente de 10. Por exemplo, ao observar 8 caras e 12 coroas, nao teriamos muita
desconfianca da honestidade da moeda pois atribuiriamos tal separacao desigual as flutuagoes
aleatérias. No caso da lampadas, a situagao é muito similar: a média amostral ficou abaixo da
média populacional anunciada pelo fabricante. Mas sera que esta diferencga permita a alegar
que o anuncio do fabricante é falso?

O conteido da paragrafo anterior ampara a seguinte vizao na situagao: temos que escolher
entre a hipdtese

H: a vida média populacional é 400, ou em notacao cientifica, u = 400,
e a hipdtese
A: a vida média populacional é menor que 400, ou em notagao cientifica, u < 400.

Observe que introduzi a notagao p para a vida média populacional, e que ja atribui o nome
“nula” para a primeira das duas hipotese e o nome “alternativa” para a segunda delas. Observe
também, que a hipdtese alternativa alega “u < 400” e nao “u > 400” e a razao para tal é que
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a média amostral acusou valor menor que 400. Vale notar, que a principio, poderiamos testar
a hipétese “H: p = 400”7 contra a hipotese “A: p > 400”7, mas se fizessemos isto, entao com
a valor observado 395 para amédia amostral, o teste de hipdteses confirmaria a hipdtese H
com qualquer nivel de significancia menor que 50%. Vocé pode refazer minhas contas para
confirmar esta afirmagao, mas isto levaria vocé para fora do conjunto minimo de conhecimentos
necessarios para a aprendizagem satisfatéria da disciplina MAE116.

Vamos a construcao do teste de hipoteses, quer dizer, o procedimento a ser usado para
escolher uma das duas hipéteses formuladas acima. Nota-se de passagem que nada garante
que tal procedimento escolhe obrigatoreamente aquela das duas que é verdadeira. A escolha
deve se basear no valor da média amostral de vida, pois este é o unico dado fornecido no
enunciado. Ainda mais: tal dado refere-se a média calculada na amostra de tamanho 25.
Portanto, ao contsruir nosso teste teremos em mente que ele usara o valor da média de amostra
de 25 lampadas. Chamaremos este por Xo5. Oserve o uso da letra maiuscula, pois em nossos
argumentos, até um certo ponto, este valor serd visto como uma varidavel aleatoria . E o
argumento ¢ assim: H& descordancia entre as hipéteses sobre o valor da média populacional.
Uma alega que esta é menor que 400, outra - que é 400. Tal descordancia e nossa esperanga
de que a média amostral seja uma boa aproximacao para a média populacional sugerem em
conjunto que o teste deve ser assim:

PEGUENO

ande

. . A, :
entao concluiremos que ¢é verdadeira.

caso o valor de X5 for I

Para separar “pequenos” dos “grandes”, introduziremos o limiar £ que entra em nossa regra da
seguinte maneira:

. . A .
entao concluiremos que ¢é verdadeira.

- <k
lor de Xo5 for —

caso o valor de Xos for I

O valor numérico de k depende do nivel de significancia desejado. O vinculo entre os dois

dé-se pela seguinte conta, na qual o nivel de significancia foi tomado de 0,05 conforme solicitado

no item (b) do exercicio.

0,05 = a probabilidade do erro do tipo I
= a probabilidade de aceitar A enquanto H é verdadeira
ZP[)_(Qg, < k], quando g = 400

Nossa atengao agora ¢ com o cdlculo da ]P[X'gg, < k:] sob a condicao de que pu = 400.
Recordamos que Xy sera calculado como a média com base em 25 observacoes de vida de 25
lampadas. Portanto, ao usar a notagao X; para a vida da i-ésima lampada, podemos escrever

a relagao
R E A
25

O ingradiente importante para nossas contas é que E[XZ] =400 para todo i = 1,2,...,25.
Isto é a consequencia direta da aceitacao da hipdtese nula em nossa presente conta. (Note que
nao sabemos e nao poderemos saber com confinaca absoluta se a hipétese nula é verdadiera.
Entao, quanto a veracidade da hipdtese nula, nos assumimos esta sem nenhum teste. Tal
suposigao é necessaria para a conta do nivel de significancia.) Observe que héd imperpretacao
dupla da hipdétes nula. Numa das versao desta interpretacao, a que foi no comeco da solugao,
dizemos que a média populacional de vida das lampadas ¢ 400. Na outra, a ser usada agora,
dizemos que 400 serd a esperanca matematica da variavel aleatoria que representa a vida de
uma lampada.
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O segundo ingradiente importante para o sucesso de nossa conta esta dado no enunciado: “o
desvio padrao de tempo de vida das lampadas ¢é igual a 30 horas”. Isto significa que o [XJ =30
para todo i =1,2,...,25.

O conhecimento das médas e das variancias de cada uma das variaveis aleatoérias X, ..., Xos
e a formula da transparéncia 6 da aula 9 nos da que

_ 30 2
Xy tem distribuigao (aproximadamente) normal com média 400 e variancia <25) .
Entao, com Z denotando a variavel aleatoria Normal Padrao, temos que
_ k — 400
0,00 = P Xys<k|=P|Z<—
) [ 25 = } [ - 30 / 5 ]’
o que implica, via a tabela da distribuicao Normal padrao que k?;)‘;go = —1,65, de onde k =

390, 1.

Entao o valor do limiar k foi estabelicido. Ele tem vinculo direto com o conceito de “Regiao
Critica”. Pela sau definicdo, esta é a regido que contempla os valores de X5 para os quais serd
aceita a hipdtese alternativa. Entdo, a regiao critica é (—oo; 390, 1]. Esta resposta pode ser
melhorada um pouco: devido ao fato que X5 pode assumir sé valores positivos, podemos entao
refinar a resposta: a Regiao Critica no caso é (0; 390, 1].

E agora, qual das duas hipdteses vence sendo julgadas pela regra de decisao contruida?
E simples, a resposta. O valor observado de X5 é 395. Este fica acima do limiar da regra
k =390, 1 (ou em outras palavras, fica fora da Regiao Critica do teste), e portanto a hipétese
nula deve ser aceita como a verdadeira.

(c) Aqui, sem nenhuma justificativa, esta sendo alegado que a verdade é que 1 = 385. Pergunta-
se entao o valor da probabilidade do erro do tipo II. Sao duas situagoes compativeis com esta
realidade. 1) Que nos sabemos a verdade, mas quem aplica o teste nao sabe dela e dai surge
a curiosidade nossa em achar a probabilidade de que ao aplicar o teste a pessoa erra. 2) Que
nao sabemos o verdadeiro valor de ;1 mas queremos saber a probabilidade de cometer erro caso
este fosse 385. Em qualquer um dos dois casos, a conta é a mesma.

A probabilidade do erro do tipo II é a probabilidade de decidir que a hipdtese nula é verdade
enquanto que na verdade a hipdtese alternativa é. Lembrando e expressao da regra de decisao
em termos dos valores da varidvel aleatéria Xos5, temos a seguinte expressdo da probabilidade
do erro

P [X% > 390, 1] quando a hipétese alternativa é verdade, isto é, quando p < 400.

Acontece que assumimos que g = 385. Por isto, “u < 400” na expressao acima deve ser
substituido por “p = 385”. Lembramos que p é a esperanga de cada um das X;’s que compoem
Xos, OU, em termos mateméticos, E[XZ] = 385 para todo ¢ = 1,2,...,25. Lembramos ainda
que J[Xi] = 30 para todo ¢ = 1,2,...,25. Isto faz com que no presente caso

(30)°
25

Xo5 tem distribuigao (aproximadamente) normal com média 385 e variancia

Dai, com Z sendo a notacao para a variavel aleatoria Normal Padrao, temos que

390,1 — 385

P X35 >390,1] = IP[Z > 3075

|=P[Z>0,85] =1-0,8023 ~0,2.

Solugao do Exc. 171.



