UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA
disciplina “NOCOES DE ESTATISTICA”
Parte 4: “Variavel Aleatéria de Bernoulli”

Ministrante: Vladimir Belitsky

docente do Dep. de Estatistica
do IME-USP
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Definicdo e propriedades basicas 1/1

Para qualquer valor de p no intervalo [0, 1], a distribui¢do

valor 0 1
probabilidade || 1—p | p

chama-se distribuicao de Bernoulli de parametro p.
A varidvel aleatéria que tem essa distribuicdo, chama se variavel
aleatdria de Bernoulli de parametro p.

No que segue-se, usaremos frequentemente a escrita
X ~ Bernoulli(p)

que abrevia com uso de simbolos matematicos a frase “a varidvel
aleatéria X é de Bernoulli de parametro p" ou “a varidvel
aleatéria X tem distribuicdo de Bernoulli de parametro p".
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Proposicdo 1. sobre a esperanca matemdtica e a
varidancia da distribuicdo de Bernoulli.

Se X ~ Bernoulli(p) entdo

E[X] = p e Var[X] = p(1 - p) (1)

Demostragdo da Proposicdo 1.
E[X] = O'(l—p)+1-2p:p; ,
VarlX] = EX?] - (EIX])* = (0% (1 - p) + 1%+ p) — (E[X])
p—p>=p(l-p)
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O grafico da funcdo de probabilidade da varidvel aleatdria
de Bernoulli.
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valor 0 1 valor 0 1 valor 0 3
prob. || 0,2 | 0,8 prob. || 0,8 | 0,2 prob. || 0,2 | 0,8
valor 0 1 2 3
prob. || 0,027 | 0,189 | 0,441 | 0,343

Figura: Quatro exemplos de grafico de fun¢do de probabilidade.

0123
S3o os graficos das func¢des de probabilidade correspondentes as
seguintes distribuicoes:
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X1 0 1
Xo y | P[X2 =y]
(0,32 |0,7-0,3 || 0 0,3
1 0,3-0,7| (0,7)? 1 0,7
I x | o [ 1 |
[ PXi=x] 03 [ 07 |

A partir da distribuicdo conjunta calcula-se a distribui¢cdo da
varidvel aleatéria Y = X; + Xo:

I y |0 | 1 | 2
| PlY=yl] (0,3 ]20,7-0,3) | (0,7)> |

6/22



Y 0 1 2
X3 X P[X3 = X]
0 (0,3)3 2-0,7(0,3)2 [ (0,7)2-0,3 ]| 0 0,3
1 (0,3)2-0,7 | 2(0,7)2-0,3 | (0,7)° 1 0,7
H y | o [ vt [ 2 ]

H P[Y = y] H (0, 3)2 ‘ 2(0,7-0,3) ‘ (0, 7)2 H

A partir da distribuicdo conjunta calcula-se a distribuicdo de V = X; + X5 + X3:

I v [ 0 ] L \ 2 | 3 |
[PIV=vI] (03° [3-07-(03°] 3-(0,72-0,3 | (0,7)° |
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% 0 1 2 3
[ <1 | | | [
To T 03 [ 30703 [3 07703070030 03 ]
1 [ (03°% 07 [3-(0,7n* 03> 3-(0,7%03 [ (n" 2 0,7
v I 0 [ 1 [ 2 [ 3 I
[Piv=vi ][ (©3° T 3.07-(03> [ 3-(0,7n%03 [ (07
Temos abaixo a tabela da distribuicdo de W = Xy + Xo + X3 + Xj:
i w [0 ] 1 [ 2 [ 3 [ 4 ]

[ Pw=w] J[ 0,3)* T 4-0,7-(0,3° [ 6-(0,7)%-(0,3% [ 4-(0,7)%-0,3 [ (0,n* ]|
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Aviso sobre os exemplos a seguir. Os exemplo o convidam a
confirmar o fato que alega que a distribuicdo de qualquer varidvel
aleatdria, que assume dois valores, pode ser replicada por uma
variavel aleatéria de Bernoulli apdés que essa passa por
transformacao linear apropriada. Ao passar por exemplos, vocé
aprende como achar tais transformagdes lineares.

Também, deve ser dito explicitamente que fazer os exemplos
ajuda a conceber a modificacdo que ocorre com a cara da
distribuicdo de uma varidvel aleatéria em resposta a transformagio
linear nela aplicada. Essa concepgdo sera ttil na hora do estudo de
varidveis aleatdrias normais. O ponto aqui € que o tratamento
rigoroso de variaveis normais exige um profundo conhecimento do
Calculo, e, portanto, é saudavel que tal tratamento seja subsituido
por explicacdes intuitivas adquiridas por meus leitores em seus
estudos de varidveis discretas.
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Aprendendo transformacoes de varidveis aleatdrias por
exemplos que envolvem varidveis de Bernoulli

Ao lado esquerdo, desenhei a funcdo de probabilidade para a
varidvel aleatéria X ~ Bernoulli(0,8). Ao lado direito, fica o
desenho da a funcdo de probabilidade de varidvel aleatéria
chamada de Y; ela ndo é de Bernoulli. Pergunta-se: podemos
transformar X em Y?
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Resposta: 3X =Y.
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Aprendendo transformacoes de varidveis aleatdrias por
exemplos que envolvem varidveis de Bernoulli

Ao lado esquerdo, desenhei a funcdo de probabilidade para a
varidvel aleatéria X ~ Bernoulli(0,8). Ao lado direito, fica o
desenho da a funcdo de probabilidade de varidvel aleatéria
chamada de Z; ela ndo é de Bernoulli. Pergunta-se: podemos
transformar X em Z7
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Resposta: X +2 = Z.

11/22



Aprendendo transformacoes de varidveis aleatdrias por
exemplos que envolvem varidveis de Bernoulli
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X X+1/3 (X +1/3)x3=3X+T=W
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Aprendendo transformacoes de varidveis aleatdrias por
exemplos que envolvem varidveis de Bernoulli
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X (-1) x X (D) xX+1=1-X=U
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Aprendendo transformacoes de varidveis aleatdrias com
auxilio de exemplos que envolvem varidveis de Bernoulli
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De modo geral: se uma varidvel aleatéria V assume dois valores
e e e (o extremo fleft e o extremo right) e se deseja-se que o
valor 0 de varidvel aleatéria Bernoulli(p) viage para e/ enquanto
que o valor 1 viage para e,, entdo o deslocamento da variavel
aleatéria de Bernoulli por d e a multiplicacdo dela por m devem
satisfazer ao sistema
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Aprendendo transformacoes de varidveis aleatdrias com
auxilio de exemplos que envolvem varidveis de Bernoulli

Asolugio é m=e, —e e d=¢e/(e — &).

Verificamos para o caso especifico acima:

Comoeg=1ee =4, entéom:4—1:3ed:ﬁ:1/3.
A variavel aleatéria de Bernoulli(0, 8) deve entdo passar pela
transformacio (X + %) x 3, 0 que é a mesma coisa que 3X + 1.
Verificaremos que esta transformacdo atende as nossas planos:
SeX = 0 entdo 3X +1 =3 x 0+ 1=1, enquanto que se
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Aprendendo transformacoes de varidveis aleatdrias com
auxilio de exemplos que envolvem varidveis de Bernoulli

Observacdo 1. Como mostra o dltimo exemplo, ha dois caminhos
de transformac3do da varidvel aleatéria de Bernoulli que a levam
coincidir com uma varidvel aleatéria escolhida a nosso gosto (com
a unica condic3o de que a variadvel aleatdria esolhida assuma
somente dois valores). Matematicamente elas ddo na mesma, mas
admitem interpretacdes diferentes; em termos do exemplo, tais
interpretacbes s3o assim: (X + %) x 3 significa deslocar a varidvel
aleatéria X a direita por 1/3 e depois esticar 3 vezes; ja 3X + 1
significa que X deve ser esticada 3 vezes e depois deslocada por 1
unidade a direita.
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Aprendendo transformacoes de varidveis aleatdrias com
auxilio de exemplos que envolvem varidveis de Bernoulli

Observacao 2. Se escolhemos uma variavel aleatéria qua assume
dois valores e, e e, com as respectivas probabilidades p e 1 — p,
entdo ela pode ser “produzida” tanto a partir da varidvel aleatéria
X ~ Bernoulli(p) quanto da variavel aleatdria

Y ~ Bernoulli(1 — p). Nés ndo vimos esse fato em termos de
exemplo, mas ele é ébvio pois a varidvel aleatéria

Y ~ Bernoulli(1 — p) pode ser produzida a partir da varidvel
aleatéria X ~ Bernoulli(p).
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Diferenca entre duas varidveis aleatdrias independentes e
identicamente distribuidas e diferenca entre duas varidveis
aleatdrias idénticas.

Os alunos frequentemente confundem
X+ X

com
X + Y, onde Y é independente de X

e tem a mesma distribuicdo que X

Vou explicar a diferenca empregando as varidveis aleatérias de
Bernoulli, pois a simplidade delas permite expor a mencionada
diferenca com transparéncia .
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Diferenca entre duas varidveis aleatdrias independentes e
identicamente distribuidas e diferenca entre duas varidveis

aleatdrias idénticas.

(1) Suponha que fui contratado para trabalhar numa empresa e
que fui avisado que meu saldrio serd 100 ou 200 unidades
monetdrias (u.m.) e que isso depende do faturamento da empresa.
Foi ainda me dito que a empresa fatura mal com a probabilidade
0,3 e que fatura bem com a probabilidade 0,7. Vamos denotar
meu salario pela varidvel aleatéria X. Ent3o, sobre ela sabemos

que

salario

100

200

probabilidade

0.3

0.7

Suponha que minha esposa tem o mesmo contrato (com os
mesmos valores e as mesmas probabilidades respectivas), mas
numa outra empresa, cujo faturamento n3o depende do da
empresa onde eu trabalho. Denotamos por variavel aleatéria Y.
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Diferenca entre duas varidveis aleatdrias independentes e
identicamente distribuidas e diferenca entre duas varidveis
aleatdrias idénticas.

Sabemos sobre a Y que
(a) Y e X sdo independentes;

(b) Y tem a mesma distribuicdo que X, quer dizer a distribuicdo
mostrada na tabela acima.

O faturamento acumulado da familia expressa-se por
X+Y

e tem a distribuicdo

| fatur. acumulado | 200 | 300 | 400 |
| probabilidade | (0,3 [2(0,7-0,3) | (0,7)* |
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Diferenca entre duas varidveis aleatdrias independentes e
identicamente distribuidas e diferenca entre duas varidveis

aleatérias idénticas.
(2) Suponha que fui contratado para trabalhar numa empresa e
que fui avisado que meu saldrio serd 100 ou 200 unidades
monetdrias (u.m.) e que isso depende do faturamento da empresa.
Foi ainda me dito que a empresa fatura mal com a probabilidade
0,3 e que fatura bem com a probabilidade 0,7. Vamos denotar
meu saldrio pela varidvel aleatéria X. Entdo, sobre ela sabemos
que

saldrio 100 | 200
probabilidade || 0.3 | 0.7

Suponha que minha esposa tem o mesmo contrato na mesma
empresa. Assim como no caso (1), a distribuicdo do saldrio da
esposa da-se pela A varidvel aleatéria adequada para denotar o
saldrio da esposa é X, pois ela recebe o mesmo valor que eu, para

tods os valores possiveis de meu salario.
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Diferenca entre duas varidveis aleatdrias independentes e
identicamente distribuidas e diferenca entre duas varidveis

aleatdrias idénticas.

O faturamento acumulado da familia expressa-se por
X + X equivalentemente 2X

(mas a notacdo 2X obscura e dificulta a comparagdo com X + Y)

e X + X tem a distribuicdo

fatur. acumulado

200

400

probabilidade

0.3

0.7
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