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Subespacos

Como ja vimos ...
Definicdo 1
Seja (X, T) um espaco topoldgico, e seja S C X. A familia

T5:{5ﬂU:UET}

€ uma topologia em S, que chamamos de topologia induzida. Dizemos que (S,7s) é um

subespaco de (X, 1), ou simplesmente que S é um subespaco de X.

Exemplo 2

1. Z, com a topologia induzida por R, é um espago topoldgico discreto.

2. R é um subespaco de R?.
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Subespacos

Proposicao 3
Seja (X, T) um espaco topoldgico e seja S C X com a topologia induzida. Dado x € S,
denote por Uy e U, s os sistemas de vizinhancas de x em X e S, respectivamente. Entdo,
para cada x € S,

{UNS:Uely} =Ugs.

Demonstragdo: Dados x € S e U € U,, entdo x eloj. Logo x e(oj NS e, portanto,
UNS € Uys. Por outro lado, dado V' € U, s, entdo x € B, onde B denota o interior de V
em S. Como B= W NS para algum W € 7, tome U= W U V. Entdo x € W C(oj (isto é,
Uely)e

unsS=WwWuv)nSs=WnS)uv=BuvV=yV.
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Subespacos

Vimos também (Proposi¢do 18 da Aula 3) que
Proposicao 4

Se B é uma base para (X, 1), entio B’ ={BNY : B € B} é uma base para Y C X com a
topologia de subespaco.

ICMC - USP Topologia



Subespacos

Proposicao b

Seja S um subespaco de um espaco topolégico X. Entdo:
a) U é abertoem S se, e s6 se, U =S N Uy, sendo Uy aberto em X.
c) Se AC S, entdo A° = Sn AX.

(a)
(b) F € fechado em S se, e s6 se, F = S N Fy1, sendo Fy fechado em X.
(c)
(d)

Sex € S, entdo U € vizinhanca de x em S se, e sé se, U = SN Uy, sendo Uy uma vizinhanca

de x em X.

Demonstragdo. (a) é a prépria definicdo. (b) Usando (a) vemos que: F é fechado em
S < S\F é abertoem S & S\F = SN U;, com U aberto em X < F =SN(X\U;), com
Ui aberto em X < F = SN Fy, com Fy fechado em X. (c) Usando (b) vemos que:

A° = ﬂ{F : F fechado em S, F D A}
=({SNFi: F fechadoem X, F D A} =SnAX.

(d) é a Proposigdo 3 da aula de hoje.



Exercicios - Subespacos

1. Seja X um espaco topoldgico, e seja S um subespaco de X.

(a) Se X é metrizdvel, prove que S é metrizivel também.
(b) Se X satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade, prove que S satisfaz 0 mesmo axioma.

(c) Se X satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade, prove que S satisfaz o mesmo axioma.
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Axiomas de Separacao

Definicao 6
Dizemos que um espago topologico (X, ) € Ty se para quaisquer x,y € X distintos existir

um aberto A tal que (x e Aey ¢ A)ou(x ¢ Aey € A).

Exemplo 7

(a) Cada espago topoldgico discreto é um espaco Ty.

(b) Seja X um espaco topoldgico trivial (com a topologia trivial) com pelo menos dois pontos.
Entdo X ndo é um espagco Ty.

(c) Seja X um conjunto qualquer com pelo menos dois elementos. Fixe x,y € X distintos e
definat={AC X :x,y € Aou A= (}. E f4cil ver que (X, 7) € um espago topoldgico.
Contudo, ndo existe aberto em X talquex c Aey ¢ Aouy € Aex ¢ A. Logo (X, T) ndo
é To.
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Axiomas de Separacao

Proposicao 8

Um espago topolégico X € um espaco Tq se, e s6 se, dados a, b € X, com a # b, tem-se que
{a} # {b}.

Demonstracdo. = Seja X um espaco Ty, e sejam a, b € X, a # b. Se existir U aberto tal
queac Ueb¢ U, entdo ac {a}, mas a¢ {b}. Se existir V aberto tal que be Veag V,
entdo b € m mas b ¢ E. Em ambos casos @ # m

< Suponhamos que X n3o seja um espaco Tg. Entdo existem a, b € X, tal que qualquer
aberto U contendo a também contém b (portanto {a} C {b}) e qualquer aberto V' contendo

b contém a (portanto {b} C {a}).
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Axiomas de Separacao

Proposicao 9

Um espago topoldgico (X, T) é Ty se, e somente se, para quaisquer x,y € X distintos e para
quaisquer bases locais By, B, para x e y respectivamente, tivermos que By # B, .
Demonstragdo. = Suponha que (X, 7) seja To. Tomemos x,y € X pontos distintos e
B, B, bases locais arbitrarias para x e y respectivamente. Por X ser Ty, existe um aberto A
talquexc Aey ¢ A oux¢ Aeyc A Sem perda de generalidade, suponha o primeiro
caso. Por By ser base, existe B € By tal que x € B C A. Como y ¢ A, segue que y ¢ B e,
por tanto, B ¢ B,, mostrando que By # B,,.

< Reciprocamente, suponha que para quaisquer x, y € X distintos, toda base local de x
seja distinta de qualquer base local de y. Em particular, By ={Ac€7:x€ A} e

B, ={A € 1:y € A} sdo bases locais de x e y respectivamente. Logo, B, # B, pela
hipdtese. Assim, existe B € By tal que B ¢ B, (x € B ey ¢ B) ou existe B € Bytal que
B¢B,(yeBex¢B).
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Axiomas de Separacao

Definicdo 10
Dizemos que um espago topoldgico (X,7) é T1 se, e somente se, para quaisquer x,y € X

distintos, existir A aberto tal que x € Aey ¢ A.

Note que ser T é “mais forte” do que ser Ty (T; = Tp) , pois enquanto o (ltimo exige a
existéncia de um aberto que satisfaca ao menos um dentre dois casos, ser T; exige a

existéncia de abertos que satisfacam ambos os casos.
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Axiomas de Separacao

Proposicao 11

(X,7) é T1 se, e somente se, para todo x € X, {x} € fechado.

Demonstragdo. = Suponha (X, 7) um espagco T1. Sejam x,y € X tais que x # y. Como
(X,7) é Ty, existe um aberto Atal quey € Ae x ¢ A, isto é, AN {x} =0. Logo, y & {x}.
Assim, o lnico ponto que pode pertencer a m é o préprio x. Ou seja {x} = @

< Reciprocamente, sejam x,y € X distintos. Como {x} é fechado para qualquer x € X,

entdo X\{x} é um conjunto aberto. Assim, X\{x} é um aberto tal que y € X\{x} e

x ¢ X\{x}.
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Axiomas de Separacao

Exemplo 12
(a) Como vimos, todo Ty € Ty.

(b) Seja X = {a, b},coma # b, e seja considere a topologia T = {(),{a}, X} ((X,T) é chamado
de espaco de Sierpinski). Entdo (X,T) é Ty mas ndo € T;.

(c) Cada espago topoldgico discreto é um espaco Ti.
(d) Todo espaco métrico € Tj.

(e) A reta de Songenfrey é Ty, pois {x} = \penlx,x +1/n).
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Axiomas de Separacao

Definicdo 13
Dizemos que (X,7) é Ty (espago de Hausdorff) se, para todo x,y € X distintos, existem

A, B abertos tais que x e A,y e Be AN B = ().

Note que
T2 = T1 = To.

Dizemos que em um espaco de Hausdorff os abertos separam pontos.
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Axiomas de Separacao

Exemplo 14

X munido da topologia cofinita € Ty, mas ndo é T, se X for infinito.

Note que X é Ty pois {x} é fechado para cada x € X.

Agora, sejam x,y € X distintos e abertos A, B tais que x € Ae y € B. Temos que
A= X\F1 e B= X\F,, com Fy, F, finitos. Logo, AN B = X\ (FLUF,) e, como X é

infinito, AN B é necessariamente n3o vazio. Logo, X nao é T».

Proposicao 15
Considere (X, d) um espaco métrico. Entdo tal espago é de Hausdorff (com a topologia
induzida pela métrica).

Demonstragdo. Sejam x,y € X distintos. Seja r = d(x, y) > 0. Vamos mostrar que
B(x; r/2)N B(y; r/2) = 0. Suponha que n3o. Seja a € B(x; r/2) N B(y; r/2). Entéo

r

2

d(x.y) S d(x.a) +d(a.y) < 5+ 5 =r

absurdo, pois d(x,y) = r.



Axiomas de Separacao

Definicdo 16
Dizemos que (X,T) é T3 se, para quaisquer x € X e F C X fechado tais que x ¢ F
existirem A, B abertos tais que x € A, F C B e AN B =1. Se, além disso, (X,7) € Ty,

dizemos que (X, T) é um espaco regular .

Essa nomenclatura n3o é padrdo - as vezes se supde Ti para regulares, as vezes n3o.

Num espaco topoldgico regular, os abertos “separam” pontos de fechados.

O préximo resultado é provavelmente a principal caracterizacdo de espacos T3.
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Axiomas de Separacao

Proposicao 17

Seja (X, T) um espaco topoldgico. (X, T) é T3 se, e somente se, para todo x € X e para
todo aberto V tal que x € V, existe um aberto A tal quex e ACAC V.

Demonstragdo. = Suponha (X, 7) espago T3. Sejam x € X e V € 7 tais que x € V. Note
que X\ V é um fechado e x ¢ X\ V. Ent3o existem A, B abertos disjuntos tais que x € A e
X\V C B. Assim, A C X\B que é fechado. Logo, AC X\B C V.

< Reciprocamente, mostremos que (X, 7) é T3. Sejam x € X e F C X fechado tais que
x ¢ F. Entdo X\F é aberto e contém x. Logo, existe A aberto tal que x € AC A C X\F.
Note que x € A, F C X\Ae AN (X\A) = 0.
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Axiomas de Separacao

Corolério 18

Um espago topoldgico (X, T) é T3 se, somente se, para todo x € X existe uma base de
vizinhangas fechadas para x.

Demonstracdo. = Dado uma base de vizinhancas B, de x, para cada V € By, tome By
aberto tal que x € By C By C\o/. Segue entdo que {By : V € By} é uma base vizinhancas
fechadas para x.

< Reciprocamente, sejam x € X e V um aberto tal que x € V. Seja By uma base de

vizinhancas fechadas de x. Ent3o, existe F € B, tal que

XEI?CI?CFCV.
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Axiomas de Separacao

Exemplo 19

(a) Cada espago discreto é um espaco também regular. (use o Coroldrio 18)
(b) Cada espaco métrico é um espago regular. (use o Coroldrio 18)

(c) A reta de Sorgenfrey é regular.
Note que é Ty e T3 (pelo Coroldrio 18, use {[x,x + 1/n): n € N}).

(d) Seja X um espaco topoldgico trivial, com pelo menos dois pontos. Entdo X é T3, mas ndo é

um espago regular.
(e) O espaco de Sierspinski ndo é Ts.

(f) T34+ Ti=Tr=T1= Ty istoé Regular= T, =T =Ty .
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Axiomas de Separacao

Definicao 20
Dizemos que (X,7) é Ty se, para quaisquer F, G C X fechados disjuntos, existirem A, B
abertos disjuntos tais que F C A, G C B. Se, além disso, (X,T) é Ty, dizemos que

(X, T) € espago normal.

Novamente, tal nomenclatura n3o é completamente padrdo. As vezes se supde T7, as vezes

nao.

Dizemos que num espag¢o normal, os abertos separam os fechados disjuntos.

Ta+Ti1=T3+T1=To= Ty = Ty , isto é

Normal = Regular = T, = T = Tp .
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Axiomas de Separacao

Exemplo 21

Vamos mostrar mais para frente que todo métrico é normal.

Exemplo 22
A reta de Sorgenfrey é normal.

Prova: Ja sabemos que ela é T1. Sejam F, G fechados disjuntos. Para cada a € F e cada

b € G, sejam x(a) e y(b) de forma que
[a,x(a))NG =0 e [by(b)NF=0.
Podemos fazer isso pois os complementares de F e G sdo abertos. Sejam

A=lax@) e B={]Ibyb).

acF beG

Note que F C Ae G C B e que A e B sio abertos. Vamos mostrar que AN B = ().
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Axiomas de Separacao

Suponha que n3o. Entdo existe ¢ € AN B. Para tanto, existem a € F e b € G tais que
c € [a,x(a)) N [b, y(b)).

Caso a < b. Como x(a) < b, pois b ¢ [a, x(a)), temos [a, x(a)) N [b, y(b)) = 0, absurdo.
Caso b < a. Como y(b) < a, pois a ¢ [b, y(b)), temos [b, y(b)) N [a,x(a)) = 0, absurdo.

E claro que a = b n3o pode ocorrer por estarmos supondo F N G = ().
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Axiomas de Separacao

Exemplo 23

Veremos mais para frente que o quadrado da reta de Sorgenfrey é regular mas ndo é normal.

Veremos que até regularidade, as propriedades sdao “bem comportadas” e muitas vezes a
verificacdo de se um espaco tem ou n3o a propriedade é elementar ou segue de algum

teorema.

Mas com a normalidade, a situa¢do muda. Desta forma, um tipo de resultado bastante dtil é
quando podemos “subir” alguma propriedade até a normalidade. O préximo resultado vai
nesta direcdo: veremos que para um espaco enumeravel ser normal basta ele ser regular. A

ideia para a demonstracdo serad usada outras vezes no decorrer do texto.
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Axiomas de Separacao

Proposicao 24

Todo espaco enumeravel e regular é normal.

Demonstragdo. Sejam F e G fechados disjuntos de X. Faca F = {x, :n€ N} e

G = {yn: n € N}. Como o espago ¢é regular, para cada m € N, existe A, aberto tal que
Xm € Am € AmN G = () (pela Proposicdo 17), bem como B, aberto tal que y, € B, e
B,,NF = (. Para cada n € N, defina

Ar=A\ | Bee By =B\ | Ac
k<n k<n

Note que A} e B} sdo abertos (pois A\B = AN (X\B) para A,B C X ). Sejam
A=UpenAn € B=U,cy By Note que F C Ae G C B, e observe também que
ArNF=A,NF.

Vamos mostrar que AN B = (). Suponha que n3o. Ent3o existe z € AN B. Sejam m,n € N

taisque z€ Ay ez € By,

ICMC - USP Topologia



Axiomas de Separacao

Vamos fazer o caso n < m, o outro é andlogo. Entdo

zeAv=A\JBr e zeB, =8, ] A
k<n k<m

Por z € B}, e como m > n, temos que z & |J, ., Ax D A, D A, D A%, contradi¢io, pois
supomos z € Aj.

Note que na verdade provamos que todo espaco T3 enumeravel é Ty.
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Exercicios - Axiomas de Separacao

1. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Dizemos que uma sequéncia (x,) C X converge para
x € X se dado qualquer aberto V > x, entdo existe ng € N tal que x, € V para todo n > ng.

(a) Se (X, ) é Hausdorff, entdo o limite de uma sequéncia é dnico.

(b) Considere o espaco de Sierpinski do Exemplo 12 (que é To mas n3o é T;). Mostre que a
sequéncia constante igual a a converge para a e b simultaneamente.

(c) Considere N com a topologia cofinita. Pelo Exemplo 14 sabemos que, com esta topologia, N é
T1, mas ndo é T,. Considere a sequéncia (a,), com a, = n. Mostre que (a,) converge para
todos os pontos de N.

Prova: - Sejam (x,) C X, suponha que x, — x quando n — oo, e seja y # x. Entdo,

como X é Hausdorff, existem abertos A e B taisque x € A, y € Be AN B = (). Como

Xn — X, existe ng € N tal que

(xn €A Yn>ng)= (xn &€ B Yn>ny)= (xnAYy)
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Exercicios - Axiomas de Separacao

- E claro que a sequéncia constante igual a a converge para a. Agora, o (nico aberto que

contém b é {a, b} que também contém a. Logo a sequéncia constante igual a a também
converge para b.
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Exercicios - Axiomas de Separacao

8.

Mostre que um espaco finito é T7 se, e somente se, tem a topologia discreta.

Seja (X, 7) espago topoldgico. Mostre que T4 é equivalente a seguinte propriedade: “Para
todo F fechado e todo V aberto tal que F C V/, existe um aberto U tal que
FcUcUcV".

Seja (X, 7) espago topoldgico que é T,4. Prove que, dados dois fechados disjuntos A e B em
X, existem dois abertos U e V em X taisque ACU,BCc VelUNV =0.

. Seja (X, 7) um espaco topoldgico. S3o equivalentes:

(a) (X,7)é T
(b) Vx € X, existe A uma colegdo de abertos tal que (4. 4 A = {x};
(c) Vx € X, existe Vx uma base de vizinhangas para x tal que [y, V = {x}.

Prove a cadeia de implicagbes: (X, 7) é normal = (X, 7) é regular = (X,7) é To = (X,7) é
Ti= (X,71)é To.

Sejam (X, 7) espago topoldgico e Y C X subespago. Mostre que se (X, 7) é T; para
i=0,...,3, entdo Y também é.

Mostre que se Y é subespaco fechado de um espaco normal, entdo Y também é normal.
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Exercicios - Axiomas de Separacao

9. Considere R com a topologia gerada pelos conjuntos da forma
(a, b)\C.

ondea< be Qe CCRéenumerdvel. Vamos chamar tal espaco de reta esburacada.

(a) Mostre que isso é uma base para tal topologia;

(b) Mostre que tal espaco é de HausdorfT;
(c) Mostre que todo subconjunto enumerdvel é fechado;
(d) Mostre que tal espaco n3o é regular.

10. Mostre que Q com a topologia induzida pela reta de Sorgenfrey é normal.

11. Mostre que Q com a topologia induzida de R é normal.
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