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Operacoes basicas com fracoes

1.1 Fracao

Defini¢ao: Uma FRACAO ¢ um nimero racional que representa uma ou mais partes de
um todo, ou seja, é a forma de dividir alguma coisa por meio da razao de dois nimeros,
em que o dividendo é chamado de numerador (indica quantas partes do todo foram
tomadas) e o divisor é conhecido como denominador (indica o total de partes iguais que
o inteiro fora dividido).

Definicao

[

em que: “a” é o dividendo (numerador) e “b” é o divisor (denominador).

Ao dividir uma pizza, por exemplo, a pizza é fracionada. Cada fatia representa uma
parte da pizza, ou seja, uma FRACAQO. Geralmente ela é dividida em 8 pedacos, entdo
cada pedaco de uma pizza representa % (um oitavo) dela.

1.2 Tipos de Fracoes

1.2.1 Fracoes Préprias

As fragoes sao ditas proprias quando o valor numérico do numerador é menor que
o valor do denominador, isto ¢, para uma fracdo §, tem-se que a < b. FEssas fragoes

representam um nimero menor que um inteiro (3 < 1).
EXEMPLO 1

1
= 0,75; 10 = 0,10; il = 0,217

5 = 09 100 23
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1.2.2 Fracoes Improéprias

As fragoes sao ditas impréprias quando o valor numérico do numerador é maior

que o valor do denominador, isto é, para uma fracao ¥, tem-se que a > b. As fragoes

impréprias representam um nimero maior que um inteiro ( 7> 1).

EXEMPLO 2

30 100 20
=205, — =1,5 = 10,0; —
'y Yy "y 23

— = =2174
4 10 A7

DO | Ot

1.2.3 Fracoes Mistas

As fragoes mistas, também conhecidas como ntimeros mistos, sdo uma segunda
maneira de representar as fragoes impréprias. Nota-se no item 1.2.2, que as fragoes
improprias sempre representam um niimero maior que um inteiro. Isso acontece porque
elas sao formadas pela soma entre uma parte inteira e uma fragao propria.

EXEMPLO 3

2 3 4
3 4 54 3,75; 610 6,

Portanto, sempre que existir um ntmero inteiro ao lado de uma fracao, tal como
mostram os exemplos anteriores, sem qualquer sinal de soma, subtragao, multiplicacao ou
divisao entre os mesmos, trata-se de um niimero misto. Para reescrevé-lo na forma de
fracao impropria, deve-se somar a parte inteira com a parte fracionaria.

EXEMPLO 4

2 2 542 7
1525 representa 1+5:—g:5:1,4

1.2.4 Fracoes Aparentes

As fracoes aparentes sao fracoes improprias que representam um nimero inteiro,
ou seja, o numerador é multiplo do denominador.

EXEMPLO 5

1.2.5 Fracoes equivalentes

As fragoes equivalentes sao fragoes que representam uma mesma quantidade. Por
exemplo, ao dividir-se uma pizza em 4 partes iguais e pegar apenas um pedaco, obtém-se
i da pizza. No entanto, se a mesma pizza for dividida em 8 partes iguais e pegar dois

2
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pedagos, resultard em % da pizza. E possivel perceber que, em ambas as situacoes, a
quantidade de pizza consumida é a mesma. Nesse caso, significa que % é uma fracao
equivalente de i.

Uma das formas de encontrar fragoes equivalentes é multiplicar os numeradores e
denominadores por algum ntimero natural que seja diferente de zero. Mas, lembre-se,
tudo que for feito no numerador deve ser igualmente feito no denominador. Veja alguns
exemplos:

EXEMPLO 6
5 12 100 8
1 g 4 5 10 0 8
Formas Equivalentes
1(x2) 2 1(x10) 10
5(x2) 10 5(x10) 50
A fracao % é uma fracao equivalente A fracao % é uma fracao equivalente
de I de L.
5 5

Outra forma de ilustrar as fracdes equivalentes é subdividir uma forma inteira em
duas, trés, quatro, cinco e seis vezes. Veja uma ilustracao de fragoes equivalentes.

1 Inteiro
1 1
2 2
1 1 1
3 3 3
1 1 1 1
4 4 4 4
1 1 1 1 1
5 5 5 5 5
1 1 s 1 1 1
6 6 6 6 6 6

1.3 Operacoes com fracoes

Nessa segao sao apresentadas as operagoes basicas: adigao (ou soma), subtracao,
multiplicagao e divisao.

1.3.1 Adicao

Para somar fragdes é necessario identificar se os denominadores sao iguais ou dife-
rentes. Se forem iguais, basta repetir o denominador e somar os numeradores. Contudo,
se os denominadores sao diferentes, antes de somar deve-se transformar as fracdes em
fragoes equivalentes de mesmo denominador.

Primeiro caso: Fragoes com denominadores iguais.

Quando for necessario somar fragdbes com denominadores iguais, deve-se somar ape-
nas os numeradores e manter o mesmo denominador.
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Observe o exemplo a seguir:

EXEMPLO 7

6,4_6+3_10
3 '3 3 3

Segundo caso: Fracgoes com denominadores diferentes

Quando as fracoes possuem denominadores diferentes, é necessario encontrar outras fra-
¢oOes equivalentes a essas que possuam denominadores iguais e para isso usa-se o minimo
multiplo comum (MMC) entre os denominadores.

Suponha que deseja-se somar as trés fragoes a seguir:
EXEMPLO 8

10+12+3
4 5 6

Passo 1: Calcular o minimo multiplo comum entre os denominadores. O valor encontrado
serd o denominador comum que possibilitara substituir as fragdes dadas por outras (fragoes
equivalentes) com denominadores iguais. No exemplo, temos os denominadores 4, 5 e 6.
Desta forma, o MMC é dado por:

4 5 6 | 2

2.5 3| +2 Multiplique os coeficientes para

L 5 3|3 obter o Minimo Miltiplo Comum
1 5 1] +5

1 1 1/[60

Passo 2: Reescrever as fragoes com o novo denominador, deixando o espa¢o do numerador
para os numeros que serao encontrados no passo seguinte.

EXEMPLO 9

1o+12+3_ P
4 5 6 60 60 60

Passo 3: Encontre os numeradores de cada nova fracao. Para isso, o seguinte célculo
devera ser feito:

Para encontrar o numerador da primeira fragdo, é necessario dividir o MMC (60)
pelo denominador da primeira fracao (4) e multiplicar o resultado pelo seu numerador
(10). O resultado obtido por esse célculo (150) serd o numerador da primeira fracao que
tem denominador igual ao MMC (60). O mesmo procedimento deve ser repetido para
todas as fracoes presentes na soma, ou seja,
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EXEMPLO 10

10 12 3 150 144 30

1757660 "6 Teo

Tabela 1.1: Passo a passo do MMC

Memoria de calculo (MMC + denominador) x numerador

Primeira fragao (60 + 4) x 10 = 150
Segunda fracao (60 +5) x 12 = 144
Terceira fragao (60 - 6) x 3 =30

Passo 4: Somar as novas fragoes utilizando o caso anterior (de denominadores iguais),
ou seja, some os numeradores e mantenha o mesmo denominador.

EXEMPLO 11

10 12 3 150 144 30 150+ 144+30 324

17576 60 Teo Teo 60 =60

1.3.2 Subtracao

Para subtrair fragoes deve-se ter o mesmo cuidado que tivemos na soma, ou seja,
verificar se os denominadores sao iguais. Se forem, deve-se repetir o denominador e
subtraimos os numeradores. Se forem diferentes, faz-se os mesmos procedimentos da soma,
para obter fragoes equivalentes de mesmo denominador. Em seguida, deve-se efetuar a
subtragao. Veja o exemplo:

EXEMPLO 12

1.3.3 Multiplicacao

A multiplicacao de fragoes é muito simples, basta multiplicar os numeradores entre
si, bem como seus denominadores. Observe:

bt
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EXEMPLO 13

2%x5 10 6 9 6x9 54
3x7 21 1175 -

[GCI )
| Ot

1.3.4 Divisao

A divisao deve ser efetuada aplicando uma regra pratica e de facil assimilacao.
Deve-se repetir a primeira fragdo e multiplica-la pelo inverso da segunda fracdo (inver-
tendo o numerador e denominador da segunda fragao). Os exemplos a seguir ilustram o
procedimento:

EXEMPLO 14

1.4 Propriedades das operacoes

E importante lembrar que existe uma regra de prioridade das operagoes. Essa regra
define a ordem correta para resolver as diferentes partes de uma expressao. Usar uma
regra de ordem para realizar as operagoes garante que uma expressao tenha solugao tinica.
Sem uma ordem definida para as operacgoes, as expressoes usadas em areas cientificas ou
financeiras, por exemplo, ndo seriam muito tteis, e seria impossivel saber se uma resposta
esta correta numa prova de matematica.

Em qualquer operagdo matemética deve-se comecgar resolvendo os parénteses. Na
verdade os sinais graficos: 1° parénteses - (), 2° colchetes - [ | e 3° Chaves - { }, depois os
expoentes, em seguida as multiplicagoes e divisoes e, por tltimo, a adicao e a subtracao.
Quando as operagoes sdo do mesmo nivel (mesmo expoente), elas devem ser resolvidas da
esquerda para a direita. Por exemplo, se o calculo tiver mais de um expoente, primeiro
vocé deve solucionar o da esquerda e continuar para a direita. A ordem padrao é a
seguinte: paréntesis, expoentes, multiplicagao e divisao, e finalmente, adi¢ao e subtracao.

Vejamos a seguinte expressao:
EXEMPLO 15
4 18
§><3—|—(4+6><2)+§—8

1. Sempre deve-se comecar resolvendo as operacoes que estdo dentro dos parénteses
que servem para agrupar partes de uma expressao matematica.
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Passo 1

4 18
§><3+(4+6><2)+§—8

2. Dentro dos parénteses, ¢ necessario seguir a ordem das operagoes como seria feito em
uma expressao sem eles. No exemplo, existem duas operacoes: uma adicdo e uma
multiplicagdo. Como a multiplicacao sempre deve ser realizada primeiro, deve-se
comecar multiplicando 6 X 2 = 12 e, em seguida, realizar a adi¢ao 12 + 4 = 16.

Passo 2

4 18
§x3+(4+12)+§—8

4 18
1
2><3—|—(6)+ 5 8

3. Agora realiza-se as operagoes de multiplicagao ou divisao. E importante lembrar que
a multiplicacdo nao precisa ser feita necessariamente antes da divisao. Neste caso,
as operacoes sao resolvidas da esquerda para a direita. Comecando pela esquerda

primeiramente é necessario resolver % =2

Passo 3.1

18
2><3+16—|—§—8

a proxima operagao € 2 X 3 =06

Passo 3.2

18
6—|—16+§—8

a ultima operacao de divisao ou multiplicacao é % =2
Passo 3.3

6+16+2—-8

4. Nao ha mais nada para multiplicar ou dividir, entao é possivel avancar para a tltima
parte na ordem de operagoes: a adi¢ao e a subtracao. Assim, como fizemos com as
multiplicagoes e com as divisoes, adicionaremos e subtrairemos da esquerda para a
direita.

Passo 4.1

6+16+2—-8
24 -8
16

Em outras palavras:
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Passo 4.2

4 18
§x3+(4+6x2)+§—8:16

De forma analoga ao exemplo anterior, calcule as seguintes expressoes:

2
5 (0)
o [3-(5+373)] 03+ [+ix(5-5)
o) 19— (o) x | 20|

1.5 Exercicios

1. Calcule as expressoes a seguir e simplifique o resultado (quando possivel)

3 9

° i b) 2 — =
a)4+ ) 3

1 2 3 7

sS4ty 2 d) £ x2
) 3t5t 3 ) 3%

1 2 5 1 12

— _ ff —
©) 7T 373 ) 5% 7

1 4 3 8

- .z n) 2 -S4y
TR Jo -t
y 129 gL,z 1
V5T 373 V307157 3

2. Calcule as expressoes a seguir e simplifique o resultado (quando possivel)

9
5 b5_<2+3>
2) 3 )% 7
1 1 3 1
-+ )+lz d)9-3+-+1
) (4+2> <2 3) ) *
6
_ - _ 6
5 8 4 g 3"
e>2+P‘(3+3ﬂ D116 2
376 5 30
4><1 2 2
3737 9_ 2) —Vq
g)2.1 R h)3><4 [<3 —|—2] 3
,T,_i_fxf
373 53
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1— =

3. A expressao 735 é equivalente a:

—1+—

14+ =
+5

S Rl Wk DWWl

| W

4. O valor da expressao |9 x 3
5

S Rl Wk NDWw wWlN

equivale a:

+ ool
o5 X

X OO‘P—‘

N |~
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2770
(d) 1012

(@ %

6. A pratica de consércio em fazendas de producao é muito realizada por diversas
vantagens, entre elas a diminuicdo com o custo de fertilizantes para culturas de
interesse. Pensando nisso, a fazenda do Sr. Agenor possui a seguinte divisao: %

da sua area esta destinada a producao de suinos, enquanto g estao destinados a

producao de milho e o restante a producdo de trigo, na qual recebem os dejetos

tratados da suinocultura como complemento na sua fertilizacdo. Considerando que
para a producao de milho e trigo h4 o mesmo ntimero de parcelas dentro das areas,

se 0 Sr. Agenor possui 81 parcelas de producao de trigo, quantas parcelas para a

producao de milho existem a mais do que para a producao de trigo?

7. Uma empresa da industria alimenticia esta estudando o gasto em reais da compra
de ingredientes e condimentos de um laboratério de processamento de carne e um
laboratério de processamento de leite. Tentando entender a dinamica de tais gastos,
foi liberada uma quantia igual para cada um dos laboratérios e um més depois tal
gasto foi avaliado. O laboratério de processamento de carne gastou um montante
de R$ 3.500,00 enquanto que o laboratdrio de processamento de leite um total de
R$ 950,00. Apds um levantamento, percebeu-se que para o primeiro laboratorio
tinha sobrado % do valor restante do segundo. Diante disso, quantos reais tinham
sobrado para o laboratoério de processamento de leite apds um més?

8. O Parque Estadual da Cantareira, no estado de Sao Paulo, é conhecido pela sua
grande diversidade na flora, possuindo uma das maiores areas de mata tropical na-
tiva do mundo. A fim de caracterizar as espécies de arvores e suas aproximadas
quantidades no parque, um grupo de pesquisadores da area de ciéncias florestais da
ESALQ/USP determinou uma regido do parque e avaliou a quantidade de arvores
de Embatuba e Jacaranda-Paulista presente em tal. Foi notado que % de arvores
presentes na regiao eram de Embatba, entretanto verificou-se que havia 95 arvo-
res de Jacaranda-Paulista a mais do que Embatba. Assim, quantas arvores de
Jacaranda-Paulista ha na regiao?

10
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1.6 Respostas dos exercicios

1.

. Alternativa (b) =
. Alternativa (d) =

. Alternativa (a) =

) Z b) ;1
Q) 1; ¢) 154
g) ﬁ h) 177
i) —112

a) 125 b) 452
d) 1 e) ;
g) —;(1) h) i);
. 735

J) " 3352

54 parcelas.
R$ 5.950,00

133 arvores.

11
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Anexo A

Para saber mais sobre fragoes, separamos alguns videos interessantes que servirao
de base para o estudo.

1. O que ¢ fracao? Ideias das Fracoes e o que sao fragoes
O Lk https://youtu.be/555qKNqgK8s
2. Tipos de fragoes
(a) Propria, Aparente, Mista e Impropria
O ik https://youtu.be/C6D620r8HcA
(b) O que sao Fragoes Equivalentes e Fragoes Irredutiveis
O ik https://youtu.be/AMjr5IgaAS4
3. Operagoes com fragoes
(a) MMC | Minimo Multiplo Comum
[ > BEN https://youtu.be/02NUuEKseEg
(b) Adigao e Subtracao de Fragoes | Denominadores iguais e diferentes
O ik https://youtu.be/HmtE0J-CXds
(¢) Como fazer Multiplicagdo de Fracoes | Significado Geométrico
O ik https://youtu.be/oc-oHcItwIE
(d) Divisao de Fragoes | Interpretagao Geométrica e Aritmética

[ > BRI https://youtu.be/bbwikwj3g7U

12
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Potenciacao e Radiciacao

2.1 Potenciacao

Definicao: Sejam ¢ um numero real e n um ndmero natural, tal que n > 2. Chama-se
)
poténcia de base a e eXpoente n 0 numero Cln, em que

Definicao

a"=axax---xa a€RneN, >2.
N -~ o
n vezes

Dessa defini¢ao decorre que:

ad=a-a, a*>=a-a-a, a*=a-a-a-a, etc.

Definicoes Especiais
e Paran=0ea#0, a’ = 1;
e Paran=1,a' =q
« Note a condicao de existéncia a # 0, pois 0° é indeterminado.

EXEMPLO 16

24=92.2.2.2=16 (2)3—2 2
B B 3/ 3 3

Quando o nimero base é negativo, o resultado serd positivo para expoente par e
negativo para expoente impar.Veja alguns exemplos:

13
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EXEMPLO 17

2.1.1 Propriedades

Sejam @ um ntmero real e m e n nimeros naturais.
o Multiplicacao de poténcia de mesma base
()™ - (a)" = am=»
o Multiplicagdo de poténcia de bases diferentes e mesmo expoente
(a)" - (b)" = (ab)"

« Divisao de poténcias de mesma base

e Poténcia de poténcia

2.1.2 Consequéncias

» Poténcia de expoente negativo

pois,
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EXEMPLO 18

2.2 Radiciacao

Definicao: Dados um ntimero real ndo negativo a e um ntimero natural n, n > 1, chama-
se raiz enésima aritmética de um niimero a o niimero real b e nao negativo tal que b = a.

A radiciacao é a operagao inversa da potenciacao. De modo geral, tem-se:
Definicao
indice
Ja=b < bV"=a, beR,,neNen>1.
radicalJ \_)

radicando

isto é, o resultado b da raiz enésima de um ntimero a corresponde a expressao deste ntimero
b elevado a n com resultado a.

Todo radical pode ser escrito na forma de uma poténcia fracionéria

1

¥a = ab
Note que para n = 2, a notacao reduz-se a
va
Isto é, quando o indice da raiz é igual a 2, é possivel omiti-lo. Além disso, note que
Va2 = |z|

Usando a definicao:

EXEMPLO 19
V9=3 & 32=9 V8=2 «— 2°=38 J0=0 < 0°=0

V625 =5 <= 5% =625

Usando expoente fracionario e propriedades de poténcia

15
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EXEMPLO 20

2.2.1 Propriedades

o Poténcia de uma raiz de indice e expoente iguais

(/a)' = (av)" =a% =a

Poténcia de uma raiz de indice e expoente diferentes
m i\m m
(%) :(an) —an = \/a™

Raiz de uma raiz

1

Vva=(an)" =am = "Va

Multiplicagao de raizes com mesmo indice

Ya- V- e = Vabe

Divisao de raizes com mesmo indice

2.3 Exercicios

31’-{-2 + 3ac+1

1. Obtenha o valor da expressao T

298 + 450 _ 834

2. A fracao 599 — 520 4 9101

é equivalente a

3. Simplifique as expressoes abaixo:

16
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4. Marque as sentenca como verdadeiras ou falsas.

(b) —v=8
(c) (3°)(9%)

@ [ Jz7">a7?
b L
o[ 1=
(c) [ ] Vat=a?
(@) [ ] VI6= 2
5. Calcule o valor da expressao W

6. Simplifique as expressoes abaixo

(a) V8+ 18
(b) Vav32y'x
(c) ig(e/—_g +5¢—32)

(d) (a™)? + (b*) " +2(ab) ™!

2.4 Respostas dos exercicios

1. 4

2.

3.

—11

6

Simplifique as expressoes abaixo:
(a) 2°
(b) 2
(c) 3

. Marque as sentenca como verdadeiras ou falsas.

(a) [F]
(b) [V]
(c) [V]
(d) [F]
JT—3"
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6. Simplifique as expressoes abaixo
(a) 5v/2
(b) dzy*v2
(¢) —4ax

o ()

18



Produtos Notaveis e Fatoracao

3.1 Produtos notaveis

Produtos notéveis sdo multiplicagdes em que os fatores (que estdo sendo multi-
plicados) s@o polindmios. Existem cinco produtos notéveis mais relevantes e que serao
utilizados com mais frequéncia: quadrado da soma de dois termos, quadrado da diferenca
de dois termos, produto da soma pela diferenca de dois termos, cubo da soma de dois
termos e cubo da diferenca de dois termos. Cada um deles serao vistos em detalhe.

3.1.1 Principais produtos notaveis

Quadrado da soma de dois termos

Para obter a expressao que representa o quadrado da soma de dois termos, basta
representar de forma algébrica a frase que nomeia o produto notéavel.

Quadrado da soma de dois termos

O quadrado: ( )?
Da soma: ( + )2
De dois termos: (a + b)?

(a+b)* =a*+2ab+b*

“O quadrado da soma de dois termos é igual ao quadrado do primeiro termo, mais
duas vezes o produto do primeiro pelo sequndo termo, mais o quadrado do sequndo termo.”

Desenvolvendo algebricamente a expressao (a + b)?, tem-se:

(a+b?=(a+b)(a+b)=a-ata-b+b-a+b-b=a*+a-b+a-b+b*=a®+2ab+ b’
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EXEMPLO 21

(x+3y)? =2 +2-2-3y+ (3y)? = 2 + 6zy + 9y?
(Tz+1)> = (7T2)> +2- Tz -1+ 12 =492 + 14z + 1

(a® + 2bc)? = (a®)*> + 2 - a* - 2bc + (2bc)? = a* + 4a’be + 4b*C?

s 3 w220 (2)+2) = 130 (2)

Quadrado da diferenca de dois termos

Para obter a expressao que representa o quadrado da diferenca de dois termos,
deve-se transcrever esse produto em linguagem algébrica.

O quadrado da diferenga de dois termos

O quadrado: ()2
Da diferenca: ( — )2
De dois termos: (a — b)?
(a —b)* = a* — 2ab + b

“O quadrado da diferenca de dois termos ¢ igual ao quadrado do primeiro termo,
menos duas vezes o produto do primeiro termo pelo sequndo termo mais o quadrado do
sequndo termo.”

Desenvolvendo algebricamente essa expressao, tem-se:

(a—b?=(a—b)la—b)=a-a—a-b—b-a+b-b=a*—a-b—a-b+b*=a*—2ab+ b’
EXEMPLO 22
(T —4)* = (T2)> — 2 - Tx - 4+ 4> = 492° — 56z + 16
(@° —ay)® = (2%)* = 2- 2% - wy + (zy)” = 2° — 22y + 2%

(a® — 2bc)? = (a*)? — 2 - a® - 2bc + (2bc)? = a* — 4a’be + 4b*C?

1 2 (1 )2 1 S (4 ) )
“p—2¢) =(=Zp) —2-=p-20+(20)2 = —p? — ( = 4
(5p q) £D B2 q+ (29) oL £pa ) +4g
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Produto da Soma pela Diferenga de Dois Termos

Em termos algébrico, tem-se:
Produto da Soma pela Diferenga de Dois Termos

O produto: () x ()

Da soma: ( 4+ ) x( )
Pela diferenga: ( + ) x( — )
De dois termos: (a + b) x (a —b)

(a+b)(a—0b) =a® — b

“O produto da soma pela diferenca de dois termos € igual ao quadrado do primeiro
termo menos o quadrado do sequndo termo”

Desenvolvendo algebricamente, tem-se:
(a+b)x(a—b)=a-a—a-b+b-a—b-b=a*—0b
EXEMPLO 23
(3a + ) x (3a — x) = (3a)? — 2° = 9a* — 2°
=+ op) X (x° —op) = (x7)” — (9p)" = x~ — 2op
(o +5p) x (& = 5p) = (+7)? = (5p)° = 2* — 25

(10 + ab®) x (10 — ab®) = 10* — (ab®)* = 100 — ab°

3 3 3 \? 9
3, 9 3_ 2 ) 32 (2 _ 6 _ 7 2
(b +5C) % (b 50) (v) (50) 0" = 55¢

O Cubo da Soma de Dois Termos
A notacao algébrica desse produto notavel é:

O Cubo da Soma de Dois Termos
O cubo: ()3
Da diferenca: ( + )3
De dois termos: (a + )3

(a+b)* = a® + 3a*b + 3ab® + b

“O cubo da soma de dois termos € igual ao cubo do primeiro termo mais trés vezes
o produto do primeiro termo ao quadrado pelo sequndo termo mais trés vezes o produto
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do primeiro termos pelo quadrado do sequndo termo mais o cubo do sequndo termo”

O desenvolvimento algébrico serd omitido neste item.

EXEMPLO 24

(2z+1)® = (22)* +3(22)® - 1+3-22(1)® + (1)® = 82* + 122 + 6z + 1
(1+2)3_<1>3+3 (1)2 2 4.1 (2)2+(2)3_1+ 6 12 8
2 x/)  \2 2) «x 2 \z r) 8 dx 22?2 23

O Cubo da Diferenca de Dois Termos
A notacao algébrica desse produto notavel é:
O Cubo da Diferenca de Dois Termos

O cubo: ()3
Da diferenga: ( — )3

De dois termos: (a — b)?

(a —b)® = a® — 3a®b + 3ab® — b*

'O cubo da diferenca de dois termos € igual ao cubo do primeiro termo menos trés
vezes o produto do primeiro termo ao quadrado pelo sequndo termo mats trés vezes o
produto do primeiro termos pelo quadrado do sequndo termo menos o cubo do sequndo
termo”

O desenvolvimento algébrico serda omitido neste item.

EXEMPLO 25

(1—22) = (1) —3(1)% x 22 + 3 x 1(22)® — (22)°> = 1 — 62 + 122* — 82°

(2 = s xS v (E) - (5) msoaes 22

3.2 Fatoracao

Técnicas de fatoracao

Fatoracao é um processo utilizado na matematica que consiste em representar um
nimero ou uma expressao como produto de fatores. Ao escrever um polinémio como a
multiplicagao de outros polindmios, frequentemente é possivel simplificar a expressao. As
principais técnicas de fatoracao serao exemplificadas a seguir.
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Fator comum em evidéncia

Esse tipo de fatoracao é usado quando existe um fator que se repete em todos os
termos do polinémio. Esse fator, que pode conter niimero e letras, sera colocado na frente
dos parénteses. Dentro dos parénteses ficard o resultado da divisao de cada termo do
polindémio pelo fator comum. Isto é,

ar + bxr = x(a +b)

EXEMPLO 26
v =2yt + P =y (" — 2y + 1)
z(m+n) —y(m+n) = (m+n)(z —y)
10azx + 15bx = z(10a + 15b) = 5x(2a + 3b)

8a'b® — 20a°b° = a*(8ab® — 20b°) = a’b*(8a — 20b%) = 4a®b*(2a — 5b°)

Agrupamento

No polinémio que nao exista um fator que se repita em todos os termos, é possivel
usar a fatoragdo por agrupamento. Para isso, deve-se identificar os termos que podem ser
agrupados por fatores comuns. Nesse tipo de fatoragdo, os fatores comuns dos agrupa-
mentos sao colocados em evidéncia. Isto é,

ar +bx + ay + by = (a + b)(x + y)

Primeiramente, deve-se agrupar os temos que tem um fator comum:

ax + bx + ay + by = (ax + bx) + (ay + by)

Depois o fator comum é colocado em evidéncia em cada agrupamento:

ax + bx + ay + by = (ax + bx) + (ay + by) = x(a + b) + y(a + b)

E por fim, novamente, o fator comum é colocado em evidéncia:

ar+bx +ay + by = (ax + bz) + (ay + by) = x(a+b) + y(a+b) = (a + b)(x + y)

Alguns exemplos sao apresentados a seguir.
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EXEMPLO 27

Yy ty =y y+ D+ @+ 1) =@+ +1)
ar —2x +5a—10=xz(a—2) +5(a —2) = (a — 2)(z + 5)

2bc + 5¢* — 10b — 25¢ = 2b(c — 5) + 5¢(c — 5) = (c — 5)(2b + 5¢)

Trindmio Quadrado Perfeito

Trinémios sao polindmios com trés termos. Note que os trindmios quadrados per-
feitos sao os resultados dos produtos notaveis apresentados anteriormente

2+ 2y + v = (¢ +y)°
2 = 2zy + 3 = (v —y)°
E necessario reconhecer se um trindmio é ou ndo um quadrado perfeito. Seja o trindmio:
2 2
a” + 10ab + 25b
A raiz dos termos ao quadrado é extraida, ou seja,
Va’>=a e V25-b0>2=5b
esses dois resultados sao multiplicados por dois,

2-a-5b=10ab,

que é exatamente o termo do meio do trinémio. Portanto, ele é um quadrado perfeito e
a sua fatoracao é dada por
(a + 5b)*

EXEMPLO 28
Y’ — 14y +49 = (y — 7)? 25p° 4 30px + 922 = (5p + 3x)?

a® +22a® + 121 = (a® + 11)?

Diferenca de Dois Quadrados
Para fatorar polindémios do tipo a? — b? o produto notével da soma pela diferenca é

usado. Assim, a fatoracao de polindmios desse tipo sera:

=y =(x+y) (x—y)

Para fatorar, calcula-se a raiz quadrada dos dois termos. Depois, escrever o produto
da soma dos valores encontrados pela diferenca desses valores.

Alguns exemplos sdo apresentados a seguir.
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EXEMPLO 29

x? — 25 = 7° — 52 = (x.+ 5)(z — 5)

(2-9) - () - -~ () (o)

(a+T7)2-36=(a+T7)?—6"=[(a+7)+6][(a+7)—6] = (a+13)(a+1)

3.3 Exercicios
Produtos Notaveis

1. Utilizando as regras dos produtos notaveis, calcule:

a) (z + 3)? b) (a+b)*

c) (5y — 1) d) (2 — 6)*

e) (2z+7)2 f) (92 +1)(9z — 1)

g) (a* — y)? h) 3z — §y)°

i) (22 + 3ay)? i) (@%y —ay®)?

k) (3y — 5)? ) (5+ 8b)2

m) (a*2? + a?z*)(a*z? — a2zt n) <2$2 - 2) (2952 + g)

o) (223 + 3y?) (223 — 3y?)

Fatoracao

2. Fatore as seguintes expressoes:

a) x> —4 b) 42 — 36

c) 922 — 16 d) 81z% — 64

e) y* — 2522 f) 422 — 254>

g) 42 — 20z + 25 h) 16y* — z*

i) 25m? + 20m + 4 j) 2522 — 130x—1—£1)
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3. Observe a fatoragao seguinte:

a* —1=(a®>+1)(a®>-1) =

(a® 4+ 1)(a+1)(a—1)

Agora, decomponha num produto de trés fatores.

a) rt—1

b) 81a* — 1

4. Efetue as divisoes seguintes, fatorando o dividendo:

2% — 14z + 49
x—"1T

z? — 16

r+4

a)
b)

3.4 Respostas dos exercicios
Produtos Notaveis
L a) 2%+ 6z +9

¢) 252 — 10y + 1

e) 4a? + 28z + 49

g) a* — 2a’xy + 22y’

i) dat + 1223y + 9222

k) 9% — 30y + 25

8.4 _ 48

m)a®z* — a'x

0) 45 — 9yt

Fatoracao
a) (z+2)(z—2)

2.
¢) (37 +4)(3z — 4)

e) (y + 52)(y — 5z)

g) (2x —5)

i) (5m +2)?

a) (22 +1)(z+1)(z—1)

b) (9a* +1)(3a+1)(3a — 1)
a) (z—=7)

b) (z —4)

b) a* + 2ab + b?

d) z* — 1222 + 36

f) 812% — 1

h) 927 — zy + &

i) 282 — 20tyt 4 a2y
1) 25+ 80b + 6412

4_ 9
n) 4r* — 5

b) (y +6)(y — 6)

d) (92 + 8)(9z — 8)

f) (22 4 5a)(2z — 5a)
h) (4y +2%)(dy — 2?)

i) (br—3)?
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Exponencial e Logaritmo

4.1 Entendendo a exponencial

Iustragao: Alguns técnicos estao trabalhando numa pesquisa num laboratoério de PIS-
CICULTURA e estao verificando que os peixes do aquério estao morrendo.

« Na semana da pesquisa, apareceram 3 peixes mortos na segunda-feira.
e Na terca-feira morreram 9 peixes.
» Na quarta-feira morreram 27 outros.
A seguir, é apresentada uma maneira de trabalhar dom esse tipo de problema
Resolvendo equagoes exponenciais

Uma equacao é caracterizada por uma igualdade e pela presenca de uma ou mais
incognitas. Por exemplo, 2245 = 9 é uma equacao do primeiro grau cuja solugao é x = 2,
pois 2 é o unico valor que x pode assumir que torna a igualdade verdadeira. Na equacao
exponencial, a incoégnita encontra-se no expoente.

EXEMPLO 30

=3

Para resolver uma equacao exponencial, a estratégia é tentar igualar as bases. Apods
isso, os expoentes podem ser igualados.

Sabendo que 2° = 32, as bases do exemplo acima podem ser igualadas.

EXEMPLO 31
2 =P = g=5

Exercicio resolvido
Resolver os exemplos a seguir.

e 2" =064
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o 103* = 1000
o 3% =27
o 8% =128

4.2 Entendendo o logaritmo

Logaritmo ¢ a operagao inversa da exponencial utilizada para o célculo de equagoes
exponenciais que nao possuem solugoes imediatas. Neste sentido, o logaritmo simplifica
os calculos mais complicados. Além disso, o uso do logaritmo permite diminuir o grau de
dificuldade das operagoes, transformando: multiplicacao em adigao, divisdo em subtragao,
potenciacao em multiplicacao e radiciagao em divisao.

Para estudar logaritmo é necessario ter conhecimento sobre potenciacao e as suas
propriedades, pois para encontrar o valor numérico de um logaritmo é necesséario desen-
volver uma equagdo. Por exemplo, dada a equagdo exponencial 2* = 4, essa pode ser
transformada em logaritmo.

EXEMPLO 32

2" =4 < log,(4) ==

A base 2 (cujo expoente é z) continua sendo base do logaritmo, o resultado 4 passa
a ser o logaritmando e o x ¢ o resultado denominado logaritmo.

log,(4) = z é 0 mesmo que perguntar a qual niimero 2 deve ser elevado para obtermos
47

Sabe-se que 2 ao quadrado (ou seja, & poténcia 2) é igual a 4. Assim, conclui-se que
o logaritmo de 4 na base 2 é igual a 2 (ou seja, © = 2).

Escrevendo em forma de logaritmo e calculando o resultado, obtém-se:

3F=9 = logz(9) =0 = x=2

log4(9) = 2 Lé-se: “o logaritmo de 9 na base 3 ¢ igual a 2”
Definicao de logaritmo

Logaritmo é a operacao inversa da exponencial e, com isso, a equivaléncia funda-
mental dos logaritmos pode ser enunciada:

Definicao
log,(b) =2 = a* =10

Na definicao anterior, tem-se as duas maneiras de mostrar a pergunta feita no inicio
do estudo de logaritmos.

A qual expoente x deve-se elevar a base a para resultar b?
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O calculo de logaritmo depende de algumas condigoes especiais. A proxima secao
contém as condigoes para um logaritmo existir.

Condicgoes de existéncia do logaritmo
e O logaritmando deve ser um ntimero positivo, isto é, b > 0;
o A base deve ser um nimero positivo diferente de 1, isto é, a > 0 e a # 1.

A primeira restricao ja inclui o fato de que o logaritmando deve ser diferente de
zero. Na segunda restrigdo é definido que a base deve ser um ntimero positivo, ou seja,
também nao pode ser zero.

Alguns exemplos sao apresentados a seguir:

EXEMPLO 33
log,(8) =2 = 2°=8 = 2°=2> = =3

log(100) =7 = 10° = 10> = z =2

Quando o logaritmo nao apresenta base considera-se que a base tem valor igual a
10. Além disso, quando a base de um logaritmo é igual a e (e = 2,718...) ele é chamado
de logaritmo Neperiano ou logaritmo Natural.

In(e) = log,(e)

Nesse caso, o logaritmo ¢ mais usado em assuntos técnicos.
Propriedades operatodrias

o Propriedade 1 (Logaritmo do produto)
log(A x B) =log A+ log B

O logaritmo do produto é igual a soma dos logaritmos dos fatores.

EXEMPLO 34

log,(8 x 4) =log, 8 +log, 4 =3+2=5

» Propriedade 2 (Logaritmo do quociente)

log (g) = log(A) — log(B)

O logaritmo do quociente é igual a diferenca entre o logaritmo do dividendo e o
logaritmo do divisor.
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EXEMPLO 35

2
log, (34) = log,(32) —log,(4) =5—-2=3

» Propriedade 3 (Logaritmo da poténcia)
log A" =n x log A
O logaritmo da poténcia é igual ao produto do expoente pelo logaritmo da base da
poténcia.

EXEMPLO 36

log10? =2 xlogl0 =2 x 1 =2

Outro aspecto importante no estudo dos logaritmos é a transformacao de base. Por
exemplo, uma calculadora cientifica s6 calcula o logaritmo de base 10 (log) ou o loga-
ritmo neperiano (In). Entdo, por exemplo, quando deseja-se calcular o logs(9) nessas
calculadoras é necessario transformar a base 3 para a base 10 ou para a base e.

Mudanca de base

Para mudar a base log,(b) para base ¢, é necessario aplicar a seguinte igualdade:

Aplicando a mudanga de base em logy(81), mudando da base 9 para a base 3,
obtém-se:

EXEMPLO 37

1 1 4
0g3(8):7:2

1 81) =

4.3 Exercicios

Exponencial
1. Determine o conjunto solugao para as seguintes equacoes exponenciais:
a) 2773 42771 4 27 = 52

15
b) 9% + 2;t+1 + 2x+2 + 2;r+3 — ?

c)2-2°=v8-V2-V2
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25" + 125
6

d) — 5z+1

2. Calcule o conjunto solucao do seguinte sistema de equagdes exponenciais:

{ 41-83’:%
97 . 27% = 3

3. Considere uma méaquina agricola que tenha uma depreciagao de 25% ao ano. Se seu
valor de compra foi de R$ 80.000,00, quanto custara daqui a quatro anos?
Logaritmo

4. Resolva as seguintes equagoes em t, utilizando log:

a) 20 =5 b) 2.3 = (1,1)"

¢) a=H d) 2,02(1,15)" = 3,18(2,01)¢
¢) Pa' = Qb f) P= Bt

g) P = Pya™ h) PpO3k = pa™

5. Simplifique as expressoes, utilizando as propriedades dos logaritmos:

a) log(a?) + log(b) — log(a) — log(v?) b) log(10%13)
C) lolog(aQ) d) 102log(b)

log(t)

e) 10_10g(a)t f) 10~ 10

6. Meia-vida - Em geral, se uma substancia tem uma meia-vida de unidades de tempo
(anos, horas, etc.), a quantidade @) da substéncia depois de ¢t unidades de tempo (a
mesma de h), considerando @)y a quantidade inicial, é

t
N7
Q= ()"
Em um método de marcacao, utiliza-se como indicador o isétopo do potassio K42,

cuja meia-vida é de 12,5 h. Se houver 10,32 ¢ inicialmente, em quantas horas essa
substancia atingird 1 g7

7. A partir do exercicio 3 sobre Exponencial, qual o tempo em anos, em que o valor
da maquina agricola ird atingir a metade do valor da compra?

4.4 Respostas dos exercicios

Exponencial
1. a)S={5
b) S ={-1}
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¢) S = {—112
d) S = {1,2}

2. A solugdo da equagdo ¢ o par (z,y) = {(-2,1)}

3. Apés 4 anos, a maquina custard R$ 25.312,50.

Logaritmo
L ) t=232 b) t = 8,74
log(a)
— = —0,81
c) t og(b) d) t 0,8
_ log (%) _ log (7))
e) t - f)
log (%) log(b)
_ log (P%) 0,3k log(b)
g)t h) ¢
nlog(a) nlog(a)
5 a) log (Z) b) z+3
c) a? d) v?
t 1
- f
°) a ) Y

6. A substancia atingird 1g apds 42,09 horas.

7. A méquina custard R$ 40000,00, ou seja, metade do seu valor original de compra,

apos 2,41 anos.
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Equacoes e Inequacoes do 12 Grau

5.1 Equacao do 1° grau

Definigcao: Uma equacao linear em = pode ser escrita da seguinte forma:

Definicao

axr+b=0,
em que a,beRea#0
O objetivo de uma equagao do 1° grau é encontrar o valor que satisfaz a igualdade.
Exercicios Resolvidos

1. Resolver a equacao em R.

(a) 23z — 16 =14 — 17x

Fazendo:
y =23z — 16
y=14—17x
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20 1

15\

10

y =23z — 16

—10 }

—15

Em seguida, faz-se:

23x —16 =14 — 17x

Soma-se 17x e 16 de ambos os lados da igualdade

23r — 16 + 172 + 16 =14 — 172 4+ 172 + 16

40x = 30

Divide-se ambos os lados da igualdade por 40

40z _ 30
40 40
.

4

10y —5(1+y) =32y —2) —20
Fazendo:

y =10z — 5(1 + z)
y=3(2x—2)—20
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Y
150
100

y =10z —5(1 + x)
50 |

—100 |

Em seguida, faz-se:
10y —5(1 +y) =32y —2) — 20
Aplicando a distributiva
10y =5 -5y =6y — 6 — 20
Soma-se —6y e 5 de ambos os lados da igualdade

5y —5—6y+5=06y—26—6y+5

S = {21}

(c) z(z +4) + z(z + 2) = 22° + 12 Fazendo a distributiva, obtém-se:

2% + 61 = 22° + 12

Plotando os graficos das equagbes do 2°grau, obtém-se:
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Y
250 1
200 t
150 |
100 |
202 + 12
o0 1
x(z+4) + x(z+2)
—10 ) 5 10

Soma-se 2x% de ambos os lados da igualdade
222 + 6z — 227 = 227 + 12 — 22°

6x =12

Divide-se ambos os lados da igualdade por 6

6z _ 12
6 6
xr =2

Assim, o conjunto solucao do problema é

S =12}

Encontrando o MMC dos denominadores(10, 5), obtém-se:

l-(z—=5)+2-(1—-2z) 3—=x

10 4
Aplicando a distributiva, obtém-se:

x—5+2—4x_3—x
10 4

—3r—3 3—=x

10 4
Plotando o grafico, obtém-se:
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10

-3z —3 3—x

+(10) - (4) = —— - (10) - (4)

A(—3z —3) = 10(3 — 2)

10

Aplicando a distributiva, obtém-se:
—122 — 12 =30 — 10z
Soma-se 10x e 12 de ambos os lados da igualdade
—12x — 124+ 10z + 12 = 30 — 10z + 10x + 12

—2x =42
Divide-se ambos os lados da igualdade por -2

—2z 42

2 2
r=-21

Assim, o conjunto solucao do problema é

S ={-21}

5) 1
T _9_"=
(e) ~ 1

Observa-se que x = 0 nao é possivel
Plotando o grafico, temos:
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Soma-se 2 de ambos os lados da igualdade

5 1
S _242="42
T 4

5_9

r 4

Desde que x # 0, multiplica-se ambos os lados da igualdade por x
5 9
- () = 1 (x)
9
5 = Z A

em seguida, multiplica-se os dois lados da igualdade pelo inverso de 7 ou seja,
4

por —

9

Assim, o conjunto solu¢ao do problema é
20
5= {2)
9

2. Encontre a; e as que satisfazem a equacao.
2¢ — 1 a Q9

x2—5x+6:x—2 z—3

Fazendo o MMC em os denominadores, (x — 2)(z — 3), temos

20 —1 a1z —3) +ax(z — 2)
22 —5r+6 (x —2)(x — 3)
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20— 1 a1 — 3aq + asr — 2a4

22 —5r+6 22 — 5z 46
20 — 1 = (a1 + a2)zr — (3a1 + 2a9)

Assim, temos que resolver o sistema de equagoes

a1+ as = 2 (Z)
3&1 -+ 2&2 =1 (ZZ)

De (i) temos a; = 2 — ag, que substituindo em (ii) fica:

3(2—as) + 203 =1=>6—3ay+2ay = 1

em(i):>6—a2:1:>a2:5

Logo, voltando a1 =2 —ay, =2 -5 = a; = —3
Portanto, a igualdade é satisfeita quando a; = —3 e as =5

20 — 1 B -3 n 5
2—5x+6 x—2 x—3

5.2 Inequacao do 1°grau

Notacao

« <

IV IN V

Defini¢ao: Uma inequagao linear em x pode ser escrita das seguintes formas:

: menor que;
: maior que;
: menor que ou igual a;

: maior que ou igual a.

Definicao

ar+b<0, ar+b>0, ar+b<0, ar+b>0,

em que a,b € Rea#0.

Propriedades: Sejam wu,v,w e z nimeros reais, variaveis ou expressoes algébricas, e ¢
uma constante real.

o Transitiva.
Seu<wvewv<w,entdo u < w.

o Aditiva.

(i) Se u <w, entdo u+w < v + w.
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(ii) Seu<vew< z entdo u+w < v+ z.

e Multiplicativa.
(i) Seu <wvec>0,entdo uc < ve.
(ii) Seu <wvec<0,entdo uv > ve.
Exercicios resolvidos

1. Resolva as inequagoes do primeiro grau:

(a) 22 —8>0
Com o objetivo de isolar a variavel x, soma-se 8 nos dois lados da desigualdade

20 —8+8>0+28
2r > 8

Em seguida, divide-se ambos lados por 2
2z
? >
>4

N | oo

Assim, o conjunto solucao é

S={zeR|z >4} = (+4,+00) =] +4,+00]

(b) 3+7x <8z +9

Com o objetivo de isolar a variavel x, subtrai-se 8x e 3 nos dois lados da
desigualdade

34+T7xr—8x—3<8+9—8x—3
—r <6

Em seguida, multiplica-se ambos lados por —1
—z - (=1) > 6 -(=1)

z>—6

Assim, o conjunto solucao é

S={reR|z>—-6}=(—6,+00) =] —6,+00]

<

ol 8
>~ w

Com o objetivo de isolar a varidvel x, multiplica-se ambos lados da desigualdade
por 5

Assim, o conjunto solucao é

15 15 15
- <7 = — —_— = — _
S {NR”—AL} (00’4] } 00’4}

40



Hesaa usp
(d) 2x—5<;+?f+1;x

1 x
Com o objetivo de isolar a variavel x, subtrai-se — e soma-se — e 5 nos dois

lados da desigualdade

3x 1 1 €T
-t -2 Ly
Ty S3t3T3t

8r—3x x 2415
5 3573
15x+4x<g

12 3

19«
— < 17
4

4
< =17
ST
o
19

Assim, o conjunto solucao é

68
s frerio<®)
T € |x<19

() 2 —1 < z+1<3x—1 (Desigualdade dupla)

Resolugao:
Considerando x € R, os graficos das trés expressoes sao:

Adotando duas desigualdade, obtém-se:
2 —1 < z+1 (i)
r+1<3z—-1 (i)
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De (i), tem-se:
2t —1 < z+4+1=2<2

De (ii), tem-se:
r+1<3r—1= -2 < 2=2a>1

Analisando os intervalos das desigualdades, tem-se:

1) AAAAAAAAAAAAAAAA S

2
i PAAAAAAAAAAAAAAA
(i) .
i) N (i PAAAAAAA S
(i) N (i) : ;
Logo, S=(1,2lou S={z e R |1 <z <2}
3r—1>5 2
(f) v v (Sistema de inequagoes)
dr+3 <7z —11
Resolugao:
Considera-se = € R.
Primeiro, nomeia-se as desigualdades:
3r—1>bx+2 (i)
dr+3 <Tr—11 (ii)
De (i) tem-se:
3
3x—1>5$+2:>—2x>3:>$<—§
De (ii) tem-se:
14
4x+3<7x—11:>—3x<—14:>x>§
Analisando os intervalos das desigualdades, tem-se
i) AAAAAAAO
(i) 3
(i) 2 ANNNN N NN
(A VAL VALV VIAVAL VRV,

E
(i) N (i) 3

Deste modo, S = 0.

(g) 2z+5)(—=3x+7) <0 (Inequagao produto)

Em primeiro lugar, faz-se um estudo do sinal de cada termo. Sendo o primeiro
termo (i) igual a 2z 4+ 5 e o segundo termo (ii) igual a (—3x + 7).
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A anélise de (i):

5
2x—|—5:0:>2x:—5:>:c:—§

Na reta real tem-se:

A analise de (ii):

7
—3x+7:0:>3x:7:>x:§

Na reta real tem-se:

- - - - - - -
(1) —O
o
2
+ + + + - - - -
(ii) —O—
7
3
_ _ _ + + -
Produto —0 O—
5 7
2 3

A solucao esta no intervalo em que o produto é menor do que zero.

) 7 ) 7
=|—-00,—2 -, + = R —— -
S < 00, 2)U(3, oo)ouS {xe |z < 2ouzlt>3}

4y —
(h) 5161(()5 >0 (Inequagdo quociente)
T —

E necessario verificar a condigao de existéncia da inequacao.

5r —10#0 =52 # 10 = x # 2

43



ESALQ USP

Em seguida, faz-se um estudo do sinal de cada termo. Sendo o primeiro termo
(i) igual a —4z — 6 e o segundo termo (ii) igual a 5z — 10.

A anélise de (i):

6 3
—4x—6:0:>—4x:6:>a::—1:>x:—§
Na reta real tem-se:
+ o+ o+ F
NS - -
2
A analise de (ii):
0 —10=0=50r=10—= 2 =2
+ + +  +
- - _ _ A

Analisando os dois termos juntos tem-se

(i) ! ! -

1 @

_3
— — — —2 — — + + +
(ii) —O—
2
. - — + 4+ + — — —
Quociente @ O—
3 2
2

A solucgao esta no intervalo em que o quociente é maior do que zero.

S:{—zﬂ) ouS:{m€R|—2§m<2}
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E necessario verificar as condigoes de existéncia da inequacao.

r#—2ex#—1

Posteriormente, é feita a manipulacao necessaria da inequacao.

x rz—1
>

r+2 x+1

T _x—1>0

r+2 x+1—

z(z+1)—(x—1)(z+2)
i@t =)

24+ x— (2% —x+2x —2) -0
(z+2)(z+1) -

2 2
T+ xr—x x—l—ZZO
(x+2)(x+1)

= Gi)arn ="

Em seguida, faz-se um estudo do sinal de cada termo do denominador. Sendo

o primeiro termo (i) igual a x 4+ 2 e o segundo termo (ii) igual a = + 1.

A analise de (i):

r+2=0—ax=-2

A anélise de (ii):

r+1l1=0=—2=-1
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Analisando os dois termos juntos tem-se

.- - = 4 + + + +
(i) -O
-2
— - = - - - -+ + +
(ii) O—
-1
— — — + + +
Produto * + —O %
) N

A solugdo estd no intervalo em que o produto dos termos (i) e (ii) é maior do
que zero.

S = (—00,—2)U (-1, +00)
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Equacoes e Inequacoes do 22 Grau

6.1 Equacao do 2° Grau

Definicao: Uma equacgao linear em x pode ser escrita da seguinte forma:
Definigao

ar’ +br +c=0,
em que a,b,c € Rea#0.

Equacao completa ou incompleta
Completa se todos os coeficientes (a, b, ¢) forem diferentes de 0 (zero);

Incompleta se um dos coeficientes, b ou ¢, forem iguais a 0 (zero) e a # 0.

EXEMPLO 38
2?2 +22—-3=0 — a=1,b=2;c=-3 (equacao completa);

—2?+4r—-3=0 — a=-1,b=4;c= -3 (equacio completa);

202 + =0 — a=2,b=1;¢c=0 (equagao incompleta);
z24+3=0 — a=1,b=0;¢c=3 (equacao incompleta);
z2 =0 — a=1,b=0;c=0 (equacao incompleta).

Resolucao das equagoes O objetivo de uma equacao do 2° grau é encontrar os valores
de = que satisfazem a igualdade. Pela férmula de Bhaskara:

A=b—4-a-c
x_—bi\/Z
N 2a
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Se A > 0, a equacao tem duas raizes reais e distintas.
Se A =0, a equacao tem duas raizes reais e iguais.
Se A < 0, nao existe raiz real.

Exercicio resolvido
Resolva 22 +x —6 =0
Sejaa=1,b=1ec=—6
Calculando o valor de A

A=1*—4-1-(-6)
A=1+24
A =25

Como o valor de A ¢ maior que 0 (zero) sabemos que a equagdo r? + x — 6 = 0 possui
duas raizes reais e distintas. Assim,

—1+4/25
r=-—
2-1

—1+5
2

O sinal £ na férmula indica que devemos fazer as duas operagoes matematicas (soma e
subtragao), sendo x; o resultado obtido com a operacdo da soma (+) e xs o resultado
obtido com a operagao da subtragao (-).

Assim, em x; tem-se:

Tr =

—1+5
I =
2
4
I = 5
Ir = 2
E em x5 tem-se:
—-1-5
Lo = 9
—6
2Ty
To = -3

O método de Bhaskara resolve todas as equagoes de 2° grau, porém hé outras formas
de resolvé-las caso verifique que a equagao se enquadre em um dos casos seguintes

1° Caso: Equagdes incompletas do tipo ax? — ¢ = 0 (ou seja, b = 0). Para resolver esse
tipo de equacao basta isolar a variavel x:

ar’? —c=0

=

[l

H_
s
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EXEMPLO 39

?—9=0
22=9
a:::i:\/§
r =13

2°2 Caso Equagoes incompletas do tipo ax? + bz = 0 (ou seja, ¢ = 0). Para esse caso de
equagao, sera usada a fatoracao e a incégnita x é colocada em evidéncia, obtendo:

z(ax +0b) =0

Dai obtém-se
z=0o0ou az+b=0

ar = —b
—b
r=—
a
Entao as raizes da equagao sdao xr1 =0e 19 = ——
a

EXEMPLO 40

22 —5r=0

Fatorando, obtém-se:
z(r—5)=0

Para resultar em zero um dos fatores tem que
ser zero. Deste modo:

r1=0o0ou2x—5=0—29=25

32 Caso Equagoes incompletas do tipo az? = 0 (ou seja, b = 0 e ¢ = 0). Nesse caso, as
etapas sao as seguintes:

ax’ =0
0
==
a
22 =0
z=0

Como 40 e —0 indicam o mesmo niimero pode-se afirmar que esse tipo de equacao
tem sempre duas raizes iguais a zero.

42 Caso Nas equagoes completas podemos utilizar o método das relacoes de Soma e
produto entre as raizes da equacao (relagdo de Girard).
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$1+LL’2:—*
a
C
Ty = o = —
a
EXEMPLO 41
2
z°—5x +6

Pela relagao da Soma

1‘1+5E2:—a:—7:5

Na relagao do Produto, temos:

Em seguida, devemos perguntar: “quais dois nimeros
cuja soma a soma € igual a 5 e o produto é igual a 677
A solugao é S = {2,3}

6.2 Inequacao do 2° Grau

Definicao: A inequacao é uma desigualdade, logo em vez de um sinal de igual na sen-
tenca matematica utiliza-se sinais como:

Tabela 6.1: Simbolos de uma inequacao.

Simbolo Significado
< Menor que
> Maior que
< Menor que ou igual a
> Maior que ou igual a

Assim, uma inequacdo é escrita na forma: ax?+br+c 00, em quea,b,c € R e a # 0

Por exemplo, na desigualdade % + 6x + 9 > 0, tem se:

Tabela 6.2: Termos da inequacao.

Nome Termo

Incégnita  x (o maior expoente de x é igual a 2)

12 membro 22 4+6x+9
2° membro 0
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Observacao: Resolver a inequagao é encontrar todos os valores reais de x que tornem a
desigualdade verdadeira e escrever o conjunto solucao.

Exercicios resolvidos.

Resolva as inequacoes:

a)y=12>—2r—8<0

Resolucao:

Sejaa=1,b=—-2,c=—8:

Encontrando o valor de A

A=b—4-q-c¢
A=(-2?-4-1-(-8)
A=4+32
A:36>0—>(5L‘17£ZL‘2)

Calculando os valores das raizes

b VA

2a

m_ziw%
2.1
246

T =

X

y=x?—2r—38

Assim, o conjunto solugao é: S ={r e R| -2 <z <4}
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b) —2? -3z —-2<0
Resolucao:
Sejaa=—1,b=—-3,c=—2:
Encontrando o valor de A

A=9-38
A:1>O—><l’1§£l’2)

Calculando os valores das raizes

b+ VA
a 2a
(=31
o 2-(-]
3+1
2
3+1 4
22
3—-1 2
22

X

Tr =

T —

To =

Assim, o conjunto solugao é: S={reR |z < —-2o0uz> -1}

52



ESALQ usSe

c) 202 —2x+5>0
Resolucao:
Seja a =2,b=—2,¢c=5:
Encontrando o valor de A

A=b—4-a-c
A=(-2)?-4-2.5
A=4—-40
A=-36<0— (z;exy ¢ R)

Y

15 |

-2 -1 1 2 3

Assim, o conjunto solugao é: S =R

Sistemas de Inequagoes do 22 Grau
Existem sistemas de inequagoes que aparecem duas ou mais inequagoes do segundo grau.

A resolucao deve ser feita da seguinte forma:
e Resolver cada inequacao separadamente;
o Fazer a interseccao das solugoes usando as retas dos intervalos;
e Dar a solugao.

Exercicio resolvido

Encontre o conjunto solugao do seguinte sistema de inequagoes:

{x2—6x+920
3r—6>0

Resolucao:
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{ 22— 62 +9 >0 Inequagao (I)
3 —6>0 Inequagao (II)

Resolvendo separadamente a inequagao (I), temos:
2? —6z+9>0
Sejaa=1,b=—6,c=09:
A=b—4-a-c
A=(-6)?—-4-1-9
A=0— (iL'l = 1'2)

Calculando os valores das raizes

 —bEVA
= 2a
m_—(—6):|:\/6
2-1
xzﬁzg—mcl::@:?)
2 2

10\t

y=1x?—6x+9

-2 2 4 6 8

O conjunto solugao da Inequacao (I) é: S; =R

Resolvendo separadamente a inequagao (II), temos:

3r—6>0
3r—6=0
3r =06
6
:7:2
TT3

10
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O conjunto solugao da Inequagao (II) é: Sy ={r € R |z > 2}.
s
VVVVVVVVVVVVVUVVVVVVVVVVVVVVYV VIV

S A A A A A AR A AR A A A A

S1 NSy A A A A A A A A A A A A A A A

Inequagoes Simultaneas

Uma inequacao do 2° grau é simultanea quando aparecer duas desigualdades numa
sO sentenga. Sua resolucao deve ser feita da mesma maneira que em sistemas de inequacoes
do 2° grau.

Exercicio resolvido.

Encontre o conjunto solu¢ao da seguinte inequagao:

3<a?—2r+8<8
Decompondo em um sistema de inequacoes, temos:

{x2—2x—1—8§8
22 —2x+8>3

Em seguida, sao feitas algumas manipulagoes necessarias para facilitar a andlise e
obtemos o sistema abaixo

{ 2 — 22 <0 Inequacao (I)
2 —22+5>0 Inequagao (II)
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Resolvendo separadamente a inequacao (I), temos:
22 —2x <0

2 —20=0 — z(r—2)=0

Assim, x =0ouz—2=0

Entao, temos: x1 =0 e 2y = 2

Y

O conjunto solu¢ao da Inequacao 1 é: S1 ={r e R|0 <z <2}

Resolvendo separadamente a inequacao (II), temos:
22 =22 +5>0
Sejaa=1,b=—-2,¢c=5:

A=b—4-q-c

A=(-22—-4-1-5

A:—16<0—>(ZL’16I2¢R>
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14 +

12 ¢

10

y=1x2>—-2r+5

-2 -1 1 2 3 4

O conjunto solucao da Inequagao I é: Sy = R.

Assim:

d Y
0 2

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
2 VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVVYV VIV

51N S & AAAAAAAAA
0 2

Portanto, o conjunto solugdo ¢ S ={z € R| 0 <z < 2}.

Inequacao Produto e Inequacao Quociente

Algumas inequagoes apresentam produtos de expressoes, enquanto que algumas
apresentam o quociente de expressoes.

Nestes casos, deve-se:
e Fazer a analise de sinais de todas as expressoes.
e Determinar a solucao pela interseccao do estudo de sinais das expressoes.

Uma observagao importante na resolugao da inequagdo quociente é que a expressao
apresentada no denominador nao pode ser igual a zero.

Exercicios resolvidos

1. Determinar o conjunto solucio da inequagdo produto (z? — 7z + 10)(6x + 12) > 0.
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Resolucao:

Igualando a primeira expressao a zero e resolvendo, temos:
22— T72x+10=0
Sejaa=1,b=—7,¢c=10:

A=V —-4.-q-c
A=(-7)%*-4-1-10

Calculando os valores das raizes

~ —bxVA

T

2a
x_—(—?)i\/g
a 2.1
743
r=—
2
7+3 10 -
= = — =
! 9 9
7-3 4
_7:7:2
Ty Ty
Y
4,,
3,,
y =% — Tz + 10
2,,
1,,
1
7]_,,
72,,
73,,

Igualando a segunda expressao a zero e resolvendo, temos:

6r+12=0

6xr = —12

~12

T = —2
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Yy
20 |
15 | y =6z + 12
T
1 2
Estudando os sinais das solucoes, temos:
Expressao 1 + + + + %_ B +
2 -
Expressao 2 — 3 + + + + + +
- = + + + - - +
Produto - . @ )
9 2 )
Portanto, o conjunto solucao final da Inequacao produto é:
S={rxeR|-2<z<2o0uzxz>5}
—x?4+4r -3
2. Determinar o conjunto solucao da inequagao quociente T —ar2 >0
—x

Resolugao:

[gualando a expressao do numerador a zero, temos:
—2*+4rx-3=0
Sejaa=—1,b=4,c= —3:
A=V —4-a-c
A=4*—4.(-1)-(-3)
Calculando os valores das raizes

b+ VA

v 2a
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—4++/4
r=——"""—
2-(-1)
 —4+2
T T
—44+2 =2 .
T1 = = — =
! ) )
—4—-2 —6
Tog = ) —_72—3
Yy

Igualando a expressao do denominador a zero, temos:

—rx+2=0
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Deve-se lembrar que a condigdo de existéncia da inequacao é que = # 2.

Estudando os sinais das solugoes, temos:

Numerador _— o
1 3
+ + + + - - - -
Denominador J\ép
. - - - + + - - +
Quociente @ O— — @
1 2 3

Portanto, o conjunto solucao final da Inequacao produto é:

S={reR|1<zx<2o0uz>3}
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Equacoes Modulares

7.1 Modbdulo de um nimero real

Defini¢ao: Seja x um ntimero real. O médulo de x, denotado por |z|, é definido como:

Definicao: Mdédulo de ntimero real

r se >0
|I|: —x se <0

Em uma representacao geométrica, tem-se que:

Se z < 0 entao:

x 0
|z] = —a
Se > 0 entao:
0 x
x| =«
Veja os exemplos a seguir.
EXEMPLO 42
5 =5 | —5|=5 0] =0 | —0,2] = 0,2 V8| = V38
| -7l =7

Exercicios resolvidos.
Resolvendo as equagoes a baixo:
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a) 2e+1/=5
O primeiro passo para resolver a equagao é descobrir em quais intervalos a expressao
dentro do médulo tem valor positivo ou negativo.

Para isso, é preciso encontrar a raiz (igualar a expressao a zero e isolar o x) e esbogar

um grafico:
2¢0+1=0
2v = -1
1
T

Como é uma equacao do primeiro grau, e o nimero que acompanha o x é positivo
(+2), o grafico ¢ uma reta crescente:

1
Ou seja, quando * < ——, o valor de 2z + 1 dentro do médulo é menor que zero,

e quando z > ——, o valor de 2z + 1 dentro do modulo é maior ou igual a zero.

Utilizando a definicado de médulo:

r se >0
o] = —x se <0

Para = < —5:
20 +1|=—-2cx+1)=—-2x—1
Entao:
22+ 1] =5
—2r—1=
6
r=-——
(—2)
r=-3
O —3 pertence ao intervalo que estamos analisando, pois —3 < —1/2, entdo x = —3

faz parte da solucao.

Para x > —5:
20+ 1] =22+ 1
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Entao:
2041 =5
20 +1=5
4
r=—
(2)
r=2

O 2 faz parte do intervalo que estamos analisando, porque 2 > —1/2; entdo x = 2
também faz parte da solugdo. Logo S = {—3,2}.

b) |9z +2| = -3
O primeiro passo para resolver a equacao é descobrir em quais intervalos a expressao
dentro do modulo tem valor positivo ou negativo.

|9z + 2| = =3 (inequagdo) — 9z + 2 =y (equacao)

Para isso, é preciso encontrar a raiz (igualar a expressao a zero e isolar o x) e esbogar

um grafico:
9r+2=0
9z = -2
2
r=—=
9

Como é uma equacao do primeiro grau, e o nimero que multiplica o x é positivo
(49), o gréfico é uma reta crescente:

2
Ou seja, quando x < ——, o valor de 9z + 2 dentro do moédulo é menor que zero, e

quando x > ——, o valor de 92 + 2 dentro do médulo ¢ maior que ou igual a zero.

Utilizando a definicao de médulo:

r se >0
|2l = —x se <0

Para r < ——:
92 +2| = —(92 +2) = -9z — 2
Entao:
9z + 2| = -3
—9r—-2=-3
-1
r=—
-9
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I . . 1 2 .1
O — nao pertence ao intervalo que estamos analisando, porque 9 > ~9 Assim 9

também nao faz parte da solugao.

Para x > —§:
92 + 2| = 9z + 2
Entao:
|9x + 2| = =3
9r +2 = -3
92 = —5H
x — _?
9

D
O 3 nao pertence ao intervalo que estamos analisando, porque —5/9 < —2/9.

Assim, —9 também ndao faz parte da solucio. Logo, S = (.

Proposicoes

Quaisquer que sejam os nimeros reais a, b, r, tem-se:
jof* = |27 = 2?

|ab| = |al|0]

la 4+ b] < |a|] + |b| (Desigualdade Triangular)
Sea>0,|z|<a & —a<z<a

2] = Va?

lal = [b] < [la] = [b]] < |a —b]

L T

o — bl < la — [+ |z —b|

Corolario 1
Dado um nimero real positivo a, qualquer que seja o niimero real x, temos:

x| > a2z >aouzr < —a

Corolario 2
Dados a,b, x € R, tem-se:

lz—al<bsa—-b<zx<a+b
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EXEMPLO 43
|x] <3
Como 3 > 0, usa-se a Proposicao 4:
Se >0, |z|<a & —a<z<a

Assim: S={r€eR| -3 <z <3}

EXEMPLO 44
|22 — 5] < 3
Como 3 > 0, usa-se a Proposi¢ao 4:

Sea>0, |z|]<a & —a<z<a

Assim: -3 <2z —-5<3

. - . e - 2r —5< 3
Duas inequacoes sao definidas para facilitar a analise { 9 — 5> 3
Resolvendo-as tem-se:
20 —5 > -3 2r—5< 3
20 > =345 20 < 34+5
2 > 2 20 < 8
2
z>3 r < 8/2
x>1 r <4

Logo, S={zeR|1<x <4}
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EXEMPLO 45

|6 —2x| > 7

Usa-se o Corolario 1:

lz| > a2z >aouzr < —a

Assim: 6 — 2z > Toub — 2z < —7

. - . . - 6—2x>7
Duas inequacoes sao definidas para facilitar a andlise { 6— 2z < —7
Resolvendo-as tem-se:
6 —2x < -7
6 —2x>7
—2r < -T7—-6
—2r>7—06
—2r < —13
—2x >1
1 2¢ > 13
< —— 2
- 2 > 2
=13

2 1
L = Rlzx>— < -
0go S {a:e \:1:_130u:1:_ 2}

EXEMPLO 46

|z| >4

Usa-se o Corolario 1:

x| >a<sxz>aouz < —a

Assim: S={z eR |z >4oux < —4}

7.2 Funcao modular

Seja a fungdo g : R, — R dada por g(z) = 2*. O dominio dessa fungao ¢ dada
pelos nimeros reais nao negativos. Ao desenhar seus grafico tem-se apenas um pedago da
parabola.

Agora considere a funcao h : R* — R dada por h(z) = —x — 2. O dominio dessa fungao
é formado pelos reais negativos. Ao desenhar o grafico, tem-se apenas uma parte da reta.
As duas fung¢oes podem ser reunidas em uma tnica funcao da seguinte forma:

—x°, se >0
f(x)_{—m—Q, se <0
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Seja g(z) uma fungao real. Define-se a fun¢ao modular como sendo a fungao:

fR—R
f(x) = lg(2)]

Observa-se que pela definicdo de modulo de um ntimero real, tal nimero pode ser
substituido por uma funcao definida por duas sentencas, da seguinte forma:

Defini¢ao: Funcao modular

_ [ g(@), se g(x)>0
flz) = { —g(z), se g(r) <0

Veja os exemplos a seguir.

EXEMPLO 47

f(@) = |z| f(x) =| - 2| f(@) = |&* — 3|

r+1
fO=m | o=
Gréficos de fungao modular
1. Esbogar o gréfico da fungao f(x) = | — x|.

f@) =z +3]

Para construir um grafico de uma funcao modular, primeiramente, analisa-se o gra-

fico da fun¢ao sem o moédulo na sua lei de formacao:

flx) =] — x|
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Faz-se, entao, a construgao do gréfico de f(z) = —x

O modulo presente na lei de fungao faz com que a parte do grafico que se localiza
abaixo do eixo x “reflita” no momento em que toca o eixo x. Assim, a representagao
do grafico de f(x) = | — z| estd em verde a seguir:

y = ||

2. Esbocar o gréfico da funcio f(z) = |2* — 4.

Primeiramente, faz-se o grafico de g(x) = 2% — 4
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)
4 1 Y = £C2 —4
3 1
2 £+
1 £+
‘ T
4 4
Assim, o grafico de f(x) é dado em verde a seguir:
‘ o
-4 4

7.3 Exercicios

1. (FUVEST) Seja f(x) = |22? — 1|,x € R. Determine os valores de x para os quais
f(z) <1

2. Construa os graficos das seguintes fungoes modulares:
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a) f(z) = [a* + 4z
b) flx) = |4 — 27
c) fz) = [2x -1
d) f(x) = |z —1]

e) f(z) =2z + 3|

3. Resolva a seguinte equagdo em R : [z — 2| =22+ 1

4. Resolva a seguinte inequagao em R: |z — 1| <3z — 7

7.4 Respostas dos exercicios

l.{reR|-1<z<0ouo<uz<l}.

2. Construa os graficos das seguintes fungdes modulares:

10 |

y = |o? + 4|
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x

_1 1

_2 1

73 1

_4 1

e)

y = |2z + 3|
x

= {3

4. S={reR|z>3}
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Trigonometria

8.1 Conceitos basicos

A trigonometria teve origem com o estudo das relagoes entre as medidas dos lados e
dos angulos de um triangulo retangulo. Posteriormente, o estudo foi estendido para outros
“ambientes”, como a circunferéncia trigonométrica. Com isso, as fungdes trigonométricas
foram amplamente estudadas: seno, cosseno, tangente, cossecante, secante e cotangente.
Este material aborda os conceitos bésicos de trigonometria, as fungoes trigonométricas e
suas relagoes e transformagoes.

Hoje em dia a trigonometria nao se limita estudar somente os triangulos. Encontra-
mos aplicacoes da trigonometria em eletricidade, mecéanica, actstica, musica, engenharias
e muitos outros campos de atividades.

8.1.1 Trigonometria no tridngulo retangulo

Se um tridngulo possuir um de seus angulos internos reto, entao ele é chamado de
tridngulo retdngulo. Na Figura 8.1, o tridngulo ABC (AABC') é um tridngulo retdngulo
com angulo reto A e dngulos agudos B e C.

C

b

A c B
Figura 8.1: tridngulo retdngulo (AABC)

e O lado BC do AABC' é chamado de hipotenusa e mede a

« Olado AC do AABC' é chamado de cateto oposto ao angulo B mede b. Este mesmo
lado é chamado de cateto adjacente ao angulo C'

« O lado AB do AABC' ¢ chamado de cateto oposto ao angulo C' e mede c. Este
mesmo lado é chamado de cateto adjacente ao angulo B.

Tem-se, por defini¢ao, que:
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Definigao de seno

~ medida do cateto oposto a B b
sen B = , y = - (8.1)
medida da hipotenusa a

Definigao de cosseno

. medida do cateto adjacente a B <

B = = - 2
o8 medida da hipotenusa a (82)

Definicao de cosseno
tgf? _ medida do cateto oposto a B B é (8.3)

medida do cateto adjacente a B ¢

Trés angulos muito utilizados em problemas matematicos envolvendo triangulos
retangulos sao os angulos de 30°, 45° e 60°. Eles sdo chamados de dngulos notaveis. A
partir do tridngulo ABC e do quadrado ABCD ilustrados na Figura 8.2, é possivel calcular
o valor de seno, cosseno e tangente dos angulos notaveis.

A A D

B0° 45°

7| 60° 45° |—
B /2 D12 C B l C

(a) (b)

Figura 8.2: tridngulo (a) e quadrado (b) utilizados para calcular o valor de seno, cosseno
e tangente dos angulos de 30°, 45° e 60° (angulos notaveis).

E possivel calcular o seno de 30° utilizando a férmula do seno apresentada na equa-
cao &8.1:

sen 30° =

~ NI~
|

Antes de calcular o cosseno e a tangente de 30°, é necessario calcular a altura h do
AABC. Para isso, usa-se o teorema de Pitagoras:

l>2 12 312 I3
l_h+<2 =1 h+4:>h 4:>h 5 -

Em seguida, é possivel calcular o cosseno e a tangente de 30° através das equacoes
8.2 e 8.3, respectivamente:
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v3 1 3 9

i-—:—etg30°:2:
2 1 2 h

Procedimento andlogo pode ser realizado para calcular os valores de seno, cosseno e
tangente de 45°, considerando o quadrado ABCD, e 60°, considerando o tridngulo ABC.
A Tabela 8.1 apresenta os valores de seno, cosseno e tangente dos angulos notéaveis.

Tabela 8.1: Valores de seno, cosseno e tangente de angulos notaveis.

o} sen «v COS (v tg o
A BN
2 3
45° V2 V2 1
2 2
60°

“l%
B

8.1.2 Lei dos senos e lei dos cossenos

A lei dos senos e a lei dos cossenos sao resultados importantes da trigonometria
para estabelecer relagoes que auxiliam no calculo dos angulos e dos lados de triangulos
quaisquer (tridngulos retdngulos, acutangulos e obtusangulos).

Lei dos senos: Em qualquer tridngulo ABC (tridngulo retdngulo ou nao), as medidas
dos lados sao proporcionais aos senos dos angulos opostos, ou seja,

a b c

senA senB sen(C

Exercicio Resolvido

Em um tridngulo isésceles, tem-se a base medindo 9 cm e o angulo oposto a base
medindo 120°. Calcule a medida dos lados congruentes do tridangulo.

Pela lei dos senos, temo:

9 T T

sen120°  sen30° @ -

== 3\/§cm

l\.’)\»—t‘ =

Lei dos cossenos: Em qualquer tridngulo ABC (tridngulo retdngulo ou ndo), o quadrado
da medida de um lado ¢ igual a soma dos quadrados das medidas dos outros lados menos
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duas vezes o produto das medidas desses lados pelo cosseno do angulo que eles formam,
ou seja,

a2:b2—|—02—2bc-cosfl
b2 =a?+ c® — 2ac-cos B

A =a2+b*—2ab-cosC

Exercicio resolvido

Determine a medida de a no triangulo ilus- 30° A
trado na figura a seguir.

Resolucao:

2 _ 32 2 A 42 2 ° V3

=0+ —2-b-c-cosA=4>+ (V32 —2-4-3cos30 :16+3—8\/§-7:7
:>a:\/7

8.1.3 Arcos e angulos

Algumas defini¢oes para o estudo de trigonometria na circunferéncia sao fornecidas
a seguir.

B B

Figura 8.3: O arco AB e compri-
mento desse arco dado pela me-
dida algébrica do segmento AB.

Arco geométrico: é uma das partes da circunferéncia delimitada por dois pontos,
incluindo-os.

Comprimento de um arco: é o comprimento do segmento de reta que se obtém ao
“desentortar” (ou retificar) o arco. Conhecendo o raio da circunferéncia e a medida em
graus do arco, o comprimento do arco pode ser calculado através de uma regra de trés
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simples:

Graus Comprimento do arco
360 —— 2mr
Q x

Nesse caso, o comprimento = é expresso na mesma unidade do raio da circunferéncia.
Em uma circunferéncia de raio » = 1, a regra de trés acima ¢é simplificada da seguinte
forma:

Graus Comprimento do arco
180 7
o x

Medida em radianos: Observe na Figura 8.4 que os arcos @, CD e EF tém a mesma
medida em graus, porém tém comprimentos diferentes. Utilizando a regra de trés acima,
tem-se que:

ra

rs

Figura 8.4: Arco com raios diferentes.

X1 X2 €3 m ~ . .
Note que — = — = — = 6 A razao entre o comprimento do arco e o raio, que
1 T2 T3

/7 7T 7 . . /7 A
nesse exemplo é & ¢ a medida em radianos do arco (e também do angulo central).

8.1.4 Circunferéncia trigonométrica

Passa-se a utilizar a circunferéncia unitaria (ou circunferéncia trigonométrica), uma
circunferéncia com raio igual a 1 unidade de comprimento associada a um sistema de
coordenadas cartesianas ortogonais rOs, conforme a Figura 8.5 (a). Os pontos A,B,C
e D, intersecgoes da circunferéncia trigonométrica com os eixos coordenados, dividem a
circunferéncia em quatro partes congruentes denominadas quadrantes.
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B
2° quadrante . 1° quadrante

"

3° quadrante 4° quadrante

D

Figura 8.5: Circunferéncia trigonométrica e seus quadrantes (a); sentidos
da circunferéncia trigonométrica (b).

Podemos associar a cada niimero real x um ponto da circunferéncia trigonométrica.
Ao nimero x = 0, associamos o ponto A. Se x # 0, associamos a x o ponto final P do
seguinte percurso de comprimento igual a |x| realizado sobre a circunferéncia partindo de
A, de acordo com a Figura 8.5 (b):

e Se x > 0, percorremos a circunferéncia trigonométrica no sentido anti-horario;
e Se x < 0, percorremos a circunferéncia trigonométrica no sentido horario.

O ponto P associado a x é denominado imagem de z na circunferéncia trigono-
—
métrica e o arco AP tem x rad.

Exercicio Resolvido: Marcar na circunferéncia trigonométrica a imagem do ntimero z
em cada caso:

b)z=1 c) x=-1 d)z=—-"

m
a)x—§

Resolucao:

S
1
-1
Se o ponto da circunferéncia, final do arco iniciado em (1,0), é o mesmo para dois
arcos diferentes, entdo chamamos estes arcos de arcos céngruos (ou congruentes). Ob-
serve que todos os arcos congruos diferem si de um multiplo de 27 rad (ou 360°), que é o

comprimento de cada volta. Dessa forma, os arcos (z + k- 27) rad (ou a + k - 360°), para
k € Z, sao congruos.

Exercicio Resolvido: Dentre os arcos abaixo, identifique os congruos:

31
a) 30° e 330° b) %rad e Tﬁrad
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Resolugao:

5)
a) Encontrar k € Z, tal que 30 + k - 360° = 330° = k = 6 ¢ 7 = 30° e 330° nao sao

cONgruos.

31 31
b) Encontrar k € Z, tal que g—i- 2km = Tﬂ = k=5¢€ 7= %rad e %rad sao

cONEIuos.

8.1.5 Seno e cosseno na circunferéncia trigonométrica

Dado z € R com imagem de = na circunferéncia trigonométrica sendo um ponto
com coordenadas (a,b), definimos:

Definigdo: Seno e cosseno

cosr=ae senzt =2>

Dessa forma, passa-se a chamar o eixo das abscissas de eixo dos cossenos e o eixo
das ordenadas de eixo dos senos, conforme a Figura 8.6.

sen

A

b=sen x

COS

Figura 8.6: Circunferéncia trigonomé-
trica e sua relagao com seno e cosseno
de um numero real x.

Nota-se que as defini¢des de seno e cosseno de um angulo agudo em um tridngulo
retangulo sao coerentes com as defini¢des na circunferéncia trigonométrica:

medida do cateto oposto b

sen o = =—-=b=senx
medida da hipotenusa 1
5 medida do cateto adjacente a
cos 8 = = —-=a=cCosx
medida da hipotenusa 1

Os valores de seno e cosseno das medidas de arcos dadas em graus sao iguais aos
valores de seno e cosseno dos nimeros reais que se obtém transformando essas medidas
em radianos.

81



ESALQ USP

Além disso, utilizando propriedades de simetria em relagao aos eixos coordenados,
obtém-se os arcos e seus correspondentes valores de seno e cosseno, conforme a circunfe-
réncia trigonométrica apresentada na Figura 8.7.

<_1’ 0)

COS

Figura 8.7: Circunferéncia trigonométrica com os principais arcos (em graus e em radia-
nos) e seus correspondentes valores de seno e cosseno apresentados em pares de coorde-
nadas.

Nota-se que dois arcos congruos possuem senos iguais e cossenos iguais. Em outras
palavras, para todo x € R e para todo k € 7Z, temos:

sen(z + 2km) = senx

cos(z + 2km) = cosx

Exercicio resolvido

82



Hesaa USe

Calcule o valor da expressao

T T
COS — — sen —
6 3
( 7T) N 197
sen | —— Ccos —
4 3

Resolucao:

T T V3 ﬁ

COS — — sen — - = _9 9 211
6 3 _ 2 3“3 2V3 2+ = 2v6+2V3
sen (=) 4 cos 207 V2 1 1-v2 V2-1 V2+1
| 3. T2 '3

Tangente na circunferéncia trigonométrica

Pelo ponto A, origem da circunferéncia trigonométrica, a reta t paralela ao eixo
dos senos é tracada e orientada no mesmo sentido dele. Dado um niimero real x com
imagem no ponto P da circunferéncia trigonométrica, tal que a reta W intercepta o
eixo das tangentes no ponto T', define-se tgx a medida algébrica do segmento AT, que
serd positiva quando T estiver “acima” de A, e negativa quando T estiver “abaixo” de A.
Dessa forma, passa-se a chamar a reta t de eixo das tangentes, conforme a Figura 8.8.

sen t
B
g1
P
g
A
Cos
C O
D

Figura 8.8: Circunferéncia trigonométrica com o eixo
das tangentes.

Observe que, quando P = B ou P = D, a reta W ¢é paralela ao eixo das tangentes
e, portanto, nao existe o ponto 7. Nesse caso, nao existe tgx. Entao,

(2k + 1)m

x # 5

, keZ = Jtgx

8.2 Funcoes trigonométricas

A seguir, os conceitos visto até aqui serao formalizados sob o ponto de vista de
funcoes matematicas.
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8.2.1 Estudo da funcgao seno

Dado um numero real x, associa-se a ele o valor do seno de um arco de x radianos.
Assim, define-se a funcdo seno como a funcao real de varidvel real que associa a cada
numero real x o valor real sen x, ou seja,

f: R - R
r — f(x)=senx

A partir de valores de x da primeira volta positiva na circunferéncia trigonométrica
(esses valores foram apresentados anteriormente na Figura 8.7), constréi-se o gréfico da
funcao seno apresentado abaixo.

Gréfico da fungao seno para x € [0,27].

)
1 1
y = sin(x)
0.5
| | T

jus s Llr 2 S;r

6 3 2 3 6
—0.5 |
1|

Nota-se que a funcao seno é definida no conjunto dos nimeros reais. Assim, a curva
pode ser estendida para valores de x menores do que 0 e maiores do que 27.

Observacoes sobre a fungao seno:

e O dominio de f(x) =senxz é D(f) = R, pois para qualquer valor real de = existe
um e, somente um, valor para sen .

e O conjunto imagem de f(x) = senx é o intervalo [—1,1].

« A fungdo seno nao é sobrejetiva, pois sua imagem nao é igual ao contradominio, isto

¢, Im(f) = [=1,1] # R = CD(J).

o A fungao seno nao é injetiva, pois, para valores diferentes de x, temos o mesmo

f(z).

« A fungdo seno é uma fungao impar, isto é, qualquer que seja = € D(f) = R, tem-se
que senz = —sen(—x).
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o A fungdo seno é periédica com periodo igual a 27, isto é, senz = sen(x + 2k7), com
k € Rex € R.

8.2.2 Estudo da funcao cosseno

Dado um niimero real z, associa-se a ele o valor do cosseno de um arco de x radianos.
Assim, a fungdo cosseno é definida como a fungao real de variavel real que associa a cada
numero real x o valor real cosx, ou seja,

f: R - R
r +—  f(r)=cosx

A partir de valores de x da primeira volta positiva na circunferéncia trigonométrica
(esses valores foram apresentados anteriormente na Figura 8.7), constrdi-se o gréafico da
funcao cosseno apresentado abaixo.

Gréfico da fungéo cosseno para x € [0,27].

Similarmente a funcao seno, a curva da funcao cosseno pode ser estendida para
valores de x menores do que 0 e maiores do que 27.

Observacoes sobre a fungao cosseno:
e O dominio e a imagem da fungdo cosseno sao os mesmos da fungao seno.
o Assim como a funcdo seno, a funcao cosseno nao é nem sobrejetiva nem injetiva.

o A funcdo cosseno é uma funcao par, isto é, qualquer que seja x € D(f), temos que
cosx = cos(—x).

o A funcao cosseno é periédica com periodo igual a 2.
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8.2.3 Estudo da funcao tangente

Define-se funcao tangente como a funcao real de variavel real que associa a cada

numero x o valor tg x, desde que x nao seja 5 nem 3™ e nenhum de seus respectivos arcos

2
congruos, isto é,

f+ D —- R
r — flx)=tgx
2k +1
emqueD:{xER\x#onmkeZ}

A partir de valores de x da primeira volta positiva na circunferéncia trigonométrica
(esses valores foram apresentados anteriormente na Figura 8.7), constréi-se o gréafico da
funcao tangente apresentado abaixo.

Grafico da fungdo tangente para x € [—27,27].

tg(v)

&_4_______________
8

N

=TT i

,_.
3
o
3

=27 _

=]
w

T 3T e seus respectivos arcos congruos,

Nota-se que a medida que z tende aos valores 7, =
o grafico da tangente tende ao infinito (positivo ou negativo). A curva da funcao tangente

pode ser estendida para valores de x menores do que 0 e maiores do que 27.

Observacoes sobre a fungcao tangente:

A funcao tangente tem D(f) = {x ER |z # w,com ke Z} e Im(f) =R.

A funcao tangente nao é injetiva, mas é sobrejetiva.

A funcao tangente é fungao impar, isto é, tgz = — tg(—z),Vr € D(f).

A fungao tangente é periédica com periodo igual a 7, isto é, tg z = tg(z+km),com k €
Zex e D(f).

8.3 Relacoes e transformacgoes trigonométricas

As relacoes e transformacoes trigonométricas sao apresentadas a seguir.
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Relagoes trigonométricas
Relagoes principais:

sen’z 4+ cos?xr =1

Relacgoes decorrentes:

1 k
cotgr = —,Vx # o
tgx 2

2k +1
tgx = senac’vﬂl:?é (2k + 1)m
cos T 2 5 2 (2k + 1)
COS T secr =1 +tg°x, Vo # ———
2
cotgx = Vo # kw
enr cossec’ ¥ = 1 + cotg® z,Vo # kn
1 2k + D)7
secx = Vo #
x 2
cossec r = Vo # kw
en

Soma de diferenca de arcos

sen(a+b) =sena-cosbtsenb-cosa

cos(atb) = cosa-cosbFsena-cosb

ta(a + b) tga +tgb
a =—
& 1+ tga-tgh

Divisao de arcos

o T 1 —cosxz

Ssen 52 2
00825_ 1+ cosz
2 2
o T 1—cosz
tg? s = —
2 1+ cosx

Multiplicacao de arcos
sen2a =2 -sena - cosa

cos 2a = cos®a — sen’a
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Transformagao em produtos

senp+senq:2-senp+q -cosp_q

2 2
B pP—q p+q
senp —senq = 2 - sen - COS
2 2
cosp+cosq:2-cosp+q -cosp_q
2 2
_ P+q p—q
cosp—senqg = —2-sen 5 -sen 5

EXEMPLO 48

2
Seja senx =—-el <z < g Calcule cosz e tgx.

Resolucao:
—v21
2 2 2\° 2 2 21 5)
sen“x +cos“r=1= () +cos“r=1=cos“r = — = cosx =
5 25 +V21
5
N VoL senz 2 24/21
cosSr = ——¢ tgx = = =
5 & Ccos T V21 21

EXEMPLO 49

Calcule valor da expressao sen 105° — cos 75°

Resolugao:
= 105° = 60° 4+ 45° e 75° = 30° + 45°

sen 105° — cos 75° = sen(60° + 45°) — cos(30° + 45°) =

VB VI VI ﬁy@}yﬂ:ﬁ+ﬂ_yé¢ﬂ:
2 2

22 ToeT 11 |11

2 2 2

=S

VZ VB V2 22 2
S R R R

8.4 Exercicios

1. Calcular seno, cosseno e tangente dos angulos de 45° e 60°, conferindo os resultados
com os valores da Tabela de angulos notaveis.

2. Esboce a circunferéncia trigonométrica, indicando os principais arcos em radiano e
seus correspondentes valores de seno e cosseno.
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3. O triangulo isésceles é um tipo de tridngulo que possui dois lados iguais e, conse-
quentemente, dois angulos iguais formados com a base. Observe a figura abaixo e
determine a medida dos lados congruentes deste triangulo.

6 cm
4. Determine os possiveis valores de m para que exista x em cada caso:
(a) senx =3m + 8
(b) cosz =m?*+m+1
5. Dado senz = —3 quais sao os possiveis valores de cosz ?

6. Calcule o valor do cosseno do angulo x.

7
7. No retangulo EPCR da figura a seguir, PC = 6 cm, RA =3 cm e AC =5 cm.

B P

R A C

O valor de sena + cos o é

) 2

45
5

© 22
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8. Expresse em radianos:

a) 200°

(
(
(c) 20°

)
b) 9°
)
(d) 240°

9. Dé as expressoes gerais dos arcos congruos a:

(a) 2000°
(b) 1700°

10. Calcule as expressoes:

(a) cos g + cos % — cos 2w

™ 1 T
(b) 2COSE + 5 €8 -

T om 1
L 9cos— 4+ =
(c) 3cos 5 €os -~ + 5 cos T

8.5 Respostas dos exercicios

V2

2
1. sen45° = \g_; cos45° = 7; tg45° =1,

3 1
sen 60° = \g—; sen 60° = 5; sen 60° = /3.
2. Figura 8.7 &
3. 3v/3cm.
7
4. (a) —3<m§—§

(b) -1 <m <0

. V5 5
. COST = ———— OU COST = ——
3 3
1
6. cosx = —
5
5
7. Alternativa a) \5/—
107
8 _
(@) =
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9. (a) 200°+360° -k, k € Z
(b) 260° 4 360° - k, k € Z

—-1+2
2

(b) ﬁ+\f

10. (a)

() VI+g
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