Principios basicos de difracao de raios X por
um cristal
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Gale Rhodes: Crystallography made crystal clear
(Capitulos 4 e 5)

Jan Drenth: Principles of protein X-ray
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Condicao para interferéncia construtiva

n}\' — 2d S | N e (Lei de Bragg)

A diferenca de caminho (2dsin®) entre ondas que interferem construtivamente
é sempre um multiplo inteiro (n) do comprimento de onda (A)

Em outras palavras:
A diferenca da fase entre ondas que interferem construtivamente
€ sempre uma multipla de 2= rad



Duas maneiras de descrever uma onda sao:

A = Acosa + IAsIna
= Aele

A 4

Agora vamos ver como podemos determinar a fase (a)
em funcao da posicéo (r) do elétron ou atomo



Espalhamento por um elétron situado no origem




Espalhamento por um elétron situado no origem

Plano de reflexao ISo] = Is| = 1/A

E como se a onda primaria s, fosse refletida por um plano.
0 € o angulo de reflexdo (angulo total & 26)



Espalhamento por um elétron S=s-5, S| = S = 2sin(0)/\

O vetor de espalhamento S descreve a
mudanca de direcdo da onda

Plano de reflexado S é perpendicular ao plano de reflexéo.

(ou de Bragg S Tem dimensodes 1/d

ou de Miller) TsL Por isso € um vetor em “espaco reciproco”
0~

E como se a onda primaria s, fosse refletida por um plano.
0 € o angulo de reflexdo (angulo total & 26)



Espalhamento por um elétron S=s-5, S| = S = 2sin(0)/\

O vetor de espalhamento S descreve a
mudanca de direcdo da onda

Plano de reflex&o S é perpendicular ao plano de reflexéo.
(ou de Bragg S Tem dimensodes 1/d
ou de Miller) TsL Por isso € um vetor em “espaco reciproco”

E como se a onda primaria s, fosse refletida por um plano.
0 € o angulo de reflexao (angulo total é 26)

Qual é o valor de 6 que resulta no valor maximo de S| ?
Neste caso, qual € o valor de |S| em unidades 1/A ?
Desenhar o plano de reflexado para este caso.



Sistema mais simples: difracao por 2 elétrons separados por um vetor r

e’

4

el



Sistema mais simples: difracéo por 2 elétrons separados por um vetor r

Séo atingidos por duas ondas s,; € S,, com a mesma amplitude (1/A) e a mesma fase




Sistema mais simples: difracdo por 2 elétrons separados por um vetor r
Séo atingidos por duas ondas s, € S,, com a mesma amplitude (1/A) e a mesma fase

Produzindo duas ondas difratadas descritas pelos vetores s, e s,




Sistema mais simples: difracdo por 2 elétrons separados por um vetor r
Séo atingidos por duas ondas s, € S,, com a mesma amplitude (1/A) e a mesma fase

Produzindo duas ondas difratadas descritas pelos vetores s, e s,

S, e s, tem a mesma amplitude mas agora tem uma diferenca de fase
devida a diferenca de caminho percorrido pelas duas ondas (p+q)

Esta diferenca de fase é
-2n(p+q)/A




(negativo porgque a
r.s, = |r||s|cos(6,) r.s = -r||s|cos(0) <«— projecaodernosé
na direcao oposta de s)

Esta diferenca de fase é
-2n(p+q)/A




I~
%)

Irlls|cos(6,)

(Irl/2)cos(6,)

I~
[%)

-|rlIs|cos(6)
-(|r]//A)cos(6)

Esta diferenca de fase é
-2n(p+q)/A



.8, = Irlls|cos(6,) s =
= (|r|/A)cos(6,) =
AL.S, = |rlcos(6,) =p LS =
2
S

-|rlIs|cos(6)
-(|r]//A)cos(6)
rlcos(8) = ¢

Esta diferenca de fase é
-2n(p+q)/A



.8, = Irlls|cos(6,) s =
= (|r|/A)cos(6,) =
M.S, = |rlcos(6,) =p LS =
2
S

-|rlIs|cos(6)
-(|r]//A)cos(6)
rlcos(8) = ¢

p+0=A.S,-ALS
- 7\{-(§0'§)

Esta diferenca de fase é
-2n(p+q)/A



.S, = Irlls|cos(6,) r.s = -Irlls|cos(®) P+0=ALS,-ALS
= (Irl/n)cos(®,) = ~(Irl/2)cos(6) = AL.(S,°8)
ALS, = Irlcos(d,) =p rs = Irlcos(0) =q
2 Esta diferenca de fase é
S -2n(p+q)/A
o] >
= -2n M.(S,-S) /A
1

- 27‘[[. (§'§o)




=

Sy = Irlls|cos(6,) r.s = -Irlls|cos(6) P+Q=ALS,-ALS
= (Irl/x)cos(6,) = -(|rl/x)cos(6) = M.(S5-8)
AL.S, = |rlcos(8,) =p -AL.s = |rlcos(6) =q
2 : ,
Esta diferenca de fase e
S, . -2n(p+q)/A
= -2n M.(S,-S) /A
1
= 27t[-(§'§0)
=21r.S

Se el esta na origem e a fase da onda 1 € definida como zero.
Entdo a fase da onda 2 espalhada pela e2 na posicaor € a = 2nr.S




S=8-8 S| =S = 2sin(0)/A

Lembrando que: O vetor de espalhamento S
descreve a mudanca de direcao da onda

Se el esta na origem e a fase da onda 1 € definida como zero.
Entdo a fase da onda 2 espalhada pela e2 na posicaor € a = 2nr.S




Vamos calcular a soma das ondas espalhadas pelos dois elétrons

Um dos elétrons
esta na origem
comr=20

e fasea, =0

A segunda onda
tem fase a, = 2nr.S

Se as duas ondas tém amplitudes iguais (JA|= 1)
Entao:
T - 1ei0tl + 1ei(12

— 1eIXO + 1e|27‘c[§



Se o par de elétrons esta agora deslocada do origem por um vetor R
a fase da onda espalhada por cada elétron muda
para 21TR.S e 2m(R+r).S

Y

Y

"
o

Entao:

T ] 1ei0t1 + 1ei0t2
— 1ei2"RS + 1ei2n(R+).S

= gi2nRS(] + 1ei2nS)

Concluséo: mudanca de origem para R muda todas as fases por
27R.S mas ndo muda a amplitude (intensidade) daonda T



Em resumo até agora:

Ondas da forma Acos(wt+a) podem ser descritos como vetores
no plano complexo (Diagrama de Argand)

A = Acosa + isina = Ae'® onde A = |A]

S é o vetor de espalhamento de uma onda refletida por um
plano imaginario (plano de reflexdo ou de Bragg ou de Miller)
por um angulo 0.

IS| = S = 2sinB/A S é perpendicular ao plano de reflexao

Uma onda espalhada por um elétron na posicao r tem fase
a = 211r.s em relacao a um elétron na origem (que tem fase = 0).



Parte 2

Espalhamento
por um atomo,

por uma celula unitaria,
e por um cristal



Espalhamento por um atomo: f = fe?"rs ,-1."}45'3

f = fator de espalhamento atémico

f= Ip(r) e2rLs dr
“+ Lembrando que:

Ae'e = Acos(a) + IAsin(a)
cos(X) = cos(-x)

- .p(r) [e2ni£.§ + @-2nir.S ]/2 dr
| /% Sin(-) = -sin()

= .p(l’) [cos(2nr.S) + isin(2nr.S) + cos(-2nr.S) + isin(-2xr.S)]/2 dr

* p(r)dv
= j p(r) cos(2ny.S)
2nr.S
Isso significa que: ‘/ >
- 0 espalhamento por um atomo é sempre real 2n(-r).8
(as partes imaginarias se cancelam)
- o valor de f é proporcional ao numero de elétrons (Ip(r) ) p(-r)dv

- quando [S| = 2sin@/A aumenta, 8 aumenta e |f| diminui



i - fe27‘tl[§

f= J- p(r) cos(2nr.S)

=
Fator de \
4
espalhamento de ‘

atomo de carbono

sinil’i

0.2 0.4 O.? 0.8 unidades de 1/A

sin 0 /A

Quando |S| é pequeno, f € maximo
Quando S| é grande, f é pequeno
Notar que quando 6 =11/2 , |S| = 2/A



Onda espalhada por um atomo:

I — ern|[§

Onda espalhada por uma célula unitaria
(contendo muitos atomos) na direcao S
€ chamada um fator de estrutura:

E®S) =2 f;

E(S) =3 fles
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Espalhamento por uma outra célula unitaria

Uma célula unitaria tem vetores de translacdo a, b e c
e 0 cristal tem muitas células unitarias:
n, na direcéo a, n, na diregcao b e n3 na diregcéo ¢

Se uma das células unitarias tem sua origem na origem da rede cristalina

Seu fator de estrutura na diregdo S é: F(S) = ) fjeZﬂi£-§

As origens das outras ceélulas unitarias tém coordenados ta + ub + vc
Em que t, u, e v sdo numeros inteiros.
/ /
/// >

t.a+u.b+v.c - : SO
e = 'he scattering of this unit ccll
S with O as origin is :

# F(S)exp[2mnit.a.Slexp[2niu.b.S)exp|

>
/
a

-

/

The scattering of this unit cell

with O as ongin is F(S)

Figure 4.14. A crystal contains a large number of identical unit cells. Only

drawn in this figure.



Espalhamento por uma outra célula unitaria

/ /[
' ]
A o
ta+ub+v.c S
aTuDFV.C " The scattering of this unit ccll
. i with O as origin is :

F(S)exp([2mit.a.Slexp[2niu.b.S]exp|

Seu fator de estrutura é

E(S)yuy = E(S) x e2ita s a1s
E(§)t,u,v —_ E(§) X eZTCitg.§X eZﬂiUQ.gx eZ’}tiVQ.§

F(S)t Uy — Z (fJeZ’}tI[§X eZ’ltitQ..§X eZ’}tiUQ.gx eZTCiVQ.§)



Espalhamento por um cristal com (n,xn,xn3) células unitarias
E(§)t Uy — E(§) X eZTEitg.§X eZTCiUQ.§X eZ?tiVQ.§

Para obter a difracéo pelo cristal K(S),
somamos o espalhamento de todas as células unitarias

com respeito a unica origem na rede cristalina.

n n N
=0 u=0 v=0



Espalhamento por um cristal

...........
e

Difracdo pelo cristal K(S),

n n N
K(S) = F(S) X ZleZRiIE_IéX ZZGZTCiuQéX ZseZnivgé
t=0 u=0 v=0

Se nl, n2 e n3 sdo grandes, os vetores em cada elemento dos somatorios
tém fases diferentes 00 = 27ta.S 27‘CUQ.§ 2TVC.S

%)

t=4

E tendem a cancelar.

Por isso as somas
Sao guase sempre zero




Espalhamento por um cristal

ny n, N5
K(S) = F(S) X ZGZTCitg.§X ZGZRiugéX ZeZTCivg.§
o - t=0 u=0 v=0
K(S) = zero, com excecéo do caso especial em que:

as=h bS=k cS=|

/

21r.S

Onde h, k, | sAo numeros inteiros

Nestes casos, todos 0s termos nos somatorios
tem fases multiplos de 2=«

ny n, N3
ZeZTCIth —_ nl, ZeZTCIUk =N ZeZTEIVl =N
=0 u=0 v=0

Logo:|K(S) = (nxn,xng)E(S) = NY fjeZTciLl.§

Onde N é o numero de células unitarias no cristal



Espalhamento por um cristal

Condicéo de Laue

Todas as células unitarias espalham em fase somente quando:

h
Kk

I onde h, k e | sdo numeros inteiros.

v 1n I
10 1T 1w
I

Neste caso, K(S) € proporcional a E(S) e
ao numero de células unitarias (N) no cristal

£(§) - (nlxn2xn3)E(§) 4 . . . -.: . .ooo...-.o .0 .o
= N erTEI[§ . . .o B .0-.-::. .0-. . : °. ." !
Z J .. ... ......000-6‘ . ri08 wre
As equacgbes de Laue explicam SRRt Me e
a observagao que reflexdes séo e e e
produzidas por interferéncia 0, At Pl | A
construtiva quando a diferenca .. g ardon
de fase entre as ondas derivadas . :
de todas as células unitarias sao L

multiplas de 2. —



Parte 3:

A Construcéo da Rede Reciproca



Espalhamento por um cristal

K(S) = (nxnxnz)E(S) = Ny fe2ris

Condicao de Laue

Todas as células unitarias espalham em fase somente quando:

h
K

I onde h, k e | sdo niumeros inteiros.

%
10 T 1o
1

As equacOes de Laue explicam ;

a observacao que reflexdes sao ;
produzidas por interferéncia PIRIRRERT
construtiva quando a diferenca 2 :
de fase entre as ondas derivadas

de todas as células unitarias séo

multiplas de 2. .

. '
co 0 LA R RN J
A B .

DI A

co 0eenbdas

.



S.a=h Sb=k Sc=I h, k, | s&o numeros inteiros
S.a=h=|S|la|cos¢,, onde ¢ é o anguloentreSaa

h/|al = |S|cos¢,, = projecao de S no a

h=3
S € um vetor com unidades heo
em “espaco reciproco”

h=1
Interferéncia construtiva somente ocorre h=0

guando o angulo definida por S satisfaz
as equacoes de Laue.

Em uma dimensao

A interpretacao fisica da condicéo S.a = h,

é que o vetor de espalhamento S é
constrangido a terminar em um dos planos
em espaco reciproco que sao perpendiculares
a direcao a e separados por uma distancia
inversa de 1/a:

1/a, 2/a, 3/a, ... h/a da origem do vetor S.



S.a=h Sb=k Sc=I h, k, | s&o numeros inteiros
S.a=h=|S|la|cos¢,, onde ¢ é o anguloentreSaa

h/|al = |S|cos¢,, = projecao de S no a

h=3
S € um vetor com unidades heo
em “espaco reciproco”

h=1
Interferéncia construtiva somente ocorre h=0

guando o angulo definida por S satisfaz
as equacoes de Laue.

Em trés dimensodes

S=h/a+k/b +l/ic

— hg* + kg* + |g*

Onde a*=1/a, b*=1/b, c*=1/c



Sp = h/a + kib +lic

O vetor S, tem que terminar na interseccéo de 3 conjuntos de planos em espaco
reciproco, espacados 1/a, 2/a, 3/a, ...... , 1/b, 2/b, 3/Db, ....... and 1/c, 2/c, 3/c, ...

A interseccao dos 3 planos produz uma rede 3D de pontos no espaco
reciproco. Esta rede é chamando a rede reciproca.

*
b*F &+ # + 4|+ + [+ + + + H + +| + +

A Rede Reciproca é uma Descrigao Grafica da Solug¢ao da Condicao de Laue
Cada ponto corresponde a um vetor de espalhamento S, ,, que é perpendicular
ao plano de reflexao e descreve a mudanca de dire¢ao (0) da onda espalhada.



Construcao da Rede Reciproca

Rede real




Construcao da Rede Reciproca

Planos de reflexao = Planos de Miller
S&o descritos pelos indicies h, k, | e cortam os eixos a, b, ¢
h, k, | vezes per celula unitaria

N

§(110) \ a
d(110) \

Planos de Miller 110



Construcao da Rede Reciproca

Planos de reflexao = Planos de Miller ou de Bragg
Familias de planos descritos pelos indicies h, k, |
e cortam os eixos a, b, ¢

h, k, | vezes per célula unitaria

it hkd

h =a.S = |a||S|cos(90-6)

h = |a||S|sin®

sin® = h/(|a||S]) = d,+(Jal/h) = hd,/|a]
4 I

Logo: |S| = 1/d

= 2SIinB/A
A =2dsinB (Lei de Bragg)
o /
\ a

a/h

Planos de Miller hkl



Construcao da Rede Reciproca

Planos de reflexao = Planos de Miller
S&o descritos pelos indicies h, k, | e cortam os eixos a, b, ¢
h, k, | vezes per celula unitaria

N

§(110) \ a
d(110) \

Planos de Miller 110



Construcao da Rede Reciproca

Planos de reflexao = Planos de Miller
S&o descritos pelos indicies h, k, | e cortam os eixos a, b, ¢
h, k, | vezes per celula unitaria

~—_
T~

//

m a
d(120) \P ,
lanos de Miller 120



Construcao da Rede Reciproca

Planos de reflexao = Planos de Miller
S&o descritos pelos indicies h, k, | e cortam os eixos a, b, ¢
h, k, | vezes per célula unitaria

Planos de Miller 130



Construcao da Rede Reciproca

Planos de reflexao = Planos de Miller
S&o descritos pelos indicies h, k, | e cortam os eixos a, b, ¢
h, k, | vezes per celula unitaria

!I-]+ +| +

§(100) d(100) a

Planos de Miller 100



Construcao da Rede Reciproca

Planos de reflexao = Planos de Miller

S&o descritos pelos indicies h, k, | e cortam os eixos a, b, ¢
h, k, | vezes per celula unitaria

b
+
+
2 + 4
. 010 \
S0 N a

Planos de Miller 010



Construcao da Rede Reciproca

Planos de reflexao = Planos de Miller
S&o descritos pelos indicies h, k, | e cortam os eixos a, b, ¢
h, k, | vezes per celula unitaria

/
A

§(210) a
d(210)

Planos de Miller 210



Construcao da Rede Reciproca

Planos de reflexao = Planos de Miller
S&o descritos pelos indicies h, k, | e cortam os eixos a, b, ¢
h, k, | vezes per celula unitaria

\ v\ Planos de Miller 310



Construcao da Rede Reciproca

Planos de reflexao = Planos de Miller
S&o descritos pelos indicies h, k, | e cortam os eixos a, b, ¢
h, k, | vezes per celula unitaria

N\

aa\
\ \

R + \
§(420) I \\ d
Planos de Miller 420
d N
(420)




Construcao da Rede Reciproca

Planos de reflexao = Planos de Miller

S&o descritos pelos indicies h, k, | e cortam os eixos a, b, ¢
h, k, | vezes per celula unitaria




Construcao da Rede Reciproca

A Rede Reciproca é uma Descri¢ao Grafica da Solug¢ao da Condicao de Laue
Cada ponto corresponde a um vetor de espalhamento S, ,, que é perpendicular
ao plano de reflexao e descreve a mudanc¢a de diregao (0) da onda.

*
b*F &+ 4 + +|+ + |+ + + + H + +| + o+




Para predizer quais pontos da rede reciproco serao
observadas numa medida particular com uma particular
orientacao (0) da feixe de raios X em relacao ao cristal,
nos utilizamos a Construcao de Ewald

= Lei de Bragg no espaco reciproco



O circulo representa e Esfera de Reflexdo
com raio 1/A = [s,| = [s]

Se o dngulo @ =0, s passa pelo origem do cristal e da
rede recipoca.

Para todos os dngulos 6, o vetor S sempre vai terminar
na superficie da esfera.

Rotacdo do cristal roda a rede reciproca (verde) por
volta da origem (O), sucessivamente trazendo pontos da
rede reciproca (como P e P’) em contato com o circulo.

Em (a), o ponto de rede reciproca P (que tem indice hkl)
esta em contato com o circulo

Quando isso acontece, OP é perpendicular ao plano de
reflexdo (vermelho) e corresponde ao vetor Sy,

O raio R (interferéncia construtiva) emerge do cristal
como se fosse refletido do plano num angulo 6.

Em (a) e (b), CP e CP" representam a dire¢do de duas
das reflexdes. Pode prever outras reflexdes que serao
observadas nestas condigoes em (a) ou (b)?



Sphere of
reflection

(Esfera de Ewald)

Limiting
£~ sphere

AN

Rede reciproca

Esfera de Reflexdao (Ewald): Sua superficie descreve o final de todas as possiveis vetores S.

Rede reciproca define todas as solu¢des do fator de estrutura com valores nao zero, definidas pelas
condicoes de Laue. Reflexdes (hkl) correspondentes a cada ponto de rede reciproca somente sao
observadas quando o cristal é orientada para que o ponto de rede reciproca coincide com a superficie da
esfera de Ewald.

O volume dentro da Esfera Limitante (com diametro 2 x diametro da Esfera de Ewald) define o niumero
maximo interseccdes entre esfera de Ewald e a rede reciproca. Isso define 0 maximo nimero de reflexdes
gue podem ser coletados para um cristal.

Este nimero maximo depende das dimensdes da célula unitaria e do comprimento de onda (A) dos raios X
usados no experimento.



Parte 4

Indo de Difracao para Densidade Eletronica

Difracao por uma VS Difracao por um
Célula unitaria Cristal de N células
Ecell(§) = Z fjezmﬁ.§ K(S) = Ecryst(é) = Nz fjezniﬁ.§

h
k

v IV IV
0 o 1o
1



Coordenados fracionais vs coordenados Cartesianos

Coordenados fracionais (x,y,z)
r=xa+yb+zc onde x,y,z adotam valores entreO e 1
(onde a, b, c s3o vetores unitarios que correspondem aos eixos da célula unitdria)

Coordenados Cartesianos (X,Y,Z) (usados em arquivos pdb)
r=Xi+Yj+Zk
(where i, j, k s3o vectores unitarios de 1 A ao longo dos eixos Cartesianos)



Difracao por uma VS Difracao por um
Célula unitaria Cristal de N células

(S) = 3 fe2mins F . s(8) = N3 fesmia2

_ceII




Difracao por uma VS Difracao por um

Célula unitaria Cristal de N células
— 2mir;.S
_ceII(S) = Z fe2ﬂ:lg . ECfVSt(é) B Nz fje .
Posi¢cao dos atomos em S.a = h
coordenados fracionais ——
S.b=k
I = ax; + by, + ¢z, S.c=|

r.S=S.ax +S.by +S.cz

==

[j.§ = hxj + kyj + Izj



Difracao por uma VS Difracao por um
Célula unitaria Cristal de N células

E.(§) = 3 fiexos E, (§) = N3 ferios
h
k

Posicao dos atomos em
coordenados fracionais

S-
S-
S

— z f.eZTCi(hXj + kyj + lzj)

0 | 1o
I

r;=ax;+ by; + ¢z |

r.S=S8.ax +S.by,+5.cz

224
[j.§ = hXj + kyj + Izj ~_

Ehkl -~

atom

Logo: cada atomo (j) na célula unitdria contribui para cada fator de estrutura (reflexao)



Fator de

estrutu ra

(se manifesta
como uma
reflexao na
padrao de
difragao)

Expressao que descreve a contribuicao
de cada atomo () a cada fator de estrutura (E;,)

hkl sao as indicies
/do plano de reflexao
Figy = 2 f eXp 27‘4"!(/’li, +- kyj + IZ;)]

d[(}m"}
Fase da contribuicdo de cada

atomo determinada pela indice
h k | e as coordenadas fracionais
X, Y €2

Fator de espalhamento do atomo
~ numero de elétrons, corrigido
pelo fator de temperatura, etc



Por exemplo, imagine uma célula
unitaria com 3 atomos iguais. Quais
sdo as fases de espalhamento de cada
atomo para a reflexao (3,2,0)?

S = f; expl2mithy; + ky; + Iz)]

Para atomo 1. x,y,z=2/3,0, 0:
logo fase = o =2n(hx + ky + 12) =2n(3x 2/3+2Xx0+0) =4n =0
Notar: O atomo esta no plano.

Para atomo 2. x,y,z=0, 1/2, 0:
logo fase = a=2rn(hx + ky+lz) =27(3x0+2x%+0)=2x=0
Notar: O atomo esta no plano.

Para atomo 3. X,y,z=1/3, %, O:
logo fase = o = 2rn(hx + ky + 12) = 2n(3x1/3 + 2x¥4 0) = 37w = = 180°.
Notar: O atomo esta na metade de caminho entre os dois planos.



Por exemplo, imagine uma célula
unitaria com 3 atomos iguais. Quais
sdo as fases de espalhamento de cada
atomo para a reflexao (3,2,0)?

S = f; expl2mithy; + ky; + Iz)]

Paraatomo 1. x,y,z=2/3,0, 0: logo 2n(hx + ky +12) =2n(3x 2/3+2x0+0) =4n =0
O atomo esta no plano.

Para atomo 2. x,y,z=0, 1/2, 0: logo 2n(hx + ky+lz) =27(3x0+2x%+0)=2n=0
O atomo esta no plano.

Para &tomo 3. X,y,z = 1/3, ¥4, 0: logo 2n(hx + ky + 12) = 2n(3x1/3+ 2x¥2 0)=3n=m
O atomo esta na metade de caminho entre os dois planos.

Desafio: Qual sera a amplitude e a fase final do fator de estrutura F;,
para esta célula unitaria?



« A amplitude de espalhamento depende de
numero de eletrons em cada atomo.

» A fase depende da distancia fracional que cada
atomo se encontra relativo aos planos de reflexao.

|

R

Fatores de estrutura
atomicos somam como
nlmeros complexos ou
vetores no plano complexo

Espalhamento de
planos de rede



Fator de temperatura isotropico (B,.,)

, . o O 7 Fou=> fjeZTcl(hx +ky +12)
O &tomo vibra em volta da sua posicao (X, Y, z) el I ~

Vibracdes dos atomos no plano de reflexdo ndo mudam P

a intensidade porque todos os eletrons no mesmo plano R 7. >
espalham em fase. ‘_'/. —

Mas vibracoes fora/perpendicular do plano de reflex&o 3 O

diminuem a intensidade daquela reflex&o. s

T, = exp(-Bi,o|S|?)/4 = exp(-B,,sin?0)/A?> T, = Debye-Waller factor

B, = 8TM%<U?,,> onde <u?.,> = deslocamento média quadrada
do atomo da sua posi¢cdo média
Para u,, = 1A, B, = 79 A2 Para B, = 30 A2 ui,-0,62 A

Levando em conta T, o fator de espalhamento atdmico & modificado para

B =f x Ts = fexp(-B,,,SiN%6/A?)

ISO

Para B.

ISO

=100 A2, {8 é aproximadamente zero quando 2sin@/A > 0,2 A1
ou seja: quando resolucéo >2,5 A

Logo, estruturas com alta flexibilidade ndo podem difratar bem!



Dado uma estrutura (posicoes de todos os atomos), podemos calcular a
intensidade e a fase de cada reflexao F, , | no padrao de difracao

ii{ums

Fiy = z fj eXp[27ri(/'_1x_j + kyj + 12’,},)]

. mas, nos queremos fazer o oposto....



A meta de cristalografia: Obter uma equacao de onda em 3 dimensdes que descreve
a densidade eletronica (p) em todos os pontos (x, y, z) da célula unitaria
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Termo de Fourier . "

Série de Fourier
Soma de Fourier

‘ / A\ fth

=

O matematico Jean Baptiste Joseph

Fourier (1768—-1830) demonstrou que
qualquer funcao peridodica pode ser ;
descrita como a soma de fungdes

simples de seno e cosseno com AA/\/W\ i
multiplos integrais (h) da frequéncia da

onda da funcao original.
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Esta soma é chamada uma soma ou serie
de Fourier.

Cada funcao simples de senos ou
cossenos na soma é um termo de 2
Fourier.
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Soma de Fourier de n termos:

f(x) = F,cos 2rt(Ox + ay) + F, cos 2r(1x + a,)
+ F, cos 2rt(2x + a,)+- - -+Fn cos 2rt(nx + a,)

H

fix) = Z Fyp cos 2 (hx +ap).
=i

f{II—ZFh[CDS mihx)+isin2mihx)]
h=0

cos O+ isin @=el®

H
flay =) Fye?™ithx)
h=0

Diferenca entre uma serie de Fourier (# infinito de termos) e soma de Fourier (n termos)



Em trés dimensoes

flx,y.2) =33 ) Fyye!hrrks+ia)
"




Em trés dimensoes

filx, v, z) = l: ZZ Fh,:;;fh'.[m"‘k."'l'fﬂ_
Rk {

f.[I~T5:}=fffF{fi,k.”f Tty HIY g dk dl.
h JE S




TRANSFORMADA DE FOURIER

Fourier demonstrou que para qualquer funcao f(x), existe uma outra funcao F(h) que:

+00 o
Fih) =f _,a‘"n:.x']c*"'_‘r"m'” dx

—ig
Onde F(h) é chamada a transformada de Fourier (FT) de f(x).
As unidades de h sdo reciprocas das unidades de x.
Por exemplo, se x é tempo, h é frequéncia.

SexéA hé1/A - muito util para descrever a relacao entre
espaco real e espaco reciproco



—+ o0 .
F(h) = f f{,r]ﬁz"_‘r"[h” dx,

—K

A transformada de Fourier é reversivel

+:’: L .
flx)y = f Flye2mithel g

—3Q



Transformada de Fourier em 3 Dimensoes

Fih k. l)= ffff{x. v, 7)eZmithx+tkyHz) g gy g7
xJdydz

fle,y,2) = f f f F(h, k, De T2 g gk di.
hJkJi



Duas maneiras diferentes de descrever o Fator de Estrutura

B
y%
0.0 '
(,,0)Z AE F

.[hk/(j) - fj eZni(hxj+kyj+lzj )

Ehkl — thk/(j) = z fjeZTci(hxj + kyj + 1zj)

E, €scrito como a soma de
contribuicbes de cada atomo

Fig. 3.3 Atomic positions in a unit cell
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F, ., pode ser escrito como a soma de
contribuicdes de cada elemento de volume
de densidade eletronica da célula unitaria.

Assim podemos usar um integral sobre o
volume da célula unitaria.

F, . € o transformada de Fourier de p(x y z)
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FT reverso
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FT
OBJETO ) PADRAO DE DIFRAGAO

FT reverso
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F.. € @ transformada de Fourier de p(x,y,z).

ooooo

PR LR P s T M
N . Fopp = 3 o2 thaybhg )
SR R M E ¥
.c ..l..:.-‘c‘.-'. -. t.} .':. ' ‘-.: -I- =
. i3 S ... 6 também uma soma de Fourier

W ow Fow

Entdo, a densidade eletronica é a FT reversa dos Fatores de Estrutura

olx. v, 7] = .Ii.ri %{ %{ % F.r,k.-f_:””"“"'k-”'"ﬂ



plx, v, 1) = FL %{ %{ % F.&J;.'-L’_:m.rk't-rk'l"hlﬂ,

Esta equacdao mostra para nds como determinar a densidade eletronica em cada ponto
(x, y, z) da célula unitaria: somar todos os Fatores de estrutura.

FT reverso



plx. v, 2) = FL %{ %{ %{ -!_--ll_:hkIIIL,—Erz'r'I'n'i:.'|:+.|:_'.'+|':'l1

Um fator de estrutura (E,,, ) descreve uma onda que é descrita por 3 parametros:
amplitude, frequéncia, e fase.

Experimentalmente somente medimos:

- As indicies (h,k,|) — relacionada a frequéncia que os planos de Miller cortam a célula unitaria
- As intensidades (1) — relacionada a amplitude do fator de estrutura: | = |F|?

- Nao ha informacao sobre as fases de F,
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BF F =
GR

A F=|F|-E‘m

Al4+i|B| = |F|: (cose 4+ sin @)

2L Y, ) = % L L L @g—:-‘ff["u+h‘+fﬂ
h  k d

l RN ; 2 o P
plx,y,z) = v L LL | F i | E*“ﬁ“)e Iwilhxt+ky+z)
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O problema das fases
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Full Diffraction FTs of single Sums M
Pattern and FT reflections of FTs Do
- s J Lk o 4 R o FA)
01 Fapy = E Iie ST

i=l
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plx.y.2) == ;;2 | Fiutle i

A FT de qualquer unica reflexao é uma onda
simples em espaco 3 dimensional com
freqiiéncias em cada direcao definidas pela
indice hkl.

Quando as FTs de 2 ou mais reflexdes sao
somadas, observamos interferéncia que
resulta em um mapa de densidade eletronica
com picos na posicoes dos atomos.




A IMPORTANCIA DAS FASES
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Pato e FT de um pato
Gato e FT de um
gato

Intensidades de FT
de pato com fases de
FT de gato

FT reverso de (c).



Fiy = Z f eXp 271'[(/’1)(; + lxyj + IZ;)]

dtUmS

Frey = rrrr’r.mi v, 7)e Rtk HI) g dv dr,

FT

FT reverso
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