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Exercicio: Vibracao do eixo propulsor de uma embarcacao

Dada a linha de eixo propulsora ao lado. Os

% Engine mlomentos de inércia de massa dos
Steel elementos sao:
e
/ . Gear 1,40 teeth
7, | dia.0.1m Propeller o
TP | Volante de inércia: 9000 kg-m?2
AN —DH-— 31 Motor: 1000 kg-m2
Z//Zéi 1 S}tle;«tlz Engrenagem 1: 250 kg-m2
shaft 2,
? <~—0.8m—> dia. 0.15m - Engrenagem 2: 150 kg-m?2
Y Hélice: 2000 kg-m?2
7 e S
. — om

/ Gear 2, - Encontre as frequéncias naturais e modos
20 teeth . ~ . . .
Flywheel das vibracdes torcionais do sistema

propulsor.



Single Cylinder Model 11"
Minufsctured fn two kizes
3 H. P, and 5} H, P.

GRAY MOTOR



Hipoteses:
1. Como o momento de inércia do volante é muito maior que
os dos demais elementos, podemos considera-lo
Engine estacionario, com as vibragdes determinadas em relagao a

. ele (como se ele “nao sentisse” a vibragdao do restante da
haft 1
fj_a ’ Gear 1,40 teeth :
ia.0.1 m Propeller linha.
! 2. Atransmissao e as engrenagens podem ser consideradas
T T Steel como um unico elemento em rotagdao com momento de
shaft 2, i Are :
08m A - inércia de massa equivalente.
Y
= -
f10m Pela relagdo d 2 gi dob
Goar? - - ela relagdao de engrenagens, a engrenagem 2 gira com o dobro
Flywheel 20 teeth da rotagao do eixo 1.
— 2 — 2
(a) (J62)eq = (2)7(150) = 600 kg-m
Y
X 0,(1) 6(1)
, O momento de inércia equivalente para o elemento 1
(motor + eng. 1+ eng. 2)
ki ke

J1 = Jg + Jo1 + (J62)eq = 1000 + 250 + 600 = 1850 kg-m*



Hipoteses:
1. Como o momento de inércia do volante é muito maior que
os dos demais elementos, podemos considera-lo
Engine estacionario, com as vibragdes determinadas em relagao a

Sﬁe§11 \ ele (como se ele “nao sentisse” a vibragdao do restante da
saatt %, Gear 1,40 teeth :
dia.0.1 m Propeller linha.
! 2. Atransmissao e as engrenagens podem ser consideradas
T T Steel como um unico elemento em rotagdao com momento de
shaft 2, i Are :
08m A - |ne|TC|a de m.:—.lssa equivalente. |
v > 3. Assim, reduzimos o problema a um sistema de 2 graus de
24 T 2 liberdade.
1.0 m ||
Gear 2,
Flvwheel 20 teeth
™ Pela relacdo de engrenagens, a engrenagem 2 gira com o dobro
@) da rotagao do eixo 1.
— 2 — 2
X 0,(t) 60 (Jaz)eq = (2)7(150) = 600 kg-m
7
O momento de inércia equivalente para o elemento 1
ki ki

(motor + eng. 1+ eng. 2)

(b) J1 = Jg + Jo1 + (Jo2)eq = 1000 + 250 + 600 = 1850 kg-m*



O momento de inércia do hélice, que também gira com o dobro
da rotacao do eixo 1...

ngine — 2 — 2
Stecl Eg\ (Jp)ﬁq = (2)~(2000) = 8000 kg-m
(Silil:.fg‘ll’m Gear 1, 40 teeth Propeller
l 7 Mddulo de cisalhamento do aco (eixos): G = 80x10° N/m?
JE7A\ SE— ﬁ_ B __—____Steel A rigidez torcional dos eixos sera...
T shaft 2,
08m dia. o.*15 m —
e — GI, a 80 X 10°)(7r)(0.10)*
. } k= 0 = 9(” ‘) _ ! ™)1 _ g1 750.0 N-miad
Gear 2, Lom T ll ll 32 (08)(32)
20 teeth
Flywheel Q . _Glo _G mdi) (80 X 10°)(w)(0.15)* 7+ 076.087.5 Norm/rad
@ 2T, T p\ 32 ) (1.0)(32) - DTS T
X 60,(0) N 0,(t)
w1, Wy — —
ki ks 2 Jl ]2

¢ © 72 |:{(kt1 + kt2)J2 + ks J1}2 B 4{ (ktl + ktz)ktz - k%z}:|l/2

J1 > J1 2



Propeller

el

Engine
Steel \
shaft 1,
dia.0.1 m Gear 1,40 teeth
Z T B Steel
shaft 2,
0.8 m dia.0.15 m
1.0 m
Gear 2,
Flywheel 20 teeth
(a)
X 60,(0)
7,
ki ks
Ji Jy

.

0,(t)

Assim, as frequéncias naturais sao...

1 (kn + ki2) o + kip g
A

N |:{(kz1 + ko) Jp + ko 11}2 B 4{ (kn + ko) ki —

N Jh J1J2

+ |: (ktl + kt2) i kt2 2 . kzlktz 1/2
- 2J; 2J, VN

i



Substituindo os valores

(kpy + ki) ki ~(98.1750 + 397.6087) X 10*  397.6087 x 10*

Stecl Eng\in ‘ 27, 2, 2 X 1850 X 8000
fjl;:_ff).ll,m Gear 1, 40 teeth Propeller — 1588.46
* R
1 . —Jio1 + (kn + k) 187 X 10%)
0.8 m « n = ks ——% = 263750 X 10*
t
o —(1850) (85.3117) + (495.7837 X 10%)
20 teeﬂ; == 4 = 1.2072
Flywheel 397.6087 X 10 .
(a)
A~ 0.0) X0 w1 = 9.2364 rad/s
7 w, = 55.6022 rad/s
ktl kt2



Steel
shaft 1,
dia.0.1 m

Engine

Flywheel

Gear 1, 40 teeth

Steel

shaft 2,

dia.0.15m

Propeller

el

1.0 m

Gear 2,
20 teeth

(@)

X 0,0)

.

w1 = 9.2364 rad/s
wy = 55.6022 rad/s

E encontramos as relacdes de amplitudes...

_le% + (ktl + kt2)

rhn =
: kt2
—(1850) (85.3117) + (495.7837 X 10%)
= " = 1.2072
397.6087 X 10
. _le% + (kg + ki2)
rn =
ks>
— (1850) (3091.6083) + (495.7837 X 10%)
= = —0.1916

397.6087 X 10*



Propeller

e

Engine
Steel \
shaft 1,
dia.0.1 m Gear 1,40 teeth
Z T B Steel
shaft 2,
0.8 m dia. 0.15 m
1.0m
Gear 2,
Flywheel 20 teeth
(a)
X 0,(1)
7,
ki ks
Ji

.

w; = 9.2364 rad/s
w,; = 55.6022 rad/s

E os modos associados...




Vibracao forcada com dois graus de
liberdade




]F1(f)

]F1(t)
"

[

mii
mis

A equacao do movimento para dois graus de liberdade

m12:|{351} N [011 612}{561} 4 |:k11 k12:|{x1} ={
my | X, c2 e ]lx kiz  kp | (X2

Com a excitacdo por uma forca harmonica nas massas...

A SO|U§§O em regime permanente serd
— iwt . __
xj(t)—Xje“’, J — 1,2

Derivando e substituindo...

(—w’my + iwcyy + ki) (—e’myy + iwcr + k12)} {X1} _ {FIO
(—w’miy + iwcy + kia)  (—wamy + iwey + kyp) | | Xo Fao

F
F

}



m =m =m Retomemos as condi¢cdes do exemplo anterior, com a
excitacao pela forca na massa 1:

Fi(t) = Fjocos wt.

A equacdo do movimento sera

|:m O:|{x1} n |:2k —k:|{x1} . {Fl()COS(x)t}
X —k 2k B
]Fl(t) = F10 COoS wt 0 " 2 2 0

m
x(t : . A
1) Y E assumindo solucao harmoénica
k xi(t) = X;cos wt
j j ’
m

Obtemos as amplitudes de resposta

(—wzm + 2k)F10 (—wzm + 2k)F10
k Xi(w) = 2 2 2 = 2 2
(—w'm + 2k)" — k (—mw” + 3k)(—mw” + k)
z kF10 kFlO
Xh(w) = =

(—mw? + 2%)2 — k2 (—mo? + 3k)(—ma? + k)



Lembrando da relacdo de frequéncias naturais dos dois modos...
wt = k/m w} = 3k/m

Reescrevemos

B i 0
(- (-]

A{ET-OT- @)

Que nos permite analisar as respostas das massas em funcao
da frequéncia de excitacao.




]Fl(t) = FlO COS wt

Sle

Xl'k X2k
FlO FlO
A A J
|
3 3
| |
2 ! 2 ,
| |
N |
1A/ 1 |
I I | |
NN [ o o/' |
1/'2/3 1 @ 1 (’:2 3 4
1Y @ T\
L N,
|
-2 -2 l:
—3 —3

Consegue identificar algo singular na resposta da massa 1
(na qual a forca esta sendo aplicada)?



Vibracao amortecida com dois graus de
liberdade com movimento da base




Ja vimos como o movimento da base pode ser transferido como

uma forca aplicada na massa.

Assim, o diagrama de corpo livre fica...

x,(1)

m |

m |

¢1 [== ky _
y(t) = input

— A

x,(1)

my

4

C2 (X — Xq)

ky(xy — x1)

x1(2)

nmq

14

c1(x1 —y)

ki(x1—y)

I I _;(t) :



my

C2 (%X, — X1)

A equacao do movimento sera...
ma¥, + (X — %) + ka(xz —x1) =0

myxy + (k% —y) +ki(xg —y) — (% —X1) —ka(x; —x1) =0

Ou na forma matricial

my 0], [+ —¢ {x1} lk1+kz —kz] X1\ _ 1y + kyy
lO mz]{x'z}Jr —C3 Cz] Xy T —k, k, {xz}_{ 0 }

Repare nos acoplamentos!



Outros exemplos




Péndulo duplo :

n(t. x)

A
)

Figure 5.3 A crane vessel for installation of subsea equipment



Escrevendo as equacdes do movimento.
Tomando momentos ao redor de O para massa 1:
my126, = —myg(ly sin ;) + T, sin 6, (l; cos 8;) — T, cos 8, (14 sin B;)
Assumindo angulos pequenos e T, = m,g, obtemos
my126;, = —mygli60; + myg 1,(6; — 6;)
Para a massa 2, em relagcao ao polo na massa 1:
m, 120, + m,1,(1,6,) = —m,g(l, sin0,) = m,gl,0,

Transformando nas coordenadas horizontais, para facilitar a
interpretagao dos modos... Talque 8; = x;/l; e 8, = (x, — x1) /L,

I, + lz)lx mogly
|-

=0
L X2

mylyX%, + lmlg + ng( l
2

mylyXy —mygxy + mygx, =0



Simplificando param; =m, =mel; =1, =1
mli, + 3mgx, —mgx, =0

mlX, —mgx; + mgx, =0

Ou na forma matricial
ml 0 7(%X1 3mg —mg]|(*1) _ (0
[ 0 ml] {xz} + l—mg mg {xz} B {0}
Resolvendo o sistema (pela equacao caracteristica), obtemos

w?, w5 = (Zi\/a%

w1 = O, 76% Wy, = 1,85%



As razoes de amplitude sao dadas por

X1 mg

X, —w?ml+3mg

Primeiro modo Segundo modo
9
W, = 0,76‘% w; = 1857
X, (1) X, (2)
n=[(=—) =041 rn=(—] =-241
X X
041 —2,41

1 .




Simulacao

e https://www.myphysicslab.com/pendulum/double-pendulum-

en.html



https://www.myphysicslab.com/pendulum/double-pendulum-en.html

Como seria modelado esse péndulo duplo?

Figure 5.3 A crane vessel for installation of subsea equipment



