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Daniel Bernoulli (1700-1782) foi um suico que se
tornou professor de matematica em S3ao Petersburgo
em 1725 apds receber seu doutorado em medicina
com sua tese sobre a acao dos pulmdes. Mais tarde,
ele se tornou professor de anatomia e botanica na

Basiléia. Ele desenvolveu a teoria da hidrostatica e
da hidrodindmica, e o "teorema de Bernoulli" é bem
conhecido dos engenheiros. Ele derivou a equacao
do movimento para a vibracao de vigas (a teoria de
Euler-Bernoulli) e estudou o problema da vibragao

de cordas. Bernoulli foi a primeira pessoa a propor o

principio da superposicao de harmonicos em

vibracao livre.




Vibracao com dois graus de liberdade




Sistema com dois graus de liberdade
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mix; + (c; + )x; — caxy + (ky + ko)x; — kpxp = f

myxy — cx1 + (¢ + 3)xp — kpxy + (ky + k3)xy = f

Equacdes do
movimento
acopladas, exceto
quando ¢ =k, =0



mix; + (c; + )xy — axp + (ky + ky)xy — koxp = f

myxy — X1 + (e + e3)x — koxy + (ky + k3)xy = f
Podemos expressar de forma matricial

[ml X (t) + [e]X(2) + [KZ(2) = £(¢)

. _Cl + (65 %) — — xl(t)}
:| [c] = e, o+ C3:| x (1) {xz(t) vetor
gtk  —k }
Kl = _ JA)
[ ] u —k2 k2 + k3 f(t) _ {/2(t)} vetor

Note que as matrizes sao simétricas

m" =[m], [’ =1[c], [k' = [k]



Vibracao livre de sistema nao amortecido

mixi(1) + (ki + kp)xi(2) — koxa(2) = 0
myxp(t) — kpxi(2) + (ky + k3)xp(r) = O

Poderiam m,; e m, oscilarem harmonicamente amplitudes diferentes,
mas com mesma w e ¢?

x1(t) = X cos(wt + ¢)
x(t) = X, cos(wt + ¢)

Derivando e substituindo, obtemos...

[{—mo® + (ki + k) }X; — kpXp]cos(wt + ¢) = 0
[—hkX; + {—m2w2 + (k2 + k3)}X2] Cos(wt + (/)) =0



[{—m1w2 + (ki + kp) } X1 — kxXo]lcos(wt + ) = 0
[—kXi + {—myw® + (ky + k3) } Xolcos(wt + @) =0

Como a solucao deve valer para qualquer instante de tempo...

{—m1w2 + (kl + kz) }Xl - k2X2 =0
_k2X1 + {—m2w2 + (k2 + k3)}X2 =0

Que sao duas equacoes algébricas homogéneas de X; e X,.
X, =X, =0 € asolugao trivial (ndo ha vibragao).

Para a solucao nao trivial...

. {(~mo? + (ky + k) } —ky } _
d t|: —ky {—myw® + (ky + k3)} 0



Que produz a equacgdo caracteristica

(mimy)w* — {(ky + kp)my + (ky + k3)mi}® + {(k; + ky)(ky + k3) — k3} = 0

Cujas raizes sao as frequéncias

l{(kl + ka)m + (ky + k3)ml} = l|:{(k1 + kp)my + (ky + "3)’"1}2 _ 4{ (ki + ko) (k2 + k3) — k%}T/Z

mym, 2 mym, mymy

[\

Nos mostra que é possivel haver uma solucao harmoénica nao trivial em
que w € igual a w, e w,.

w1 € w, sao as frequéncias naturais do sistema.



Ainda precisamos determinar X; e X,, que dependem das frequéncias.

Havera amplitudes X; e X, associadas a w: Denotaremos Xl(l) e Xz(l).

Havera amplitudes X; e X, associadas a w,: Denotaremos X1(2) e XZ(Z).

Definimos as razdes entre as amplitudes de cada massa...

n={x{PxPY = )
Dadas por...
= ﬁ _ —mwt + (ki + ky) _ ky
x{V ka —mywt + (ky + k)
— Razoes idénticas!
ry = )ﬁ _ —mlw% + (kl + kz) _ ko
x{ 9) —myw3 + (ky + ks)




Assim, definimos os modos de vibrar associados a cada frequéncia

(1) (1)
X X
=2(1) — 1 _ 1
{Xgl)} {ﬁXEI)}

(2) (2)
N X X
2 — J&1 L _ 1
{ng) } { nX 52) }

E a solucao pode ser expressa em termos dos modos...

=

—  Vetores modais

—

(1) (1)
(5) = {Xl (t)} — { X ICOS(“’I’ 1) } Primeiro modo de vibrar
rnX;’ cos(wit + ¢q)

(2) (2)
>(2) _ Xl (t)} _ { Xl COS(wzt -+ ¢2) } .
x\2)(t) {ng)(t) er§2) cos(wst + o) Segundo modo de vibrar

Onde xV,x{¥, ., ¢, sdo determinados pelas condicdes iniciais.



As equacoes do movimento envolvem derivadas de segunda ordem,
portanto precisaremos de duas condicdes iniciais para cada massa.

Assim, o sistema vibrara no seu modo i = 1, 2 sob as seguintes condicoes...

x(t=0) =x{) = Cte x(t = 0) =0,
x(t = 0) = rx{, it =0) =0

Para qualquer outra condicao inicial, os dois modos serao excitados.

E a resposta final pode ser obtida pela superposicao dos dois modos
fundamentais.

x(1) = V(1) + e (1)



No final, encontramos as amplitudes e angulos de fase...

Xgl) = [{Xgl)cos ¢1}2 '+ {Xgl)sin q51}2]1/2

— X x 2712
= L (o) - oy + 52O 2(0)}}

(r2 - rl) w1

ng) - [{ng) cos ¢} + {ng) sin ¢, }21'/2

= ! — ,  {nx(0) — 5c2(0)}2}1/2
~(n—n) |:{ rix1(0) + x(0)}° + "
— X(I)Smd) _ — X (0) +X(O) }
— 1) 41 1| _ . \X1 )
b1 = {Xgl) cos ¢1} an {wl[rle(O) — x,(0)]

x{? Si“¢2}:tan—1{ r1(0) = 3(0) }

o
¢, = tan {ng) cos b, wy[—rx1(0) + x,(0)]



Simulacao

e https://www.myphysicslab.com/springs/double-spring-en.html



https://www.myphysicslab.com/springs/double-spring-en.html

