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Topicos a serem abordados

Solucao de equacdes. diferenciais
Linearizacao de func¢des nao lineares
Linearizacdo de eq. Diferenciais nao lineares
Conjunto de equacdes lineares de 12 orden

Integracao Numeérica



Solucao de equacodes diferenciais

Seja a oscilacao livre de nm sistema massa-mola-amortecedor linear:
my+cy+ky=0 y0)=y 9(0)=1n0 (1)
A eq. caracteristica desta equacao ¢ dada por:
mzl+cz+k=0 (2)

cujas raizes sao:

—c+ wpVcZ —4km 3)
212 =
’ 2m

Se ¢ > 4km = raizes reais
Se ¢® < 4km =  raizes complexas

Desta forma, define-se o amortecimento critico como sendo:

O = I



zz+%z+£=0

m

ou

22+2Cwnz+w,,21=0; i = % e (==%
Desta forma, as raizes sao dadas por:

212 =—Cwn twpy/¢?—1 para (2>1
212 = —Cwp T wpy/1—C¢%j para (<1 = tem oscilacao.
A solucao da homogénea é:

y(t) = Cre*1t 4 Cye®??

As constantes C] e Cy podem ser obtidos através das condicoes iniciais (Ver

o livro do RAO).
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A solucao da homogénea é:

y(t) = Cret + Coe™!

= tem oscilacao.
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A solu¢ao da homogénea é:

para

y(t) = C1e*t* 4+ Cre™!

FIGURE 2.38 Root locus plot with variation of damping ratio {.
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= tem oscilagao.



Linearizacao de uma funcao nao linear

A linearizacao de uma funcao é obtida através da expansao em série de Taylor
considerando-se somente os termos de potencia igual a 1. Considere a expansao
de uma funcao y = f(x) em torno do ponto z.

_ 1 (z — x0)’ 92, (z — z0)?
y=f(zo) +f (1F)|I=IOT+f (z) I=IUT+"' (4)

onde f"(x) significa a n-ésima derivada da funcao em relacao a z.

Lembrando que yg = f(zo) e considerando-se somente termos com poténcia
unitaria a Eq. 4 pode ser escrita como:

w
d

Y—%Yo =f1(l‘)|l_ro(l’—if0) (5)

Assim, a equacao linear é expressa como:
y=dz (6)

onde y=y—1yo e =x— xp.



Linearizacdao de equacdes diferenciais nao lineares

Considere agora a seguinte equacao diferencial:
J+ay+ f(y) = g0 (7)

onde f(y) é uma funcao nao linear e gy é uma constante.

Ponto de equilibrio do sistema (yq).

f(yo) = g0 (8)

Expandindo a funcao f(y) em série de Taylor e considerando somente o
termo de poténcia unitaria tem-se:

f(y) = f(yo) = az(y — yo) 9)

onde ay = fl(y)|y=yO



Somando o termo — f(yp) + go no membro esquerdo da Eq. 7 tem-se:

y+ay+ f(y) — f(vo) + 90 = 90 (10)

Considerando-se a Eq. 9, a Eq. 10 pode ser reescrita como:

Y+ a1y +a(y—yo) =0 (11)
Seja
j=y—y = Y=y = §=y (12)

Com i1sto a versao linear da Eq. 7 é dada por:

y+ay+ay=0 (13)



Exemplo 1

A dinamica de um sistema massa-mola-amortecedor no sentido vertical é de-
scriga por:

myj + cy + ky* = mg

Obter o ponto de equilibrio e a equacao diferencial linear da dinamica do sis-
tema.

Exemplo 2

A dinamica de um sistema massa-mola-amortecedor no sentido vertical é de-
scrita por:

mi + c|y|y + ky® = mg

Obter o ponto de equilibrio e a equacao diferencial linear da dinamica do sis-
tema.



Conjunto de equacoes lineares de 12 ordem

Considere a seguinte equacao diferencial:

my + cy + ky = f(t)

A equacao caracteristica da Eq. 14 é dada por:

mzl4+cz+k=0
Considere agora as seguintes mudancas de variaveis:
Iy =Y
To =1
Derivando em relacao ao tempo as duas equacoes obtem-se:
T =Y =1T2

. k c . t k c t
g =——Y— —y—+ 1) =——x — —I2+ f(t)
m m m m m m

(14)
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Os autovalores da matriz A sao dados por:

R

|AI—A|=A2+iA+ﬁ
m m

A equacao caracteristica da Eq. 14 é dada por:

mz24+cz+k=0

] (t)

=0

(21)

(22)

(15)



Integracao numeérica

Método de Euler

Seja a eq. diferencial de primeira ordem

i(t) = f(a,t) a(to) = xo (23)

O objetivo é obter a solucao da Eq. 23 numericamente. Esta solucao sera obtida
para instantes discretos, isto é, t,, = to + nh, onde h é o passo de integracao.

Seja z.(t) a solucao exata da Eq. 23
Utilizando a série de expansao em série de Taylor tem-se

xe(tn+l) = .’Ee(tn) + d;tc

h = z(tp) + f(z, t)h

t=t(n)



Exemplo
z=-2x+2 z(0)=0
Solucao numérica:
z(n+1)=z(n) + (—2z(n) + 2)h
Solucao exata

T (t) =1 — e
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Métodos de Integracao Numeérica

Runge Kutta de 42 ordem

x(n+1)=xz(n)+ %(/q + 2k2 + 2k3 + k4)
tin+1)=t,+h
by = £(t(n), 2(n))

ko = f(t(n) +

o>

,x(n) + %kl
ks = f(t(n) + &, 2(n) + Lk

iy = f(t(n) -+ h.,;lf(ﬂ.) + hlxg)
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