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Massa adicional



Inércia adicional

𝑥̈𝐹

NO VÁCUO

𝐹 = 𝑚𝑥̈
𝑚



Inércia adicional

NA ÁGUA

𝐹 = 𝑚𝑥̈ + 𝑚!𝑥̈ = (𝑚 + 𝑚!)𝑥̈

𝑥̈𝐹

𝑚

𝑚! 𝑚! = 𝜌∀𝐶!

Massa adicional

Depende da geometria do corpo e das 
condições do escoamento externo 

(amplitude e frequência).

Representada pelo coeficiente de massa adicional

𝐶! =
𝐶"" 𝐶"# 𝐶"$
𝐶#" 𝐶## 𝐶#$
𝐶$" 𝐶$# 𝐶$$
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𝑦 𝑡 = 𝑌 sin𝜔𝑡

𝑥̈ =
1
𝑚 𝑐 𝑦̇ − 𝑥̇ + 𝑘(𝑦 − 𝑥)

𝑥̈ 𝑥̇

𝑥

𝑘

𝑐

!1 𝑚 ∫ ∫+

𝑦 𝑡 = 𝑌 sin𝜔𝑡

d/dt
𝑦̇

𝑦

+-

+

+-

m

k

𝑥(𝑡)

c

𝑦(𝑡) 𝑚 𝑥̈ + 𝑐 𝑥̇ − 𝑦̇ + 𝑘 𝑥 − 𝑦 = 0

Movimento 
imposto na 

base



𝑥̈ =
1

𝑚 + 𝜌∀𝐶!
𝑐 𝑦̇ − 𝑥̇ + 𝑘(𝑦 − 𝑥)

𝑥̈ 𝑥̇

𝑥

𝑘

𝑐

1
𝑚 + 𝑚! ∫ ∫+

𝑦 𝑡 = 𝑌 sin𝜔𝑡

d/dt
𝑦̇

𝑦

+-

+

+-

m

k

𝑥(𝑡)

c

𝑦(𝑡)
𝑚+𝜌∀𝐶! 𝑥̈ + 𝑐 𝑥̇ − 𝑦̇ + 𝑘 𝑥 − 𝑦 = 0



Amortecimento quadrático



Amortecimento: arrasto hidrodinâmico

𝐹! = 𝐶!
1
2𝜌𝑥̇

"𝐷𝐿

𝑥̇















𝐶! =
𝐶##

𝐶""
𝐶$$

𝐹! = 𝐶!
1
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"𝐷𝐿
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𝐶% =
𝐶#" 𝐶#$

𝐶"# 𝐶"$
𝐶$# 𝐶$"

𝐹% = 𝐶%
1
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𝐶& =
𝐶## 𝐶#" 𝐶#$
𝐶"# 𝐶"" 𝐶"$
𝐶$# 𝐶$" 𝐶$$

𝐹& = 𝐶&
1
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"𝐷𝐿

1

2

3



𝑥̈ =
1
𝑚 𝑐 𝑦̇ − 𝑥̇ − Γ" 𝑥̇ 𝑥̇ + 𝑘(𝑦 − 𝑥)

𝑥̈ 𝑥̇ 𝑥

𝑘

𝑐

!1 𝑚 ∫+ 𝑦 𝑡 = 𝑌 sin𝜔𝑡

d/dt
𝑦̇

𝑦

+-

+

+-
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k

𝑥(𝑡)

c

𝑦(𝑡)
𝑚 𝑥̈ + 𝑐 𝑥̇ − 𝑦̇ + 𝑘 𝑥 − 𝑦 = 𝐶#
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Dissipação de 
arrasto

mck_aula_13_g.zcos



Amortecimento equivalente

A energia dissipada em um ciclo harmônico é... 

Como a energia dissipada em um ciclo por 
um amortecedor viscoso é...

Resulta em um amortecedor equivalente:



Que produz uma resposta com amplitude

Ou...



𝐹! = 𝐶!
1
2
𝜌𝑥̇"𝐷𝐿

No caso da força de arrasto...

𝑎 = 𝐶!
1
2
𝜌𝐷𝐿

𝑐#$ =
8
3𝜋

𝐶!
1
2
𝜌𝐷𝐿𝜔𝑋

Que produz...

Que representa a constante de amortecimento equivalente à 
dissipação da força de arrasto de um corpo sob escoamento.



𝐹! = 𝐶!
1
2
𝜌𝑥̇"𝐷𝐿

No caso da força de arrasto...

𝑎 = 𝐶!
1
2
𝜌𝐷𝐿

𝑐#$ =
8
3𝜋

𝐶!
1
2
𝜌𝐷𝐿𝜔𝑋 =

8
3
𝐶!𝜌𝐷𝐿𝑓𝑋 = Γ𝑓𝑋

Que produz...

Que representa a constante de amortecimento equivalente à 
dissipação da força de arrasto de um corpo sob escoamento.



𝑥̈ =
1
𝑚 𝑐 𝑦̇ − 𝑥̇ − Γ𝑓𝑋𝑥̇ + 𝑘(𝑦 − 𝑥)

𝑥̈ 𝑥̇ 𝑥

𝑘

𝑐

!1 𝑚 ∫+
𝑦 𝑡 = 𝑌 sin𝜔𝑡

d/dt
𝑦̇

𝑦

+-

+
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𝑥(𝑡)
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𝑦(𝑡)
𝑚 𝑥̈ + 𝑐 𝑥̇ − 𝑦̇ + 𝑘 𝑥 − 𝑦 = 𝐶#

$
%
𝜌𝑥̇%𝐷𝐿 = Γ𝑓𝑋𝑥̇
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- ∫
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Envelope da 
resposta

“zero-crossing” 
da velocidade

“segura a 
amplitude”



mck_aula_13_f.zcos

Amortecimento 
estrutural

Dissipação de 
arrasto



Dinâmica do lançamento do manifold 
submarino (em água)

Colocando tudo junto



𝑦(𝑡)



m 𝑥(𝑡)

𝑦(𝑡)

𝑙 𝑡 = 𝑙' + 𝑣𝑡

𝑘(𝑙)𝑐(

𝜌∀𝐶!

Movimento da base

Rigidez do cabo

Descida lenta do caboAmortecimento histerético
do cabo

Massa do corpo

Massa adicional de água

Dissipação por arrasto Resposta dinâmica

1 grau de liberdade

𝐶#



m 𝑥(𝑡)

𝑦(𝑡)

𝑙 𝑡 = 𝑙' + 𝑣𝑡

𝑘(𝑙)𝑐(

𝜌∀𝐶!

Movimento da base

Rigidez do cabo

Descida lenta do caboAmortecimento histerético
do cabo

Massa do corpo

Massa adicional de água

Dissipação por arrasto Resposta dinâmica

1 grau de liberdade

𝐶#

Monte a equação do movimento 

e a simulação no XCOS



Instabilidade hidrodinâmica



𝐹! = 𝐶!
1
2
𝜌𝑥̇"𝐷𝐿

Sabemos que 𝑐#$ > 0 dissipa energia (amortecimento). 

Que é o caso da força de arrasto...

Instabilidade fluidodinâmica



𝐹! = 𝐶!
1
2
𝜌𝑥̇"𝐷𝐿

Sabemos que 𝑐#$ > 0 dissipa energia (amortecimento). 

Que é o caso da força de arrasto...

Instabilidade fluidodinâmica

O que aconteceria se 𝑐!" < 0 ? 



mck_aula_13_c.zcos



𝐹! = 𝐶!
1
2
𝜌𝑥̇"𝐷𝐿

Sabemos que 𝑐#$ > 0 dissipa energia (amortecimento). 

Que é o caso da força de arrasto...

Instabilidade fluidodinâmica

O que aconteceria se 𝑐!" < 0 ? 

Seria possível “arrasto negativo”?
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Força vertical…



Para 𝛼 pequeno:

Aproximando por série de Taylor…



Que pode ser expandido como…

Para 𝛼 pequeno:



Que produz a força…

…na equação do movimento…

Amortecimento equivalente



Amortecimento equivalente

CONDIÇÃO DE ESTABILIDADE: 𝑐#$ > 0

Como este amortecimento varia com a velocidade do escoamento incidente…

Haverá uma velocidade crítica do escoamento
acima da qual o regime é instável
(amortecimento equivalente é negativo): 
fenômeno de galloping.



Galloping ocorrerá na direção
transversal ao escoamento.

O arrasto sempre será dissipativo.

A  sustentação pode induzir à
instabilidade.

BEM-VINDOS ÀS VIBRAÇÕES INDUZIDAS PELO ESCOAMENTO
(venha fazer iniciação científica)


