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Exercicio

Uma viga engastada suporta uma
massa M na extremidade livre.
Uma massa m cai de uma altura &
e se adere a massa maior sem

repicar.

Determine o movimento
transversal do sistema.



k = —- é arigidez equivalente da
viga em flexao.
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l

A posicao de equilibrio estatico do
sistema é deslocada com a adicao
da nova massa.

A oscilacdo x(t) sera em volta
desta nova posicao de equilibrio
X0-



A massa m atinge a massa M com

velocidade v,,, = /2gh.

Conservando a quantidade de
movimento...

mv, = (M + m)x

a velocidade inicial do sistema é




Ja temos as duas condicdes iniciais
para delocamento...

mg

X0 — X

e velocidade...




| Considerando a oscilacao transversal
m como um movimento harmonico nao
amortecido...

x(t) = A cos(w,t — @)
onde...
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Exercicio para casa

Para um movimento harmdnico nao amortecido descrito por

x(t) = Agsin (w,t + )

Prove que




Exercicio

A pressao no tudo de descarga de um dos pistdes de
um motor diesel de 4 tempos sera medida por um
mandmetro de tubo em U com mercurio.

Determine o comprimento minimo do tubo em U
para que a frequéncia natural de oscilacao da coluna
de mercurio seja 3,5 vezes mais lenta que a
frequéncia da flutuacao da pressao quando o motor

estiver a 600rpm.

Nota: A frequéncia da flutuacao da pressao na
exaustao de um motor de 4 tempos é:

Num. cilindros XxRPM
2




Aly

Vamos calcular a frequéncia natural da coluna de
mercurio pelo balanco de energia.

Variacao da Energia Potencial:
U = [Peso X Desloc.] sobe + [Peso X Desloc.] desce

X X
U = (Axy) 5 + (Axy) 5= Ayx?

Variacao da Energia Cinética:
T =% [Massa merc.] x (Vel)?

1Aly .
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Assumindo oscilacao harmonica nao amortecida...
x(t) = Xcoswyt

Com as energias expressas como:

1 .
U= ykx? T = ymx*
U= Uy coszw,lt T = T sinzwnt
lgualando...
1Aylw?
Upax = AyX> max = 2—g"x2

Resulta na frequéncia natural do manometro
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Aly

{—— Datum

No nosso problema...
A frequéncia no tubo de descarga do motor:

1xX600rpm 2T
= =300—= =

> 50 10 rad/s

Wm

Para que a frequéncia natural do manometro seja

Wm __
35 9rad/s...
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Raizes da equacao

caracteristica

Representacao grafica do local das raizes



Raizes da equacao caracteristica

Equacao do movimento

mx +cx +kx=20

Equacao caracteristica

ms*+cs +k=0
...dividindo por m

s? + 2w,s + w2 =0

Raizes da eq. caracteristica

—c T \/c2 — 4mk
2m

1, §2 — —{wn i iwn \/1 — 52

§1, o —

Solucao harmonica é do tipo

x(t) = Cie®' + Cyre™!



Local das raizes: plano-s
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Interpretando...

FIGURE 2.34 o, in s-plane.

{w,
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FIGURE 2.33 Interpretations of w,, wg, and {.



Interpretando...

FIGURE 2.35 w,in s-plane.

FIGURE 2.36 ¢ in s-plane.




Interpretando...

Imaginary axis
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FIGURE 2.38 Root locus plot with variation of damping ratio £.
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FIGURE 2.39 Root locus plot with variation of damping constant (c).
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Interpretando...

Im
k=128
/ k=80
Sl —8
k=64
4
k=0 51
k =48 k=48
l A / k=0
v s B e
~16  -12 -8 s =—4 0=s
k) 2y) Sy
KR A — —4
k=80
SZ \ __8

k=128

FIGURE 2.40 Root locus plot with variation of spring constant (k).



Interpretando...

Migration of s; as
m increases

FIGURE 2.41
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Migration of s,
as m increases

Root locus plot with variation of mass ().
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Estabilidade de sistemas




Tipos de estabilidade

x (1)

A
7 \//\\//\\ B

Stable system
(a)

x (1)

A
O] t

Asymptotically stable system

(b)

x (7)

(0] > 1

Unstable system (with divergent instability)

(©)

X t) -7
\

Unstable system (with flutter instability)

(d)



Exemplo: estabilidade do péndulo invertido

Equacao do movimento

ndZ.. . 1 '
70 + (2kl sin 6)l cos 6 — WismO =0
’ klsin 6

Para pequenas oscilagdes...

mi® - Wi
— 0 +2k%0— —0=0
3 2

Trocando variaveis

|
I
>g§\

0 +a’0=0
ANNNNANN
) (12k12 - 3Wl>
a —_
2mi?



Exemplo: estabilidade do péndulo invertido

I

Equacao caracteristica

12k1%2 — 3WI
2
) | Kisind S+a?=0 a _( )

2mi?

Solucdo depende do sinal de \alpha

Caso 1 (12k1% — 3WI) /2mi* > 0,

Sistema estavel com oscilacao estavel

6(t) = A, cos w,t + A sin w,t

B ((12k12 - 3Wl>1/2
n 2ml?



Exemplo: estabilidade do péndulo invertido

I

' klsin 6
(d

£ +a?2=0

Caso 2 (12ki* — 3WI) /2mI* = 0
Sistema se reduza 6 =0
Integrando duas vezes... 6(t) = Cit + G,
Com as Cl de desl. e vel. 6(t) = Bt + 6,

Sistema instavel

8, # 0 Desloc. cresce com t

0, = 0 Equil. estaticoem 6 = 6,



Exemplo: estabilidade do péndulo invertido

I

' klsin 6
(d

£ +a?2=0
Caso 3 (12k1* — 3WI) /2mi* < 0

Solucdo sera do tipo  6(r) = Bie®" + Bye *'

Sistema instavel com oscilacao instavel
1 . ; . B

6(t) = 2—[(a00 + 6p)e™ + (aby — 0g)e ]
o

Amp. cresce exponencialmente com t.



Alguma semelhanca com a estabilidade de
banda e roll?

WLo

Water Resistance

Figure 2.1: Heeled Ship due to an external moment



