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Capitulo 1

ELEMENTOS DE PROBABILIDADE

1.1. Probabilidade Condicional

Defini¢ao (Probabilidade Condicional): Sejam A e B dois eventos de um mesmo espaco amostral
S. A probabilidade condicional de A dado que B aconteceu é dada por

P(AN B)

P(A|B) = =5

(1.1)

A probabilidade condicional também é uma medida de probabilidade e, portanto, satisfaz os axiomas
da probabilidade e os teoremas que foram derivados.

Q

Figura 1.1: Defini¢cdo de probabilidade condicional

Exemplo 1: Ao lancarmos um par de dados corretos, qual é a probabilidade de que somente a face de
um dos dados seja par, sabendo-se que a soma das duas faces é maior que 87

Solucgao: Sejam os eventos:

= A: Somente uma das faces é par;

= B: A soma das duas faces é maior que 8.
Neste caso, n (AN B) =6 e n(B) =10. Entao

P(A|B)=P<];4(;f) ==
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1.1.1. Regra do produto

Dados os eventos A e B de um mesmo espago amostral, a probabilidade de que ambos acontecam é
dado por
P(ANB)=P(B)P(A| B). (1.2)

Propriedades: Dados A, B e C em {2, entao:
(i) P(ANB)=P(A)P(B| A)
(ii) P(ANBNC)=PA)PB|AP(C|(ANB))

Exemplo 2: Um lote contém 10 pecas das quais 4 sao defeituosas. Se retirarmos 3 pecas, uma a uma e
sem reposicao, qual a probabilidade de que somente uma das trés pegas tenha defeito?

Solugao: Seja o evento D;, na qual i = 1,2, 3, a i-ésima pega que apresenta defeito. Assim,

P (somente uma tenha defeito) = P (D1B2B3)+ P (B1D3Bs)+ P (B1B2Ds3)
= 4/10 x 6/9 x 5/8 +6/10 x 4/9 x 5/8 + 6/10 x 5/9 x 4/8 = 1/2

1.1.2. Probabilidade total

Regra da probabilidade total: Seja By, ..., B, uma colecao de eventos que formam uma partigao do
n

espago amostral €2, isto é, |J B; = Q e B; N B; = () para todo i # j. Seja A outro evento definido sobre
i=1

), entao

P(4) =3 P(B)P(A| By). (1.3)

n n

Obs.: Note que A = ANQ = AN ( U Bi>. Aplicando a propriedade distributiva, temos A = |J AN B;,
i=1 i=1

uniao disjunta, e aplicando o terceiro axioma, temos

n
P(A) =) P(ANB).
i=1
Finalmente, aplicando a regra do produto a cada termo da soma, para uma partigao de €2 em dois eventos

B e B¢, obtemos
P(A)=P(B)P(A| B)+ P (B°)P(A| BY).

1.1.3. Regra de Bayes
Considerando as mesmas condigoes da probabilidade total, cumpre-se que
P(B;)P(A| By)

n

;P(Bi)P(A | Bi)

P(B; | A) = (1.4)

P(B;NA
Por definicdo de probabilidade condicional, P(B; | A) = w, e aplicando a regra do produto
no numerador e a probabilidade total no denominador, obtemos a regra de Bayes.
, . . - S P(B;NA)
A férmula permite calcular facilmente probabilidades condicionais, P(B; | A) = W, chama-

das probabilidades a posteriori, obtidas caso conhecamos as probabilidades a priori P(Bj), e condicionais
P(A] Bj).

Exemplo 3: Sabe-se que 70 % dos pacientes de um hospital sdo mulheres e que 20 % delas sdo fumantes.
Por outro lado, 40 % dos pacientes homens sdo fumantes. Se escolhermos ao acaso um paciente do hospital,
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(a) qual é a probabilidade de que seja fumante?
(b) se for fumante, qual é a probabilidade de que seja mulher?
Solucao (a): Sejam os eventos:
» F = {pacientefumante}
» H = {Que o paciente seja homem}
» M = {Que o paciente seja mulher}
Entao a probabilidade de ser fumante é calculada por
P(F)=P(M)P(F|M)+P(H)P(F|H)

Sabemos que: P (M) =0,7, P(H) =0,3, P(F | M) =0,2e P(F | H) = 0,4. Substituindo os valores

na férmula anterior, obtemos:

P(F)=0,7x0,2+0,3x0,4=0,26

Sexo del Condicién

Paciente de Fumar F P(MFY=Tx.2=14

P(MF)=7x8=.56

=

F PHF)=3x.4=.12

F P(HF)=3%x.6=.18

Figura 1.2: Diagrama de arvore para o Exemplo 3.

Finalmente, temos que

P(MNF) P(M)P(F/M)NF _0,7x0,2 0,14

P(M/F) = P(F) P(F) 0,26 0,26

=0,54.

1.2. Eventos independentes

Dois eventos A e B sao independentes se o fato de um deles acontecer, ndo afeta a probabilidade de
ocorréncia do outro, ou seja

P(A|B) = P(A) ou P(B| A) = P(B). (1.5)

Da defini¢ao de probabilidade condicional, obtemos a seguinte definicao

Dois eventos A e B sao independentes se P (AN B) = P(A)P(B).

Propriedades: As seguintes situacoes sao equivalentes:

= Os eventos A e B sdo independentes.
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» Os eventos A e B sao independentes.
» Os eventos A e B sio independentes.
» Os eventos A® e B¢ sdo independentes.

Exemplo 4: Um atirador faz dois disparos a um alvo. A probabilidade de que ele acerte o alvo é 0, 8,
independentemente do disparo que faz. Qual a probabilidade de que o atirador:

(a) acerte ambos disparos?

(b) acerte somente um dos disparos?
(¢c) acerte pelo menos un disparo?
(d) Nao acerte nenhum dos disparos?

Solugao: Sejam os eventos A; = {Que o atirador acerte no alvo quando dispara i}, ¢ = 1,2. Aplicando
diretamente as propriedades de eventos independentes, obtemos:

(a AlmAg) :P(Al)P(AQ) 2078XO,8:O,64.
(

b
(c
(d

A1 NAF) + P (Af N Az) = P(Ay)P (AY) + P (Af) P(A2) = 0,8 x 0,2+ 0,2 x 0,8 =0,32.

) P(
) P (
) P(AluAg):P(A1)+P(A2)—P(A1)P(A2):O,8+0,8—0,8X0,8:O,96
) P

A9 AS) = P (AS) P (AS) = 0,2 x 0,2 = 0, 04.
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