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Os Numeros Racionais

Indicamos por N, Z e QQ os conjuntos dos niimeros naturais,

inteiros e racionais respectivamente. Assim
N={1,2,3,...},
Z=A...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...},

Q={2;abez,b20}.
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Os Numeros Racionais

Indicamos por N, Z e QQ os conjuntos dos niimeros naturais,

inteiros e racionais respectivamente. Assim

N=1{1,2,3,...},
Z={.,-3,-2,-1,0123,..1},

Q={2;abez,b20}.

A soma e o produto em Q s3o dados, respectivamente, por:

ac

c ad + bc . a c
d~ bd b d  bd

_l’_
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Chamamos adicdo a operagdo que a cada par (x,y) € Q x Q
associa sua soma x + y € Q e chamamos multiplicacao a operacao

que a cada par (x,y) € Q x Q associa seu produto x - y € Q.
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Chamamos adicdo a operagdo que a cada par (x,y) € Q x Q
associa sua soma x + y € Q e chamamos multiplicacao a operacao

que a cada par (x,y) € Q x Q associa seu produto x - y € Q.

A terna (Q,+, ), ou seja, Q munido das operagdes “+" e " -
satisfaz as propriedades de um corpo. Isto quer dizer que valem as

propriedades seguintes.
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Propriedades de um Corpo - Adicao

Vamos assumir conhecidas as seguintes propriedades da adi¢ao de

nimeros racionais:
(A1) (associativa) (x+y)+z =x+(y+z),V x,y,z € Q;
(A2) (comutativa) x+y =y +x, VY x,y € Q;
(A3) (elemento neutro) 30 € Q tal que x+0=x, Vx € Q;

(A4) (oposto) V x € Q, Ty € Q (y = —x), tal que x+y = 0.
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Propriedades de um Corpo - Multiplicacao

Vamos assumir conhecidas as seguintes propriedades da

multiplicacdo de nimeros racionais:
(M1) (associativa) (xy)z = x(yz), ¥ x,y,z € Q;
(M2) (comutativa) xy = yx,, V x,y € Q;
(M3) (elemento neutro) 31 € Q, tal que x1 =x,V x € Q;

(M4) (elemento inverso) V x € Q, x #0, 3y € Q, (y = 1), tal
que x -y = 1.
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Propriedades de um Corpo - Distributiva

(D) (distributiva da multiplicacdo)
x(y+z)=xy+xz, Vx,y,z€Q.
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Propriedades de um Corpo - Distributiva

(D) (distributiva da multiplicacdo)
x(y+z)=xy+xz, Vx,y,z€Q.

Vamos assumir conhecida a distributiva da multiplicac3o de

numeros racionais.

Apenas com estas 9 propriedades podemos provar todas as

operagoes algébricas com o corpo Q.
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A quadrupla (Q, +, - , <) satisfaz as propriedades de um corpo

ordenado. Assim, além das propriedades anteriores, também valem:
(O1) (reflexiva) x < x, V x € Q;
(02) (antissimétrica) x <y e y<x = x=y,Vx,y €Q;
(03) (transitiva) x <y, y<z = x<z Vx,y,z€Q;
(04) Vx,y €Q, vale x < youy < x;
(OA) x<y = x+z<y+z

(OM) x<yez>0 = xz<yz.
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Q nao é completo

Os nimeros racionais podem ser representados por pontos em uma

reta horizontal ordenada, chamada reta real.

N[
T wis
NIo1

3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Se P for a representacdo de um nimero racional x, diremos que x

é a abscissa de P. Nem todo ponto da reta real é racional.
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Considere um quadrado de lado 1 e diagonal d. Pelo Teorema de
Pitagoras,
d>=12+12=2.

Seja P a intersecgdo do eixo x com a circunferéncia de centro em

0 e raio d.

ICMC - USP Calculo |



Mostraremos que P é um ponto da reta com abscissa x € Q.

Proposicao 1
Seja a € 7Z. Ent3o valem:

2

(a) Se a for impar, entdo a= € impar;

(b) Se a? for par, entdo a € par.

ICMC - USP Calculo |



Prova:

(a) Se a for impar, entdo existira k € Z tal que a =2k + 1. Logo

2 = (2k+1)?=4Kk>+4k+1
= 2(2k* +2k)+1=20+1,
N——

¢
onde ¢ = 2k? + 2k, e portanto a®> também sera impar.

(b) Suponha, por absurdo, que a ndo é par. Logo a é impar.
Ent3o, pela Proposicdo 1 (a), a> também é impar, o que

contradiz a hipdtese. Portanto a é par. O
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Proposicao 2

A equacdo x? = 2 ndo admite solucio em Q.

Prova: Suponhamos, por absurdo, que x> = 2 tenha solugio em

Q. Ent3o podemos tomar x = % com a,be’Z e % irredutivel.
a\2
) =9
(5) =2

2% = 2b?

Logo

ou seja,

e, portanto a® é par. Segue da Proposicdo anterior, item (b), que

a também é par. Portanto existe k € Z tal que a = 2k.
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Mas
2 2
a-=2b
} = 2b% = 4k®> = b* =2k>.
a=2k

Portanto b? é par e, pela Proposicdo anterior, item (b), b também
, . . . a , , . - e,
é par. Mas isto implica que 5 é redutivel (pois a e b sdo divisiveis

por 2) o que é uma contradigdo.

2
Logo n3o existe %EQ tal que (g) =2. O
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Proposicao 3
Seja p € N um nimero primo. A equacdo x*> = p nio admite

solugdo em Q.

Proposicao 4
Seja p1, p2, - - - pn ndmeros primos distintos. A equag¢do

x% = p1p2 ... pn ndo admite solucdo em Q.

Para provar estas duas proposices usaremos
Proposicdo 5 (Decomposi¢do primaria)

Se um ndmero primo p divide um produto de nidmeros naturais,

entdo p divide um dos niimeros deste produto.
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As duas proposices anteriores apresentam varios nimeros

irracionais:
VP € /p1p2...pn
onde p e p1,p2,...,Pp S0 primos distintos.
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Proposicao 6

Seja p € N um niimero primo. A equacdo x*> = p ndo admite
solugdo em Q.

Prova: Suponhamos, por absurdo, que x> = p tenha solugio em
Q. Ent3o podemos tomar x = Z coma,beZ e Z irredutivel.

Logo

ou seja,
32 — pb2

e, portanto p divide a®>. Segue da Decomposicdo primaria que p

também divide a. Portanto existe k € Z tal que a = kp.
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Mas
2 2
a® = pb
} — pb® = k’p? = b> = Kk?p.
a=kp

Portanto p divide b? e, pela Decomposicdo primaria, p divide b.
. . . a , . . ~ PR
Mas isto implica que 5 é redutivel (pois a e b sdo divisiveis por p)

0 que é uma contradi¢do.

2
Logo n3o existe %EQ tal que (g) =p. O
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Proposicao 7
Seja p1, p2, - . - pn ndmeros primos distintos. A equa¢do

x? = pi1p2 ... pn ndo admite solucio em Q.

Prova: Suponhamos, por absurdo, que x*> = p1p> ... p, tenha
a

~ - a
solucdo em Q. Entdo podemos tomar x = 5 coma,beZ e 5

irredutivel. Logo
a

2
(2) = pipm

ou seja,

a>=pipa...pab?

e, portanto p; divide a®. Segue da Decomposic3o primaria que p;

também divide a. Portanto existe k € Z tal que a = kp; .

ICMC - USP Calculo |



Mas

2 2
a“=pip2...pnb

} = pip2...psb° = k’pi
a= kp

= p2...pab® = K’py

Portanto p; divide ps ... p,b%. Como p1,pa, ..., pn S30 primos
distintos, pela Decomposicdo primdria, p; divide b? e portanto b.

. . . a , . . ~ s o
Mas isto implica que 5 é redutivel (pois a e b sdo divisiveis por p;)

0 que é uma contradicdo.

a\ 2
Logo n3o existe %e@ tal que <E> =pip2...Pn. O
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Definicao 8

» Diremos que um subconjunto A de um corpo ordenado
(F, +, -, <) é limitado superiormente se existe L € F tal
que a < L para todo a € A. Neste caso, L é chamado

limitante superior de A.

» Se A for um conjunto limitado superiormente, um niimero
sup(A) € F sera chamado o supremo de A se for o menor
limitante superior de A; ou seja, se a < sup(A) para todo

acAe seF>f <sup(A), existe a € A tal que f < a.

» Um corpo para o qual todo subconjunto limitado
superiormente possui supremo é chamado um corpo ordenado

completo.
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Nem todo subconjunto limitado superiormente de Q tem supremo;

ou seja, Q é um corpo ordenado que n3o é completo.

Exemplo 9
O conjunto A={q€Q;q>0 e ¢*> <2} élimitado

superiormente, porém ndo tem supremo em Q.
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Exemplo 10

O conjunto A= {pecQ;p>0 e p? <2} élimitado

superiormente, porém ndo tem supremo em Q.

Prova: E claro que 2 é um limitante superior para A. Considere

B={pecQ;p>0 e p?>>2}. Dadop€@Q, p>0, defina
p>—2 2p+2

—p— — , 1
I=P- 5= (1)

Observe que
_Ap+1) —2(p+2)°  2(p - 2)

P LA e ARG
Segue de (1) e (2) que:
> pcA=qg>pegcA
> peB=—=qg<peqgeB
Portanto (justificar) A ndo tem supremo em Q. O
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Teorema 11
A quddrupla (R, 4, -, <) satisfaz as condi¢ées (A1) a (A4),
(M1) a (M4), (D), (O1)a (04), (OA) e (OM) e portanto é
um corpo ordenado. Além disso R é completo.

» Todo subconjunto A C R limitado superiormente tem

supremo.

» Todo subconjunto A C R limitado inferiormente tem infimo.
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Propriedade de Arquimedes

Teorema 12

Sejam x > 0 e y nimeros reais. Ent3o existe natural n tal que
nx>y.

Prova: Seja A = {nx; n € N}. Se a afirmagdo n&o for vilida,
entdo A é limitado superiormente, e portanto tem supremo,

denotado aqui por S. Como x > 0,
S—x< 5= S — x ndo é cota superior de A.

Entdo existe m € N tal que S — x < mx e, portanto,

S < (m+ 1)x, contradigdo!
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Propriedade de Arquimedes

Teorema 13

%—>O quando n — oc.
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Proposicao 14

Para quaisquer x,y,z, w no corpo ordenado R, valem

x <
(a) _y}:>x+z§y+w.
z<w
0<x<y }
= xz < yw.
0<z<w

Prova: Vamos provar o item (b).

0<x< oM xz<yz 03
B _y}(:>) =Y }(:szgyw.
0<z<w vz < yw
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Outras propriedades:

Sejam x,y,z, w € R. Entdo valem as seguintes propriedades:
> x<y &= x+z<y+z

1
z>0 <— ;>0;

| 2

> z>0 «<— —z<0;

» Sez>0, entdo x <y <= xz <yz
>

Sez <0, entdo x <y < xz > yz,

0<x<y }
— xz < yw,
0<z<w
1 1

P I<x<y <= 0<—< —;
y X

> (tricotomia) x <y ou x=y ou x>y,
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Proposi¢do 15 (Lei do anulamento do produto)

Para a, b € R, vale a seguinte equivaléncia:

a-b=0<«= a=0o0ub=0.

Prova.

(«<=) Por hipétese, a =0 ou b =0. Suponha que a = 0.
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Proposi¢do 15 (Lei do anulamento do produto)

Para a, b € R, vale a seguinte equivaléncia:

a-b=0<«= a=0o0ub=0.

Prova.

(«<=) Por hipétese, a =0 ou b =0. Suponha que a = 0.

Entdo a- b=0-b = 0. Analogamente para o caso b =0.

(=) Dado a € R, temos a =0 ou a # 0.
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Proposi¢do 15 (Lei do anulamento do produto)

Para a, b € R, vale a seguinte equivaléncia:

a-b=0<«= a=0o0ub=0.

Prova.

(«<=) Por hipétese, a =0 ou b =0. Suponha que a = 0.

Entdo a- b=0-b = 0. Analogamente para o caso b =0.

(=) Dado a € R, temos a =0 ou a # 0.
1
Suponha a # 0. Entdo, existe 3 e R.
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Proposi¢do 15 (Lei do anulamento do produto)

Para a, b € R, vale a seguinte equivaléncia:

a-b=0<«= a=0o0ub=0.

Prova.

(«<=) Por hipétese, a =0 ou b =0. Suponha que a = 0.

Entdo a- b=0-b = 0. Analogamente para o caso b =0.

(=) Dado a € R, temos a =0 ou a # 0.
1
Suponha a # 0. Entdo, existe 3 e R.

Por hipdtese, a- b = 0.
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Proposi¢do 15 (Lei do anulamento do produto)

Para a, b € R, vale a seguinte equivaléncia:

a-b=0<«= a=0o0ub=0.

Prova.

(«<=) Por hipétese, a =0 ou b =0. Suponha que a = 0.

Entdo a- b=0-b = 0. Analogamente para o caso b =0.

(=) Dado a € R, temos a =0 ou a # 0.
1
Suponha a # 0. Entdo, existe 3 e R.

1
Por hipétese, a- b = 0. Multiplicando por —, obtemos
a
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Equacodes e Inequacdes

Para resolver uma equag¢do ou inequagdo em x é necessario
encontrar o conjunto dos nimeros reais x que satisfazem a

equacdo ou inequagao.
Exemplo 16
Resolva a inequagdo —3(4 — x) < 12.

1
Resolucao: Multiplicando ambos os lados da desigualdade por 3’

obtemos
—4 4+ x <4,

Dai, somando 4 em ambos os lados, temos x < 8. [l
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Exemplo 17
Resolva a inequacdo wx + 1729 < 4x + 1.

Resolucao: Vamos comecar adicionando o oposto de 1729 + 4x

aos dois lados da inequacdo. Assim, temos
X+ 1729 — 1729 — 4x < 4x + 1 — 1729 — 4x,
ou seja, mx —4x < 1 — 1729, que também pode ser escrita como
(m—4)x < —1728.

Agora, multiplicando a Ultima inequacdo pelo inverso de m — 4, que

1728 L 1728 N
Oou seja X —_—.
g o4 4

é negativo, obtemos x > —
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Exemplo 18

1
Qual é o sinal de >1(+ em funcdo de x?
X

Resolucao: Temos:

» O numerador é positivo quando x > —1, negativo quando

x < —1 e zero quando x = —1.

» O denominador é positivo quando x < 1, negativo quando

x > 1 e zero quando x = 1.

Portanto a fracdo serad positiva quando —1 < x < 1, negativa

quando x < —1 ou x > 1 e zero quando x = —1. O
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Modulo de um Ndmero Real

Definicao 19

Seja x € R. O médulo ou valor absoluto de x é dado por

X, x>0
x| =

—X, x < 0.

Observacao: Segue da definicdo acima que, para todo x € R,

x| >0 e — x| < x < |x].
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Exemplo 20

A equacio |x| = r, com r > 0, tem como solucées os elementos do

conjunto {r,—r}.

ICMC - USP Calculo |



Exemplo 21
A equagdo |ax — b| =r, comr > 0 e a # 0, tem como solucGes os

) b+r b—r
elementos do conjunto , )

a a

Exemplo 22

Resolva a equacdo |2x + 1| = 3.

Resolucao: Temos 2x + 1 =3 ou 2x + 1 = —3, o que nos leva a

solucdo x =1 ou x = —2. O
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Distancia

Definicao 23
Sejam P e Q dois pontos da reta real de abscissas x e y
respectivamente. A distancia de P a Q (ou de x a y) € dada por

|x — y|. Assim |x — y| é a medida do segmento PQ.

Observacdo: Em particular, como |x| = |x — 0], entdo |x| é a

distancia de x a 0.

O préximo exemplo diz que a distdncia de x a 0 serd menor do que

r, com r > 0, se e somente se, x estiver entre —r e r.
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Exemplo 24

Seja com r > 0. Entdo

x| <r <= —-r<x<r

Resolugao: Seja |x| < r. Analisando o sinal de x, temos
> x>0 = r> x| =x,
> x<0 = r>|x|=—x = —-r<x
Portanto —r < x <'r.
Agora, suponhamos que —r < x < r. Entao
> x>0 = |x|=x<r,
> x<0 = —x=Ix|]<r.
Portanto |x| < r. O
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A seguinte figura ilustra o significado geométrico do exemplo.

x| <r

O intervalo (—r, r) é o conjunto dos pontos de R que distam de 0

menos que r (bola de raio r em torno de 0).
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Exemplo 25

Resolva a inequacdo |ax — b| < r na varidvel x, comr >0 e a # 0.

Resolucao: De forma similar ao exemplo anterior, temos
—r<ax—b<r.
Somando b aos termos da inequac3o, obtemos

b—r<ax<b+r.

Logo,

b— b
> a>0 = r<x< +r;
a a

b b—
trex< 22l 0

> a< 0 —
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No caso particular em que a = 1, se a distancia de x a b for
menor do que r, isto é, se |[x — b| < r, com r > 0, entdo x estard

entre b—r e b+ r. Geometricamente, temos

Ix—b| <r
WL /)
77T 7TTTTT7) .
b—r b b+r
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Exemplo 26

Para quaisquer x,y € R, vale

| xy[ = [x] [yl

Exemplo 27

Para quaisquer x € R, vale

—Ix| < x < |x].
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Exemplo 28 (Desigualdade triangular)

Para quaisquer x,y € R, vale

| x+y| <|x|+]yl.

Resolugcao: Somando

—Ixl < x < [x]
-yl < y < |y
—Ix|=|yl < x+y < |[x[+]y|

ICMC - USP Calculo |



Exemplo 29 (Redugdo de distancias)

Para quaisquer x,y € R, vale

[IxI =yl <Ix=yl.

Resolucao: Isto é equivalente a
—[x=yl <X =yl <|x—y]

E observe que cada uma dessas desigualdades resultam

diretamente da desigualdade triangular. O
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Exemplo 30

Descreva o valor de | x + 1| + | x — 1| sem utilizar o médulo.

x+1ll=x+1
> Se x > 1, ent3o | | e, portanto,
[x —1=x-1
Ix+ 1+ |[x—1=x+1+x—1=2x.
x+1l=x+1
> Se -1 <x <1, entdo | | e, portanto,
|x =1 =—-x+1

Ix+1+|[x—1=x+1-x+1=2.
x+1l=—-—x-1
> Se x < —1, entdo | | e, portanto,
|x —1|=—x+1
Ix+1|+|x—1=-x—-1—-x+1=—-2x.

2x, x>1
Logo [x+ 1|+ |x—1]=¢ 2, -1<x<1 U
—2x, x < —1.
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Figure: Gréfico de |x + 1| + [x — 1]
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Definicao 31
Um intervalo em R é um subconjunto de R que tem uma das

seguintes formas:
> [a,b] = {x€R: a<x<b} intervalo fechado,
(a,b) ={x€R:a<x<b} intervalo aberto,
[a,b) ={x€eR:a<x<b},
(a,b] ={x€R: a<x< b},
(—oo,b] = {x € R: x < b}
(—oo,b) = {x €R: x < b},
[a,+00) = {x e R: a < x},
(a,400) = {x €R: a<x},

vV v v vV V. v Vv Y

(—o0, +0) =R.



Exemplo 32
{xeR;2x=3<x+1} ={xeR; x <4} = (-00,4).
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