|Lista de Exercicios de SMAA0301-Célculo I — Médulo 1|

Exercicio 1 Em cada um dos itens abaizo responda se a afirmagdo € verdadeira (V)
ou falsa (F). Justifigue sua resposta, isto €, no caso de ser verdadeira esboce as ideias
de uma demonstracao e se for falsa dé um contra-exemplo:

) Cada ponto da reta R pode ser representado por uma dizima periddica.

) Sex>0ex<0, entdo x =0.

) SezeNex<vy, entdoxz<yz.

) SezeR ex <y, entdoxz<yz.

) Vx* =x para todo x € R.

) Sex >y, entdo |x —y|l=x—y.

) Para quaisquer x,y € R, temos que |[x +y| = x| + |y|.

) Se a e b sGo numeros irracionais entdo a+b também serd um numero irracional.
) Se a e b sdo numeros irractonats entdo a-b também serd um numero irractonal.
) Se a e b sdo numeros racionais entdo a+b também serd um niumero racional.

) Se a e b sGo numeros ractonais entdo a-b também serd um numero racional.
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) Se a € um numero racional e b é um numero irracional entdo a+b é um niumero
wrracional.

( ) Se a é um numero racional e b é um numero irracional entdo a-b é um niumero
racional.

( ) Se a é um numero racional e b é um nimero irracional entdo a-b é um numero
1rracional.

( ) Se (a,b) sdo as coordenadas cartestanas de um ponto que pertence a uma reta

que tem coefictente angular ;, entdo o ponto (a+ 2,b + 3) também pertencerd a esta
reta.

( ) Se duas retas sdo perpendiculares e nenhuma delas € paralela ao eixo Oy, entdo
o produto de seus coeficientes angulares € —1.

( ) A reta que contém os pontos (1,—1) e (2,2) € paralela d reta de equagdo x—3y =7.
( ) A representacdo geométrica do grdfico da funcdoy = x*+1 € simétrico em relagdo
ao ewzo dos Ox.

( ) A representacdo geométrica do grdfico da equagdo x> —y> = 1 €é simétrico em
relacdo a retay = x.

( ) A representacdo geométrica do grdfico da fungdo y = x*+ 1 € uma pardbola.

( ) O maior didmetro da elipse 2x*> +y* = 2 ocorre na diregdo horizontal.

( ) O vértice da pardbola y =2 —x* € ponto (0,2).

( ) O dominio da fungao f, cuja let de assoctagdo € f(x) = ,/i, é o wntervalo
[0,2).

( ) A imagem da fungdo f: R — R, dada por f(x) =4 —x?, para x € R, é o intervalo
(—o0,4].

( ) O subconjunto do plano {(x,y) ceR?; , X¥*+y*=1, comy > O} € a representacgcao
geométrica do grdfico de uma fung¢do da varidvel x.
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—) — R, dada por f(x) = (S:Z:((z)), para x € (%t , g)

( ) A imagem da fungdo f : <;[, 3
toda a reta R.
) A equagdo sen(2x) =2, para x € R, € satisfeita para infinitos valores distintos de

) A equacgdo [sen(x) + cos(x)]* — 1 = sen(2x) é vdlida para todo x € R.
) V4 =42,
)VITT6 =3 + VTG
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( ) x*=4 implica que x = 2.
1+V2 : o :
Exercicio 2 O nfimero x = — —— + 2+/2 é racional ou irracional? J ustifique sua resposta.
1-2
Exercicio 3 A divisdao aurea de um segmento de comprimento 1 é a divisdo deste em duas
partes na qual a menor estd para a maior assim como a maior estd para o todo, ou seja, a
razao entre a parte menor e a maior é igual a razdo entre a maior e o todo. Se | é racional,
deduza que as partes (da divisdo durea) sdo irracionais. Se 1 é irracional, é possivel deduzir
algo? Sugestao: Formula de Béaskara.
Exercicio 4 (a) Se x > 0 e x <y, mostre que x* < y?.
(b) Mostre que a afirmagdo anterior é falsa se considerarmos x,y quaisquer niimeros reais.
(c) Se 0 < x <y, justifique se /x < /Y.
Exercicio 5 Mostre que quaisquer que sejam os ntimeros reais x e y, temos que
x> < 1y se e somente se x < Y.

Exercicio 6 Seja a € (0,1). Determine r > 0 de modo que (a —r,a+71) C (0,1).

Exercicio 7 Sabemos que para todo a, b real tem-se |a + b| < |a| + |b]. Como consequéncia
deste fato mostre que ||a| — |b]| < |a — b| e que ||a] — [b]| > |a] — |b].

Exercicio 8 Dé exemplo de niimeros reais a e b tais que |a + b| < |a| + |b]. O que se pode
dizer a respeito dos sinais desses niimeros?

Exercicio 9 Resolva a equagdo |25| =3.

Exercicio 10 Mostre que se |x + 3| < %, entdo [4x + 13| < 3.



Exercicio 11 Encontre o conjunto solucao, fornecendo suas respostas na forma de
intervalos, para as sequintes desigualdades:

a) |[1—3x] <5 b) ‘x2+3}>3 c) x* <9

d) x* > —1 e)x’ < 6x—5 f) x> > 27

g) X280 p X3 08 x2
x+2 x(x +1) X
3 1 X2 x*+3 5

' 1>

J)x—2<2x+1 k)x—Z 1_x2—4 )x"+2x+2>0

m) Fornega uma fungao cujo dominio seja a resposta da letra f)

Exercicio 12 Encontre uma equag¢ado da reta que passa pelo ponto (1,—6), paralela a
reta X + 2y = 6.

Exercicio 13 Mostre que as retas 3x—5y+19 =0 e 10x+6y—50 = 0 sdo perpendiculares
e ache o seu ponto de intersecgao.

Exercicio 14 Determine a equacgdo geral das retas do plano xOy:

a) que possua coeficiente angular —2 e que contém o ponto (3,—1).

b) perpendicular & reta do plano xOy, que tem equagGo geral dada por 5x —2y =2 e
que contém o ponto (—2,3).

c) tangente a circunferéncia que tem centro no ponto (0,0) e raio 1, no ponto (@ , ?)
Exercicio 15

a) Encontre a distdncia do ponto (1,—2) a reta do plano xOy, que tem equagdo geral
dada por 3x —2y =0.

b) Mostre que o segmento de reta ligando os pontos médios de dois lados de um tridngulo
qualquer € paralelo ao terceiro lado e tem a metade do comprimento deste.

Exercicio 16 Encontre a representacdao geométrica do grdfico de cada um dos conjuntos
solugoes das sequintes equacoes ou 1nequagoes:

a) X*+y2—6x+8y =0 b) x* +y? =10y +25=0 ¢) X' +y* <1

d) x> +y*>1 e) x =—/1—1y? f)x? +y? < —1

Exercicio 17 Um canhdo é colocado na origem de um sistema de coordenadas xOvy.
Suponha que as coordenadas de um projétil atirado pelo canhao satisfaz as seguintes
equacdes x = 50t metros e y = 50t — t> metros, depois de t segundos do langamento.
Mostre que a trajetoria do projétil € uma pardbola. A que distdncia do canhao o projétil
var atingir o chao? Qual a altura mdzima que o projétil atingird apds o disparo do
canhao?



Exercicio 18 Determine os vértices e o ewxo de cada uma das pardbolas abaizo e en-
contre as respectivas representagbes geométricas (grdficos):

a) y =x b) y=—x* )y —4x—4y =0
Exercicio 19 Esboce a regido delimitada pelas curvasy =4 —x* e x —2y = 2.
Exercicio 20 Faca o grdfico da fungdo y = |sinx|.

Exercicio 21 Em um certo pais, o imposto de renda € tarado da maneira a seguir: nao
ezxiste nenhuma taza para rendimentos de até US$ 10.000,00. Qualquer renda acima de
US $10.000,00 e abaizo de US$ 20.000,00 tem uma taza de 10%. Qualquer renda acima
de US$ 20.000,00 € tazada a 15%.

(a) Esboce o grdfico da taza de impostos R como uma funcdo da renda 1.
(b) Qual o tmposto cobrado sobre um rendimento de $14.000? E sobre $26.000?

(c) Esboce o grdfico do tmposto total cobrado T como uma func¢do da renda I.

Exercicio 22 Um administrador de uma fdbrica de mdveis descobre que custa $ 2.200
para fabricar 100 cadeiras em um dia e § 4.800 para produzir 300 cadeiras em um dia.

(a) Ezpresse o custo como uma fungdo do mumero de cadeiras produzidas, supondo
que ela seja linear. A seguir, esboce o grdfico.

(b) Qual a inclinagdo do grdfico e o que ela representa?

(c¢) Qual a intersecgGo com o ewxo y do grdfico e o que ela representa?

Exercicio 23 O grdfico de f € dado. Use-o para fazer o grdfico das sequintes funcdes:

(a) y = f(2x)

(b) y=1~ (%x)
(c) y="f(—x)
(d) y=—f(—x)




Exercicio 24 Use os grdficos dados de f e g para determinar o valor de cada uma das
expressoes ou explique por que elas nao estao definidas.

(a) f(g(2))
(b) g(f(0)
(c) (fog)(0)
(d) (gof)(e)
(e) (gog)(=2)
(f) (fof)(4)

(%)

Exercicio 25 Comegando com o grdfico de y = €*, escreva as equagdbes correspondentes
aos grdficos que resultam ao

(a) deslocar 2 unidades para baizo.
(b) deslocar 2 unidades para a direita.
(c) refletir em torno do eizo x.

(d) refietir em torno do eizo y.

(e) refletir em torno do eizo x e, depots, do eizo .

Exercicio 26 Classifique as fungdes abaizo em constante, afim, polinomial, racional,
qualquer:

3x2+3
a) f(x) =x>+x*—3x*, parax €R b) f(x) =x3, parax €R c¢) f(x):);—_:—], para x € R
X
sen(x)
d) f(x) =3—2x, parax € R e)f(x) =c, para x € R f) f(x) = —5—, para x € R \ {0}
X



Exercicio 27

a) Eziste alguma simetria na representacdo geométrica do grdfico de uma fungdo par?
Qual? e da representa¢cdo do grdfico de uma fungao impar?

b) Mostre que dada uma funcao f: R — R, podemos encontrar uma fungdo g: R — R,
que € uma funcao par, e uma funcado h : R — R, que é uma fung¢ao impar, tal que
f(x) = g(x) + h(x), para x € R.

c) Quais das sequintes fungdes abaizo sdo pares e quais sdo impares:

a) f(x) =x°, parax € R b) f(x) = |x|, para x € R c) f(X):X(XS—X) , para x € R

3
d) f(x) =x*+x*, parax € R e) f(x) :ij

X+],XER 1")1”(7():tg(x),pamxé(—7t ﬂ)

2°2
Exercicio 28 Consideremos as fungées [x] = maior inteiro menor ou igual a x e {x} =

distdncia de x ao inteiro mais proximo. Encontre a representacdao geométrica do grdfico
das seguintes funcodes:

a) f(x) ={x}, parax € R b) f(x) = [x], para x € R

c) f(lx) =x—[x], parax € R d) f(x) = %{4x}, para x € R\ {0}

Exercicio 29 Verifique quats das funcdes abaizo sao periddicas e mos casos em gque
forem periddicas encontrar o seu periodo fundamental:

a) f(x) = sen(2x), para x € R b) f(x) = sen(x) + sen(mx), para x € R
c)f(x) =I[x], parax € R d) f(x) =3 cos(x +2), para x € R

Exercicio 30
1) Converta de graus para radianos:

a) 15° b) 105° c) 135° d) 630°

2) Converta de radianos para graus:

S5t 7T 257 T
- b) = -~
3 ) 75 )3
Exercicio 31 Um ponto se move de tal modo que a razao de suas distdncias a dois

pontos fizos € uma constante ¢ # 1. Mostre que o lugar geométrico desses pontos €
uma circunferéncia.

a)

Exercicio 32
a) Calcule a drea da regido limitadado plano xOy, delimitada pelas representagdes

geométricas dos grdficos das curvasy =3x, x* +y* =9, x* +y* =4 ey =0.
f(x +h) —f(x)

b) Se h # 0, calcule o valor do quociente h para as sequintes funcgoes:
i) f(x) =x*+x, parax € R il) f(x) =3x+5, parax € R
iii) f(x) = sen(x), para x € R iv) f(x) =x°, para x € R



Exercicio 33

a) Quando uma fungdo € injetora? Como caraterizar a injetividade de uma fungdo
analisando a representag¢do geométrica do seu grdfico?

b) Quando uma fungdo € sobrejetora? Como caraterizar a sobrejetividade de uma
funcao analisando a representag¢ao geométrica do seu grdfico?

c) Quando uma fungdo € bijetora? Como caraterizar a bijetividade de uma fungdo
analisando a representagdo geométrica do seu grdfico?

Exercicio 34 Em cada um dos itens abaizo diga se a funcdo € injetora , sobrejetora,
byetora:

a) f:R > R, dada por f(x) =5x+ 1, para x € R
b) f:R = R, dada por f(x) =x*+4, para x € R

3n
C) f: |:0,7
d) f:[0,00) = [4,00), dada por f(x) =x*+4, para x € R

e) f: (_§’§> — R, dada por f(x) = tg(x), para x € (—%,%)
g) f:[0,00) = R, dada por f(x) =x*+4, para x € R

} — [—1,1], dada por f(x) = cos(x), para x € {O,%)

Exercicio 35
a) Seja f: A CR — B C R uma funcdo que admite funcgdo inversa. Entdo f~' € igual a
7 ? jJustifique sua resposta.

b) Quais as fungdes do Ezercicio 34. admitem funcdo tnversa? quando admaitir, en-
contrar a ler de associa¢ao da fung¢ao inversa.

Exercicio 36 Encontre uma férmula para a fung¢ao inversa de

14 2e¢”

Y

Exercicio 37 Durante uma noite um homem de 1,80 metros de altura estava parado, ao
nivel da rua, perto de um poste de iluminagao de 4,50 metros que estd aceso. Exprima
o comprimento de sua sombra como funcao da distdncia que ele estd do poste.

Exercicio 38 Dois homens saem, no mesmo instante, numa caminhada do mesmo
ponto por caminhos retilineos e perpendiculares. Um anda a velocidade de 2km/h
e o outro a 3km/h. Ezprima a distdncia entre eles como fungdo do tempo que eles
caminharam.

Exercicio 39 Um reservatéorio contém um liquido, nao homogéneo, em equilibrio, e
cuja densidade aumenta linearmente com a profundidade, h, valendo p, na superficie
e p1 no fundo do reservatorio. Encontre a fun¢do que descreve a densidade do liquido
p, em fungdo da profundidade h (isto é, p = p(h)).



Exercicio 40 Um objeto é lancado, verticalmente, e sabe-se que no instante t seqgundos,
sua altura é dada por h(t) =4t —t?> quilémetros, para t € [0,4].

a) Encontre a representagdo geométrica do grdfico da fungdo h = h(t).

b) Qual € a altura mdzima atingida pelo objeto? Em que instante essa altura é atingida?

Exercicio 41
Na figura ao lado, OPQR é um trapézio tal que

OP =10 ¢cm, PQ = QR =5 c¢cm. A partir de
um ponto S, pertencente ao lado OP, traga-se
uma perpendicular a esse lado. Sendo OS = x,
a drea A da regiao sombreada na figura ao lado
pode ser obtida como uma funcgao de x, isto é, © S P
A = A(x). Encontre essa funcgado.

Exercicio 42 Entre os retdngulos de perimetro (isto €, soma dos lados) 2p qual terd
mator drea?

Exercicio 43 Um arame de 10cm de comprimento deve ser cortado em dots pedagos,
um dois quais serd torcido de modo a formar um quadrado, e o outro, a formar uma
circunferéncia. De que modo deverd ser cortado o fio para que a soma das dreas das
regioes limitadas pelo quadrado e pela circunferéncia acima seja a maior possivel?

Exercicio 44

Na figura ao lado, OPQ um tridngulo isoce- Q
les cuja base, OP, mede 10cm e cuja altura,
relativa a base OP, também mede 10cm. A
partir de um ponto S, pertencente ao lado OP,
traca-se uma perpendicular a esse lado. Sendo
OS = x, a drea da regido sombreada ao lado )
pode ser descrita como uma funcgao de x, isto . l‘ l
€, A = A(x). Encontre a fungcao A = A(x). - -




Exercicio 45

Na figura ao lado estd
representada uma semi-
circunferéncia cujo didmetro,
OB, tem wvalor 2gual a b > 0.
A cada walor do dngulo ©
(como na figura) corresponde
um, e somente um, tridngulo
retdngulo wnscrito na semai-

circunferéncia. Encontre a
fungdo A = A(0) que nos
fornece a drea do tridngulo
obtido quando o dngulo € 0.

Exercicio 46 Uma caiza sem tampa deve ser construida de um pedaco retangular de
papelao com dimensdes 12 c¢cm por 20 cm. Para 1sso, devem-se cortar quadrados de
lados x de cada canto e depois dobrar, conforme mostra a figura. Ezpresse o volume V
da caiza como uma funcgao de X.

Exercicio 47 Em cada um dos itens abaizo determine os dominios mdzimos de f e g.
Determine também as imagens de f e g. Verifiqgue se a 1magem de f estd contida no
dominio de g e, neste caso, encontre h = gof. Encontre também a imagem de h.

(a) g(x)=3x+1ef(x)=x+2 (b) g(x) =2+%x* e f(x) = v/x
1 1

(c) g(x _ef(X):er] (d) g(x 2 e f(x) = v/x

(e)gx—1—xzef(x = sinx (f) g(x) =% e f(x) = /x

(9) g(x) =In(x) e f(x) =1—x* (h) g(x) =¢* e f(x) =v1—x2

(1) Qual a defini¢do do dominio de h=gof?
(7) Qual o dominio de h = gof nos itens de (a) até (g)?

Exercicio 48 Se f,g: R — R sdo ambas pares, verifigue que fog e go f sdo fungoes
pares. Mostre também que, se f e g sao ambas ‘mpares, entao fog e gof sao impares.
O que se pode dizer das composi¢ées fog e gof se f for par e g for impar?



Exercicio 49 Para cada uma das fungées g dadas abaizo, encontre f tal que f(g(x)) = x,
para todo x € Dy.

(a) g(x):J—( e Dy ={x € R;x # 0}

(b) g(x)zZ%—% e Dg={x e Ryx # -1}

2
(c) glx) =1

(d) g(x) =x*—2x e Dy ={x € R;x > 1}
(e) g(x) =x*—4x+3 e Dy ={x € R;x > 2}

e Dg={x e Ryx # -1}

Exercicio 50 Ezpresse a drea e o perimetro de um tridngulo equildtero em funcdo do
comprimento x do tridngulo.

Exercicio 51 Ezpresse o comprimento da aresta de um cubo em fungao do comprimento
da diagonal d. Depois, expresse a drea da superficie e o volume do cubo em fung¢ao do
comprimento da diagonal.

Exercicio 52 Para que uma curva seja simétrica em relagdo ao ewxo x, o ponto (x,y)
deverd estar na curva se, e somente se, o ponto (x,—Yy) também estiver ma curva.
Ezxplique por que uma curva stmétrica em relagdo ao eixo X mao € o grdfico de uma
fungado a nao ser que a fung¢ao sejay = 0.
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