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Sistemas de vizinhancas

Definicdo 1 (Reescrita)
Seja X um espaco topoldgico ndo vazio e seja x € X. Diremos que um conjunto U C X é
o

uma vizinhanga de x se x € U . Uy denota o conjunto de todas as vizinhangas de x.

Proposicao 2

Seja X um espago topoldgico ndo vazio. Entdo os conjuntos U, tem as seguintes
propriedades:

x € U para cada U € U,.

Se U,V € Uy, entdo UNV € Uy.

a

b

d) SeUeclU, elUCV CX, entdoV € U,.

(a)
(b)
(c) Dado U € Uy, existe V € Uy, V C U, tal que U € U, paracaday € V.
(d)
(e)

Um conjunto U C X é aberto se, e s6 se, U € Uy para cada x € U.
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Sistemas de vizinhancas

Demonstracdo. (a) Se U € U, entdo x eyc U.

(b) Se U,V € Uy, entdo x ey n \(}:(Ur% V). Logo UNV € U,.

(c) Dado U € Uy, seja V :Loj. SeyeV :(3, entdo U € U,.

(d) Se Uclye UC V C X, entio x €U V. Logo V € U.

(e) Se U é aberto, entdo U :&. Segue que U € Uy para cada x € U. Reciprocamente

suponhamos que U € Uy para cada x € U. Segue que U ={J. Logo U é aberto.

Reciprocamente temos:
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Sistemas de vizinhancas

Proposicao 3

Seja X um conjunto ndo vazio. Para cada x € X seja Uy uma familia ndo vazia de
subconjuntos de X com as seguintes propriedades:

x € U para cada U € U,.

Se U,V €Uy, entdo UNV € Usy.

(a)
(b)
(c) Dado U € Uy, existe V € Uy, V C U, tal que U € U, para caday € V.
(d) SeUeclUyelUcCV CX, entio V € Ux.
Seja
T={UC X :U €Uy para cada x € U}.

Ent3do T é uma topologia em X, e Uy € o sistema de vizinhangas de x em (X, T) para cada

x e X.
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Sistemas de vizinhancas

Demonstracdo. Primeiro provaremos que 7 é uma topologia em X. E claro que () € 7. Para
provar que X € 7, seja x € X, e seja U € Uy. Como U C X, segue de (d) que X € U,.
Logo X € 7.

Seja U; € 7 para cada i € /, e seja x € | J;¢; U;. Entdo x € U; para algum i € /. Como

Ui € 7, temos que U; € Uy. Como U; C |J;¢; Ui, segue de (d) que J;; Ui € Uy. Logo

Uit Uier

Sejam U,V € 7, esejax € UN V. Entdo U, V € Uy, e segue de (b) que UN V € Uy. Logo
unver.
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Sistemas de vizinhancas

A seguir provaremos que cada vizinhanca de x pertence a Uy. Seja U uma vizinhanga de x.

Entdo x ELO/. Como &E T, segue que (36 Uy. Como LO/C U, segue de (d) que U € U.

Finalmente provaremos que cada U € Uy é uma vizinhanca de x. Seja U € Uy, e seja
V={yeU:UeclU,}. Seguede (a)que x € U, e como U € Uy vemos que x € V.

A seguir veremos que V € 7. Dado y € V/, temos que U € U,,. Por (c) existe

W el,, W cC U, tal que U € U, para todo z € W. Segue entdo de (a) que W C V. Segue
de (d) que V € U,. Logo V € 7. Como x € V e V € T, segue que x 6&. Logo U é uma

vizinhanca de x.

ICMC - USP Topologia



Base de vizinhancas

Definicao 4
Seja X um espaco topoldgico ndo vazio, e seja x € X. Diremos que uma familia By C Uy €

uma base de vizinhangas de x se cada U € Uy contém algum V € By.

Exemplo 5

(a) Sejam X um espago topoldgico, x € X e By = {U € Uy : U € aberto}. Entdo By é uma
base de vizinhancas de x.

(b) Sejam X um espago métrico, x € X e By = {B(x;r) : r > 0}. Entido By é uma base de
vizinhangas de x.

(c) Sejam X um espaco métrico, x € X e By = {B[x;r] : r > 0}. Entdo By é uma base de

vizinhangas de x.
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Base de vizinhancas

Exemplo 6

Considere X com a topologia discreta e x € X. By = {{x}} é uma base de vizinhangas de x,
bem como B, = {AC X : x € A}.
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Base de vizinhancas

Proposicao 7
Sejam X um espago topoldgico ndo vazio e By uma base de vizinhangas de x, para cada

x € X. Entdo:
(a) x € U para cada U € B;,.
(b) Dados U,V € By, existe W € By tal que W C UN V.

(c) Dado U € By, existe V € By, V C U, tal que para cada y € V existe W € B, tal que
W cu.

(d) Um conjunto U C X € aberto se, e sé se, para cada x € U existe V € By tal que V C U.

Demonstragdo. As afirmagdes (a), (b), (c) e (d) seguem diretamente das afirmagdes (a), (b),

(c) e (e) na Proposicdo 2.

Reciprocamente temos:
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Base de vizinhancas

Proposicio 8
Seja X um conjunto ndo vazio. Para cada x € X seja By uma familia ndo vazia de

subconjuntos de X com as seguintes propriedades:
(a) x € U para cada U € B,.
(b) Dados U,V € By, existe W € By tal que W C UN V.
(c) Dado U € By, existe V € By, V C U, tal que para caday € V existe W € B, t.q. W C U.
Seja
T={U C X : para cada x € U existe V € By tal que V C U}.

Ent3do T é uma topologia em X e By € uma base de vizinhancas de x em (X, 7) para cada

x € X.

ICMC - USP Topologia



Base de vizinhancas

Demonstragdo. Para cada x € X seja
U, ={UcC X:UDV para algum V € B}
E claro que as familias U, verificam as propriedades (a), (b), (c) e (d) da Proposicdo 3, e que
T={UCX:U&€Uy para cada x € U}.

Pela Proposicdo 3, 7 é uma topologia em X e Uy é o sistema de vizinhangas de x em (X, 7)

para cada x € X. Segue que By é uma base de vizinhangas de x em (X, 7) para cada x € X.

A proposi¢cao seguinte é muito util. Ela caracteriza abertos, fechados, aderéncia de um

conjunto e interior de um conjunto em termos de bases de vizinhangas.
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Bases de vizinhancas

Proposicao 9
Seja X um espaco topoldgico ndo vazio, seja A C X, e seja By uma base de vizinhancas de

X, para cada x € X.Ent3o:

(a) A € aberto se, e s6 se, para cada x € A existe V € By tal que V C A.
(b) A é fechado se, e s6 se, para cada x ¢ A, existe V € By tal que VN A=10.
(c) A={xe X :VNA#D para cada V € By}.

(d) /Z:{XEX V C A para algum V € By}.

Demonstragdo. Ja vimos (a) na Proposi¢cdo 7(d).
(b) é consequéncia imediata de (a).
(c) Lembremos que
A=({F C X :F fechado, F > A}.

Se x ¢ A, entdo por (b) (aplicado a um dos F acima) existe V € B, tal que VN A= {)
((VNA) C(VNF)=10). Reciprocamente suponhamos que exista V € B, tal que
VN A=1(. Entdo x G\C} e AC X\V C X\ V. Como X\ v é fechado, segue que
Ac X\ V. Logo x ¢ A.



Bases de vinhancas

(d) Pela Proposi¢do 14 da Aula 2, X\ A= (X\A). Se B denota o conjunto da direita em
(d), entdo usando (c) segue que

x A& x € (X\A) & VN (X\A) # 0 para cada V € By
&V ¢ Aparacada V € B, < x ¢ B.

Definicao 10
Seja X um espago topoldgico. Diremos que X satisfaz o
primeiro axioma de enumerabilidade se cada x € X admite uma base de vizinhancas By que

€ enumeravel.

Exemplo 11
Cada espago métrico satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade.

By ={B(x;1/n) : n € N}
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Exercicios - Bases de Vizinhancas

1. Seja X um espacgo topoldgico, seja A C X, e seja By uma base de vizinhancas de x para cada
x € X. Proveque 0A={xe X: VNA#D e VN (X\A) #0 para cada V € By}

2. Dados f € C([a,b];R) e r >0, seja U(f,r) ={g € C([a, b]; R) : |g(x) — f(x)| < r para
todo x € [a, b]}. Prove que os conjuntos U(f,r), com r > 0 formam uma base de

vizinhangas de f no espago métrico C([a, b]; R) com a métrica uniforme.

3. Dados f € C([a, b];R), A C [a, b], A finito e r > 0, seja
V(f,A,r)={g € C([a,b];R) : |g(x) — f(x)| < r para todo x € A}.

Prove que os conjuntos V/(f, A, r), com A C [a, b], A finito e r > 0, formam uma base de
vizinhancas de f para uma certa topologia em C([a, b]; R). Esta topologia é mais fraca que a

topologia do exercicio anterior.

4. Seja X um espaco topoldgico e seja A C X. Diremos que um ponto x € X é um
ponto de acumulacdo de A se dado U € Uy existe a € UN A, com a # x. A’ denota o

conjunto dos pontos de acumulacio de A. Prove que A= AU A’
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Exercicios - Bases de vizinhancas

5. Mostre que a reta de Songenfrey satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade.

6. Seja (X, T) espacgo topoldgico. Sejam x € X e V aberto tal que x € V. Mostre que
{A€T:x € AC V} ébase de vizinhangas de x.

7. Sejam (X, T) espago topoldgico, x € X,V uma base de vizinhangas de x e W C X uma
vizinhanga de x. Mostre que {V N W : V € V} é uma base de vizinhangas de x.

8. Dé exemplo de um conjunto A C R tal que os seguintes conjuntos sejam todos diferentes

entre si:

A A A A A AA.
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Bases de topologia

Uma base (para uma topologia) nada mais é que uma subfamilia de abertos que é suficiente

para recuperar todos os abertos (da topologia) por meio de unides.

Definicdo 12
Seja (X, T) um espago topoldgico. Dizemos que B C T é uma base para (X, 7) se para todo

aberto ndo vazio A € T, existe uma familia A C B de elementos da base tal que
A= UBeA B.

Uma importante caracterizacdo para bases é o seguinte resultado:
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Bases de topologia

Proposi¢ao 13

Uma familia B de subconjuntos de T é uma base para (X, T) se, e somente se, para todo
aberto ndo vazio A € T e todo x € A, existe B € B de forma que x € B C A.
Demonstragdo. < Suponha que B seja uma familia como no enunciado e seja A € 7. Para
cada elemento x € A, existe um conjunto B, € B tal que x € By C A. Segue, entdo, que
A= Uyea Bx

= Reciprocamente, sejam x € A € 7. Como podemos escrever A = | Jg 3 B, com B' C B,

tomamos B € B’ tal que x € B. Além disso, temos que B C A.
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Bases de topologia

Exemplo 14
B={(a,b):a,be Q} é uma base para a topologia usual de R.

De fato, seja x € R e A € 7. Pela definicdo de 7, existe £ > 0 tal que tal que
(x —e,x+¢€) C A. Note que existem a, b € Q tais que

X—e<a<x<b<x+e.

Logo, x € B =(a, b) C A.

Exemplo 15
Seja (X, d) um espagco métrico qualquer. Entdo, B = {B(x;1/n): x € X,n € N} é uma base
para (X, d).

Exemplo 16

Seja X um conjunto qualquer, com a topologia discreta T sobre X. Entdo

B = {{x}:x € X} é uma base para (X, ) e qualquer outra base B’ € tal que B C B5'.
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Bases de topologia

Exemplo 17
A familia B = {[x,x +1/n) : x € R,n € N} é uma base para a reta de Sorgenfrey.

O préximo resultado mostra como bases do espaco original se relacionam com as de um

subespaco.

Proposicao 18

Se B é uma base para (X, 1), entdo B ={BNY : B & B} é uma base para Y C X com a
topologia de subespaco.

Demonstracido. Sejam A’ € 7y e x € A'. Pela definicdo de topologia de subespaco, existe
Acttalque A =ANY e assim, x € A. Logo, pelo fato de B ser base, existe B € B tal
que x € BC A. Logo, x € BNY C ANY e, portanto, B’ é uma base para (Y, 7y).
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Bases de topologia

Definicao 19
Seja (X, T) um espaco topoldgico. Diremos que (X, T) satisfaz o
segundo axioma de enumerabilidade se existe uma base B para T que é enumeravel.

Exemplo 20
R satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade pois os intervalos (a, b), com a < b

racionais, formam uma base para os abertos de R.
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Bases de topologia

Exemplo 21

A reta de Sorgenfrey ndo satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade.

De fato, seja B uma base para X. Para cada x € X, seja By € B tal que x € B, C [x,x+1).
Assim, a fungdo f : X — B dada por f(x) = By € injetora - basta notar que, dados x < y,
f(y) =B, Cly,y +1) e, portanto, x ¢ f(y). Como x € f(x), temos f(x) # f(y). Assim, a

cardinalidade de B é pelo menos a da reta real e, portanto, ndo enumeravel.
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Exercicios - Bases de topologia

1. Sejam (X, 7) um espago topoldgico e B base para (X, 7). Mostre que T é a menor topologia
que contém B. Isto é, mostre que 7 = (), .0 onde T = {0 : o é uma topologia para X tal
que BC o}.

2. Dado um conjunto X e uma familia B de subconjuntos de X, chamamos de topologia gerada
por B o conjunto [B] = (.. 7, onde T = {7 C P(X) : 7 é topologia sobre X e B C 7}.

(a) Mostre que T definido acima é n3o vazio (e, portanto, podemos tomar a intersec¢do).
(b) Mostre que [B] é uma topologia sobre X.
3. Além das condicbes do exercicio anterior, suponha que B satisfaz:
(i) Vx € X,3B € B tal que x € B;
(i) VA, BeBVxe AnB,3C e Btalquexe CC ANB.
Mostre que:
(a) 7={Ugep B : B’ C B} é uma topologia sobre X.
(b) [B] =T.

(c) B é uma base para 7 (e, portanto, para [B] ).
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Exercicios - Bases de topologia

4. Prove que o segundo axioma de enumerabilidade implica o primeiro.

5. Prove que os intervalos (a,00), com a € R, formam uma base para uma topologia 71 em R,
mais fraca que a topologia usual. Prove que (R, 71) satisfaz o segundo axioma de

enumerabilidade. (perceba a sutil diferenca com a reta de Sorgenfrey)
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