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2.4. Circuitos de Segunda Ordem
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* VVamos considerar um circuito RLC série:

b
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2.4. Circuitos de Segunda Ordem

VI DTV R SO P T T AL L Be )

* A equacado de malha do circuito sera dada por:
" vp(t) + v (t) +vc(t) =
= Ri(t) + LE2 4+ 2 [Fi(2)dr + v (0) =

* Derivando em fungao de t, tem-se:

dzi(t) 1. _
dt? c (t) =0
( )

* Definindo I = 7 tem-se a seguinte
equacgao caracteristica:

= LI2+RI+==0

4

dl(t)

=L + R

§
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2.4. Circuitos de Segunda Ordem

AT I DU SN P W T T T

o . 1
|+ Aequacdo caracteristica LI? + RI + o= 0
possui as seguintes raizes (ou polos):

L
— 2_yp4=2
R+ fR 4C

" P12 = oL
e Assim, tem-se 3 possibilidades:
= Raizes reais e distintas;
= Raizes reais e iguais;
= Raizes complexas e conjugadas.

e Cada uma dessas possibilidades resulta em
um comportamento distinto.

2.4. Circuitos de Segunda Ordem
Resposta amortecida

AT DT R SO S W T T AL L Be )

* A resposta do sistema sera do tipo amortecida
guando as raizes forem reais e distintas, ou
seja, quando

°R2>4£ouR>2\/Z
C c

* Nessas condi¢cdes tem-se a seguinte resposta
" [ =p, a={12}
" [ =pgl°

_die) _
o = Pai(®)

W
X
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2.4. Circuitos de Segunda Ordem
Resposta amortecida
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* Resolvendo %(tt) = p,i(t), tem-se:
o i(t) = I ePat

* Como o sistema possui duas resposta, pela
aplicacdao do teorema da superposicao de
respostas, tem-se:

o l(t) = Ileplt + Izepzt

* onde I; e I, sao constantes de integragao e
devem ser determinadas em funcao das
condic¢oes iniciais do circuito.

2.4. Circuitos de Segunda Ordem
Resposta amortecida

AT I DT R I S W T T AL L Be )

* Os polos do circuito serao dados por:

L
— 2_p4=
R+ fR 4C

L] =
P1,2 L

* E possivel observar que na condi¢do de

. . L
resposta amortecida, ou seja, R > 2\/;, oS

polos serdo necessariamente negativos.

sera estavel nos demais tipos de respostas)

* Assim, a resposta sera estavel (como também
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2.4.
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Circuitos de Segunda Ordem
Resposta amortecida

* Graficamente, uma possibilidade para a
resposta pode ser dada por:

(1) A
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2.4.

VI DTV R SO P T T AL L Be )

Circuitos de Segunda Ordem
Resposta amortecida

* No circuito abaixo determine as grandezas
indicadas considerando que R = 5(Q)

R 1 H t=(7>{
VVVYV 060 /
] +
24V <i> 0I5 F == 1 § 10
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2.4. Circuitos de Segunda Ordem
Resposta subamortecida
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* A resposta do sistema sera do tipo
subamortecida quando as raizes forem
complexas e conjugadas, ou seja, quando

-R2<4£ouR<2\/Z
C C

* Nessas condicOes tem-se os seguintes polos:

2
R R 1

] = —_—— -|— —_— —_——
P12 2L — (ZL) LC

2.4. Circuitos de Segunda Ordem
Resposta subamortecida

AT DT R SO S W AL L

* Assim:

q
R

Iaz__
2L

()
Iw: _— —_—
LC 2L

» O fato dos polos serem complexos e
conjugados conduz, necessariamente, a
afirmacdo de que os polos sao distintos.

* Assim, a resposta ainda sera do seguinte tipo:

= i(t) = LePtt + [,eP2t
"p=atjwep, =a—jw
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2.4. Circuitos de Segunda Ordem
Resposta subamortecida

AT I DU SN P W T T T

* Desenvolvendo, tem-se:
= i(t) = [, e@HOt ¢ [,ela-jwlt
= i(t) = [[e%el®t + [,e%te It
" i(t) = (et + Le T@t)e

* Lembrando da Igualdade de Euler

» B0t = cos(wt) + j sin(wt)
sy (] (cos(wt) +jsin(wt)) + -\ ¢
i) = <1 + I, (cos(wt) — j sin(wt))> €

2.4. Circuitos de Segunda Ordem
Resposta subamortecida

AT DT R SO S W AL L

) <11 (cos(wt) + j sin(wt)) + >
= i(t) = . at
-+ + I, (cos(wt) — j sin(wt))
= () = (U + L) cos(wt) + j(I, — I) sin(wt) ) e
* A resposta em questao se refere a um sistema fisico
real, ou seja, a resposta deve ser real de forma que a
parte imaginaria da resposta acima deve ser nula.
Assim,
" [ —I,=0logol; =1,
* A possibilidade acima conduz a uma resposta que

nao é capaz de satisfazer plenamente as condicoes
iniciais!
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2.4. Circuitos de Segunda Ordem
Resposta subamortecida

AT I Dl R SN P W T, T W

* QOutra possibilidade que satisfaz a condicao de
que a parte imaginaria seja nula é I; — I, sendo
igual a um numero imaginario (com parte real
nula)

» é de essas constante serem complexas e
conjugadas. Assim:

"L =Iptjlgel =1Is—jlp

* Essa hipdtese conduz aos seguintes resultados:
" L — I =j2Ig = j(-1,)
u 11+12 ZZIA:IJC

2.4. Circuitos de Segunda Ordem
Resposta subamortecida

AT I DT R I S W AL L

* Portanto
= i(t) = (I cos(wt) + j(—jl,) sin(wt) )
= () = (I, cos(wt) + I, sin(wt) e

* As constantes I, e I,, s3o calculadas mediante as
condicOes iniciais do circuito.

* Outra forma de representar a resposta acima
sera:
= i(t) = I cos(wt — 0) e*t onde,

] = /Ixz +1,°e6 =tan™! (j—y)
X
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2.4. Circuitos de Segunda Ordem
Resposta subamortecida
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e Graficamente:
i(1) A

-
- -

- - -

2.4. Circuitos de Segunda Ordem
Resposta subamortecida

VI DTV R SO P T T AL L Be )

.« No circuito abaixo determine as grandezas
indicadas considerando que R = 1)

R LH 5o
—— /
I -

E 24V (P 0.25F == v §1Q
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2.4. Circuitos de Segunda Ordem
Resposta criticamente amortecida
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* A resposta do sistema sera do tipo
criticamente amortecida quando as raizes
iguais, ou seja

°R2=4£ouR=2\/Z
c c

* Nessas condicOes tem-se os seguintes polos:

. R
P12 = oL

= [(t) = I,ePt + L,ePt = JeP?
* A resposta anterior nao é capaz de atender as
condicoes iniciais.

2.4. Circuitos de Segunda Ordem
Resposta criticamente amortecida
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e O fato da equacao diferencial possuir dois
polos idénticos permite que a mesma seja
escrita da seguinte forma:

W
X

. dZi(t) _ dt(t)
— — +p2i(t) =0

. dzi(t) _ dl(t) _ dl(t) 2 —
dt? dt tp (t) 0

£ i)~ (22 0) -0
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2.4. Circuitos de Segunda Ordem
Resposta criticamente amortecida
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e Definindo:
f _ dl(t)

. Tem—se.

. @
dt
diferencial, tem-se:

= f(t) = FePt

pi(t)

2.4. Circuitos de Segunda Ordem
Resposta criticamente amortecida

T DT R SO P W T T AL L Be )

* Substituindo f(t) na equagdo abaixo e
desenvolvendo, tem-se:
dl(t)

cr=20 i
= FePt =%(tt)—pi(t)

= F = e‘pt%(tt)— pi(t)e Pt

" F=e Pt d;(t) i(t)pePt

" F = %(i(t)e‘pt)
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2.4. Circuitos de Segunda Ordem
Resposta criticamente amortecida

T DT R I S W T, T T

* Integrando ambos os termos, tem-se:
- F =2 (i(t)e?Y)
» [Fdt = [d(i(t)e™PY)
" Ft+k, =i(t)e P+ k,
" Ft +k =i(t)e Pt
* Portanto,
= i(t) = ePt(I, + L,t)

2.4. Circuitos de Segunda Ordem
Resposta criticamente amortecida

VI DT VR SO P W T T AL L Be )

* Graficamente, tem-se o seguinte comparativo:

Subamortecido

~

Criticamente amortecido

Sobre amortecido ou
amortecido
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2.4. Circuitos de Segunda Ordem
Resposta criticamente amortecida
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.« No circuito abaixo determine as grandezas
indicadas considerando que R = 4}

R 1 H t=0‘>l<

—
[

E 21V (3) 0.25F =

| = +

$10

2.5. Circuitos de Segunda Ordem
Exemplos

VI DTV R SO P T T

* Considere gue no circuitos abaixo tem-se que
i(0)=10Aev(0) =0V.

6 () TH - F =
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2.5. Circuitos de Segunda Ordem
Exemplos
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* Aanalise do circuito anterior deve resultar na seguinte tens3o.

v(1) (V)

A

80 v

60 -

40

20

> 1 ()

g

2.5. Circuitos de Segunda Ordem
Exemplos

VI DTV R SO P T T AL L WS
* Determine R, tal que o circuito seja criticamente amortecido parat > 0,
bem como encontre R, que resulte em v(0) = 2V. Nessas condigdes
encontre v(t).

S5A C‘D | nF =< » -—X._.
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2.5. Circuitos de Segunda Ordem
Exemplos
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* Determine as grandezas indicadas parat > 0

e |
o | e

&
lffe
+

3A (D s F == e I §10{}Q
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2.5. Circuitos de Segunda Ordem

Exemplos
ChL RIS~ olh W BL g J SNl T T AL LB )
* Acorrente iy (t) tem o seguinte comportamento:
ir(1) (A)
\
3.0
25

2.0
1.5
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