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Uma sequéncia a, sem perda de generalidade ! | pode ser explicitada como uma “lista
semi-infinita” (infinita s6 em um sentido) de nimeros complexos,

a:(an>:<a17a27"'>7 (1>

onde a, € C. Dadas duas tais sequéncias, a e b, uma terceira sequéncia ¢ = (¢, ¢, -+ ) é
definida pelo produto de convolugao

c=axb (2)

se cada termo de ¢, para k > 1 natural, for definido como

k-1

C — Z a; bk—i' (3)
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Essa defini¢ao permite uma construgao inequivoca de ¢, que é denominada a convolugao

(de @ e b). Além disso, ela admite “formulagdes no continuo” ? como

(t) o / 0€ al€) b(t — &), (4)

que sdo importantes em diversos outros contextos (transformadas de Laplace e Fourier,
por exemplo) onde uma nova fungao ¢(t) é construida de certa forma a partir de duas
funcoes dadas. Em qualquer um desses casos, um produto de convolucdao no continuo é
s b s
definido para ser comutativo, preservando o que ja ocorre no caso discreto: ¢ = a*xb = bxa
)
pois, equivalentemente a Eq. (3), vale também

k—1
Cr — Z Qpe—; bl (5)
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'Variacoes simples na indexacao, como inicid-la em zero ao invés de um, em nada alteram as proprie-
dades descritas a seguir.

2Dependendo do contexto, diferentes constantes de proporcionalidade podem multiplicar o resultado
da integral. A varidvel £ exibe valores em algum dominio 2 € R.



Mas qual é a motivagao para que uma convolugao seja assim definida? Quais sao suas
propriedades bésicas e qual é a sua utilidade? Veremos que, apesar da motivacdo de
uma construcao de convolucao estritamente sé fazer sentido no cenario das sequéncias,
discretas, onde interpretacoes combinatorias sao naturais, as propriedades basicas de todas
as convolugoes sao as mesmas, independentemente se a defini¢cao é a original, do caso
discreto, ou se é alguma das generalizadas “extensoes ao continuo”.

Quando ¢ preciso usar sequéncias em analise combinatéria? H& circunstancias em que
naturalmente um problema é generalizado para definir toda uma familia de problemas de
mesma natureza, distinguidos um do outro por um parametro ou indice. Por exemplo,
o problema unico “quantas sequéncias bindrias de 7 algarismos nao apresentam dois 1’s
consecutivos”, de resposta a7, leva a questao generalizada “quantas sequéncias binarias de
n algarismos nao apresentam dois 1’s consecutivos”, cuja resposta é o “niimero parametri-
zado” a,. Neste caso, a busca por um tinico niimero seria estendida a busca pelos infinitos
escalares a,, n € N, ou, em outras palavras, pelo termo geral da sequéncia (a,). Elegante,
mas aparentemente nada préatico: por que trocar um problema por vérios (infinitos, neste
caso)?

Notavelmente, muitos problemas combinatoriais sao de natureza recursiva, no sentido
em que cada solugao particular pode depender da solugao de outros problemas (de mesma
natureza, da mesma familia de problemas). E esse o caso do exemplo apresentado, onde
a técnica que se revela mais apropriada a busca de solucoes é a construcao da recorréncia
a, = Qn_1 + a,—o, que naturalmente envolve trés problemas diferentes. Isso mesmo,
pode ser mais facil resolver infinitos problemas simultaneamente do que apenas um deles
isoladamente!

Porém, embora o exemplo acima seja muito bom para ilustrar a ideia de uma familia
de problemas combinatoriais de mesma natureza, ele nao serve para ilustrar a convolucao
discreta, pois ele envolve uma tinica sequéncia. Precisamos de um outro problema-exemplo
que envolva trés sequéncias distintas ao mesmo tempo e de uma “forma especial”, a ser
discriminada precisamente logo em seguida. Duas das sequéncias, a e b, serao triviais em
certo sentido, mas sua convolucao ¢ = a x b tera como elementos as diversas solucoes de
uma dada familia de problemas nao triviais. O problema-exemplo (familia de problemas)
agora adotado ¢ "de quantas formas a soma das faces de dois dados usuais pode resultar
em k7, de resposta c, generalizado de um caso especifico como "de quantas formas a
soma das faces de dois dados usuais pode resultar em 8”, cuja resposta seria cg.

A sequéncia a com a; = 1sei € {1,2,3,4,5,6} e a; = 0 se ¢ > 7 descreve de quantas
formas um dos dados pode exibir o valor 7 como sua parcela na soma: como ele é um dado
comum, cada nimero de 1 a 6 aparece em uma unica face. Como o outro dado também
¢é usual, ele é descrito pela mesma sequéncia do primeiro dado, mas com a “identidade”
b, b= (1,1,1,1,1,1), em uma representagao intuitiva em que é truncada uma sequéncia
de termos sempre nulos a partir de certo ponto.

Pelo principio aditivo da analise combinatéria, considerando todos os possiveis resul-



tados (exaustivos e mutuamente exclusivos) de ambos os dados,

C — Z Z Cijk:) (6)

i=1 j=1

onde define-se ¢;j;, como a quantidade de formas do valor k ser obtido na soma dos
resultados dos dois dados quando o primeiro dado exibe o valor ¢ e o segundo, j.

Agora, explicita-se a “forma especial” como relacionam-se as 3 sequéncias envolvidas em
uma convolucao: ¢;;, anula-se sempre que i+j # k. Enquanto os elementos das sequéncias
indicam quantidades/populagoes de indices/estados, sdo os préprios indices/estados da-
queles elementos (das parcelas) que devem ser adicionados para determinar o elemento da
sequéncia de convolucao que recebera uma certa contribui¢ao. Em outras palavras, um
elemento de uma sequéncia de convolugao indica de quantas formas uma certa soma pode
emergir pela enumeragao das possiveis formas como as parcelas podem ser combinadas
para gerar aquela soma. Em simbolos,

Ciji = dij Oitj 1, (7)

onde d;; expressa de quantas formas o dado a pode exibir o valor 7 conjuntamente com
o dado b exibindo o valor j e a delta de Kronecker pode filtrar qualquer um dos dois
somatorios, levando a duas expressoes alternativas, mas equivalentes, como as Eqgs. (3) e
(5).

Por fim, dois dados usuais claramente obedecem a condicao de independéncia combina-
torial que caracteriza o principio multiplicativo: o ntimero de possibilidades de qualquer
face do segundo dado emergir nao depende do resultado do primeiro dado 3 e

dij = Q; bj. (8)

Todas essas consideracoes combinadas, assim como a percepcao de que os limites in-
feriores e superiores das somas na Eq. (6) podem ser convenientemente flexibilizados em
cada problema em particular para incluir ou excluir termos nulos, levam as Egs. (3) e
(5). Assim, fica claro que os principios aditivo e multiplicativo viabilizam a convolugao
como uma ferramenta naturalmente associada a soma de efeitos independentes.

3 Ao menos por enquanto, mantenha uma “distancia de seguranca” de fisicos quanticos, sempre ansiosos
em conceber bizarros “dados quanticos emaranhados’!



