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Conjuntos fechados

Definicao 1
Seja (X, 7) um espaco topoldgico. Dizemos que F C X é um conjunto fechado se X\F é

aberto.

Exemplo 2

Em qualquer espago topoldgico (X, 7),X e () sdo fechados, pois seus complementares sio

abertos (em particular, X e () sGo abertos e fechados).
Em R, [0,1] € fechado jd que R\[0,1] = (—o0,0) U (1, +00).
Na topologia discreta, qualquer conjunto é fechado. Para isso, basta notar que o

complementar de qualquer conjunto € ainda um membro de P(X) e, portanto, € aberto.

Na reta de Sorgenfrey, [a, b) € fechado (ja sabemos que é aberto), onde a < b.

Vamos mostrar que R\ [a, b) € aberto. Se x € R\[a, b), entdo ha dois casos a considerar.
x > b : basta tomar o aberto [x,x + 1), cuja intersecdo com [a, b) € vazia;

X < a: tome o aberto [x, a), que também esta contido no complementar de [a, b).

Portanto, o complementar de [a, b) € aberto, como queriamos.
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Fecho de um conjunto

Definicdo 3 (Fecho)
Sejam (X, 7) um espaco topoldgico e A C X. Chamaremos de fecho de A (ou aderéncia de

A) o conjunto
A:ﬂ{FCX:FéfechadoeFDA}.
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Fecho de um conjunto

Proposicao 4

Sejam (X, T) um espaco topolégico e A C X. Entido A é o menor fechado de X que contém
A.

Prova: A é fechado pois X é fechado, A C X, e interseco arbitraria de fechados é um

fechado.
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Caracterizacao do fecho

Proposicao 5

Seja X um espaco topoldgico. Entdo a aplicacdo A — A tem as seguintes propriedades:

(a) ACA

(b) A=A

() D=0

(d) AUB=AUB

(e) A é fechado se, e s6 se, A= A.

Demonstra¢do. (a) é ébvio. (b) Por (a) A C A. E como A é um fechado contendo A,
segue que A C A. (c) Como () é um fechado contendo ), segue que i C ). (d) Antes de
provar (d) notemos que

A C B implica A C B.

Como ACAUBeBCAUB, segueque ACAUBe BC AUB. Logo AUB C AUB.
Por outro lado AU B é um fechado contendo AU B. Logo AUB C AU B. (e) é dbvio.
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Caracterizacao do fecho

Reciprocamente, temos:

Proposicao 6

Seja X um conjunto, e seja A € P(X) — A € P(X) uma aplicacio com as seguintes

propriedades:
(a) ACA
(b) A=A
(c) D=0
(d) AUB=AUB

Seja F = {AC X : A= A}. Entdo F € a familia de fechados de uma topologia 7 em X e,
para cada A C X, A é o fecho de A nesta topologia.
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Caracterizacao do fecho

Para demonstrar esta proposicdo utilizaremos o resultado da aula anterior sobre “topologia
gerada por fechados” que relembramos agora:
Proposicao 7
Seja X um conjunto, e seja F uma familia de subconjuntos de X tal que:
(a) X e pertencem a F.
(b) A intersecdo de uma familia arbitrdria de membros de F pertence a F.
(c) A unido de uma familia finita de membros de F pertence a F.

SejaT = {X\F : F € F}. Entdo T é uma topologia em X, e F coincide com a familia dos
fechados de (X, 7).
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Caracterizacao do fecho

Demonstragdo: Note que por (a), X € F e segue de (c) que () € F.

Segue de (d) que a unido de dois membros (e portanto de qualquer nimero finito de

membros) de F pertence a F.

Antes de provar que qualquer intersecdo de membros de F pertence a F, provemos que
(x) AcB=ACB.

De fato usando (d) vemos que:

ACB=B=AU(B\A)=B=AU(B\A)=B>A.

~—

Seja A; € F para cada i € I. Entdo [);c; Ai C A;, e portanto ﬂ A; C A; = A; para cada
i€l Logo g, Ai Cics Ai, e segue que [);c; A;i € F. Assim F é a familia de fechados

para uma topologia 7 em X.
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Caracterizacao do fecho

Para provar que A é a aderéncia de A com relacdo a 7, fixemos A C X. Segue de () que
ACF =F paracada Fe Ftalque FD A

e portanto
AcC({FeF:FDA}L

Por outro lado segue de (a) e (b) que A€ Fe AD A. Logo
({FeEF:FOAICA

Isto prova que A é a aderéncia de A.
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Ponto aderente

Na aula passada ...

Definicao 8
Seja (X, 7) um espaco topoldgico. Dado x € X, dizemos que V C X é uma

vizinhanca de x se existe A aberto tal que x € AC V.

Pensando que os abertos que contém um ponto s3o as possiveis no¢des de “perto do ponto”,
podemos definir a nogdo de um ponto estar perto de um conjunto se toda vez que olhamos

para “perto do ponto”, interceptamos o conjunto:

Definicao 9
Sejam (X, T) um espaco topoldgico e A C X. Dizemos que x € X é ponto aderente a A se

para todo aberto V tal que x € V valer VN A # 0.

A préxima proposicdo diz que o fecho de um conjunto é a colecdo de todos os pontos

préximos do conjunto.
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Conjunto dos pontos aderentes = fecho

Proposicao 10

Sejam (X, 7) um espaco topoldgico e A C X. Entido

A= {x € X : x é ponto aderente de A}.

Demonstracdo. Chame de D o conjunto dos pontos aderentes a A. Vamos provar que

AC D. Sejam x € A, V aberto tal que x € V, e suponha VN A= 0. Logo, AC X\V que
é fechado. Assim, pela definicdo de A, segue que A C X\V, contradi¢do com o fato que
xcAexeV.

Provemos que D C A. Seja x € D e suponha x ¢ A. Logo, x € X\A que é aberto. Como
x € D, temos que (X\A) N A # (). Contradicdo, pois A C A.

ICMC - USP Topologia



Exemplos de fechos

Exemplo 11

Considere um conjunto X com a topologia discreta. Como todo subconjunto A de X é

fechado, segue que A = A para todo subconjunto A de X.

EmR, [a,b) = [a, b].

De fato, b € o tnico ponto fora de [a, b) que € aderente a [a, b).

Na reta de Sorgenfrey, [a, b) = [a, b) e [a, b] = [a, b].

Basta lembrar que [a, b) e [a, b] sdo fechados da reta de Sorgenfrey.

EmR, Q=R.

Isto segue do fato de que dado qualquer ponto x € R ee > 0, (x — ,x + €) contém pontos
de Q.

Na reta de Sorgenfrey, Q = R.

Isto segue do fato de que dado qualquer ponto x € R ee > 0, [x, x + ) contém pontos de Q.
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Interior de um conjunto

Definicdo 12 (Interior)

Sejam (X, T) um espago topoldgico e A C X. Chamaremos de interior de A o conjunto

j:U{V: V € abertoe V C A}.

Proposicao 13
Sejam (X, T) um espago topoldgico e A C X. Entdo A €é o maior aberto de X contido em A.

o
Prova: A é aberto pois () é aberto, ) C A, e unido arbitrdria de abertos é um aberto.
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Propriedades de interior

Proposicao 14

Sejam X um espago topoldgico e A C X. Entdo:

X\A=(X\A) e X\A=(X\A).

Demonstracdo. Basta aplicar as leis de De Morgan. Facamos a primeira:
X\A=X\[{F CX:F éfechado e F > A}
= | J{X\F: F éfechado e F > A}

— U{V :V éabertoe V C X\A} :(X(iA) .

Deixamos como exercicio as demonstraces das duas proposicdes seguintes. Elas podem ser
demonstradas diretamente, ou podem ser deduzidas das Proposicoes que caracterizam os

fechos, a Proposi¢cdo anterior e as leis de De Morgan.
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Caracterizacao de interior

Proposicao 15

[¢]
Seja X um espaco topoldgico. Entdo a aplicacdo A —A tem as seguintes propriedades:

(b) A =A

() X=X

(d) (ANB)=A N B

(e) A € aberto se, e sé se, A —A
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Caracterizacao de interior

Proposicao 16
Seja X um conjunto, e seja A € P(X) —A € P(X) uma aplicacio com as seguintes

propriedades:

)=A NB.
Sejar=<ACX:A=A } Entdo T é uma topologia em X e, paracada AC X, A éo

interior de A nesta topologia.
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Ponto interior

Definicdo 17
Sejam (X, 7) um espaco topoldgico e A C X. Dizemos que x € X é ponto interior de A se

existe V' aberto tal que x € V C A.
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Conjunto dos pontos interiores = interior

Proposicao 18

Sejam (X, T) um espaco topoldgico e A C X. Entdo

A = {x € X : x é ponto interior de A}.

[e]
Prova: Diretamente das definicdes de ponto interior e A .
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Fronteira

Algumas vezes, um ponto pode estar proximo tanto de um conjunto, como de seu

complementar.
Definicao 19

Sejam (X, 7) um espaco topoldgico e A C X. Dizemos que x € X é um
ponto de fronteira de A se para todo V C X aberto tal que x € V, temos

VNA#£De VN (X\A) #0D.

Utilizamos a seguinte notacdo:

0A = {x € X : xé ponto de fronteira de A}.
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Exemplo de fronteira

Exemplo 20
Em R, O[a, b) = {a, b}. Enquanto que na reta de Sorgenfrey temos que J|a, b) = (.

Note que a lltima igualdade acima vale de modo geral.

Proposicao 21

Se A é um subconjunto aberto e fechado de um espaco topoldgico (X, 1), entdo DA = ().

Exemplo 22
Em R (ou na reta de Sorgenfrey), 0Q = R.
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Exercicios de fecho, interior, fronteira

1. Seja X um espaco topoldgico. Mostre que:
(a) 9DA=ANX\A

(b) A NOA=0
(c) DA=A\ A
(d) A=AUOA
(e) A = A\A
2. Seja X um espaco topoldgico com a topologia cofinita.
2.1 Descreva A para cada A C X.
2.2 Descreva fi para cada A C X.
3. Sejam X um conjunto, A C X e considere em X a topologia 74. Ent3o:

3.1 Descreva B para cada B C X.
3.2 Descreva ]% para cada B C X.
4. Seja X um espaco topoldgico.
(a) Prove que (AN B) C AN B para todos A, B C X.
(b) D& exemplo de conjuntos A, B C R tais que (AN B) # AN B.
. Seja X um espaco topologlco
(a) Prove que (AU B)D> AUB para todos A, B C X.
(b) D& exemplo de conjuntos A, B C R tais que (AU B)# AUB.
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Exercicios de fecho, interior, fronteira

6. Para cada A C N seja
A={kn:n€c A ke N}

(a) Prove que a aplicagdo A — A tem as propriedades da Proposicio da topologia induzida por uma
“familia de fechados” (pdgina 25 da Aula 1), e define portanto uma topologia 7 em N.
(b) Descreva os fechados de (N, 7).

(c) Descreva os abertos de (N, 7).
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