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Capitulo 6: Linhas de influéncia

6.1 Introdugéo

Até o momento foram estudadas estruturas submetidas a caregamentos fixos, isto &,
a carregamentos que ndo se movem ao longo da estrutura.

Ha de fato inUmeros carregamentos que sdo fixos: o peso préprio de uma estrutura, o
peso do revestimento de uma lgje de piso, 0 peso de uma parede suportada por
uma viga, etc. Estas cargas, que além de fixas sGo constantes, atuam sempre na
estrutura, recebendo por isso o nome de cargas permanentes.

Além das cargas permanentes, as estruturas s@o submetidas a cargas varidveis, e
gue em determinados momentos da vida da estrutura nem mesmo atuam. E o caso
dos veiculos que passam por uma ponte, das pessoas que se utilizam de uma
passarela, das pessoas € moveis que ocupam uma sala, dos automadveis deixados
em um estacionamento, dos materiais estocados em um deposito, etc.

Algumas destas cargas sdo infrinsecamente méveis — O frem que passa por uma
ponte, os torcedores em um estadio de futebol, os automodveis em uma garagem —,
e outras podem se mover eventualmente — os livros e as estanfes de uma biblioteca,
os produtos e as estantes de um supermercado, o milho armazenado em um silo.
Estas cargas méveis e varidveis recebem o nome de cargas acidentais.

No caso do projeto de edificagdes, & usual substituir as cargas moveis e varidveis por
uma carga fixa uniformemente distribuida, cujo efeito se considera equivalente ao
das cargas méveis e varidveis em sua combinagdo mais desfavordvel.

Estas cargas distribuidas equivalentes &s cargas moveis  sdo determinadas
estatisticamente, e sdo fixadas pelas normas de projeto de estruturas. No Brasil, sGio
fixadas pela norma NBR 6120 “Cargas para o cdlculo de estruturas de edificacoes”,
de 1980; alguns dos valores minimos para as cargas verticais nela estipulados estdo
apresentados na Tabela é.1.

Local Carga
(kN/m2)
Arguibancadas 4
Platéia com assentos fixos 3
Cinemas Estudio e platéia com assentos méveis 4
Banheiro 2
Sala de refeicdes e de assembiéia com assentos fixos 3
Clubes Sala de assembléia com assentos moveis 4
Saldo de dancas e saldo de esportes 5
Sala de bilhar € banheiro 2
Edificios Dormitdrios, sala, copa, cozinha e banheiro 1.5
residenciais Despensa, drea de servico e lavanderia 2
Garagens e Para veiculos de passageiros ou semelhantes com
estacionamentos | carga mdaxima de 25 kN por veiculo 3
Gindsios de
esportes 5
Dormitdrios, enfermarias, sala de recuperacdo, sala de
Hospitais cirurgia, sala de raio X e banheiro 2
Corredor 3
Lojas 4




Palco 5
Teatros Demais dependéncias: cargas iguais as especificadas
para cinemas

Tabela 6.1

Vdrios outros valores minimos de cargas acidentais sdo fixados pela NBR 6120: para
bancos, bibliotecas, escadas, escolas, laboratdrios, restaurantes, efc.

Ao contrdrio das cargas acidentais que atuam nas edificagdes, as que atuam nas
pontes e viadutos ndo ficam bem representadas por uma carga uniformemente
distribuida equivalente.

As normas de projeto de pontes e viadutos fixam entdo cargas méveis de projeto,
que recebem o nome de trens-tipo. Este nome, oriundo do projeto de obras
ferroviarias, & também utilizado para designar as cargas das obras rodovidrias. No
Brasil, as normas NBR 7188 “"Carga moével em ponte rodovidria e passarela de
pedestre”, de 1984, e NBR 7189 "Cargas moveis para projeto estrutural de obras
ferrovidrias”, de 1985, fixam os trens-tipo das estruturas rodovidrias e ferrovidrias.

Os frens-tipo s@o determinados estatisticamente, e correspondem a carga mais
desfavordvel que se supde que possa atuar na estrutura.

Os frens-tipo estipulados pela NBR 7188 para as pontes rodovidrias sGo constituidos
por um caminhdo pesado, circundado por veiculos mais leves, como se mostra na
Figura 6.1.

Figura 6.1

S&o definidas trés classes de pontes, em funcdo do peso dos caminhdes que por elas
trafegam: classe 45, classe 30 e classe 12, nas quais © caminhdo-tipo fem
respectivamente 450 kN (45 tf), 300 kN (30 tf) e 120 kN (12 1f) de peso fotal.

Para as pontes da classe 45, o caminhdo-tipo estipulado pela NBR 7188 possui Qs
dimensdes apresentadas na Figura 6.2.
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O peso de cada uma das rodas do caminh&o-tipo das pontes da classe 45 éde75
kN, aplicado de forma distribuida na drea de contato do pneu com o tabuleiro da
ponte, mostrada na Figura 6.2.

Ao se fazer o projeto das vigas principais de uma ponte, os pesos das rodas do
caminhdo-fipo podem ser considerados como cargas concentradas, devendo ser
considerados como cargas distribuidas no projeto das lajes.

Para as trés classes de pontes, a NBR 7188 estipula que o peso dos veiculos leves que
circundam o caminhdo-tipo pode ser representado por uma carga uniformemente
distribuida de 5 kN/m2. Esta carga distribuida é usualmente chamada de carga de
multiddo.

Os trens-tipo das pontes ferrovidrias sdo consituidos por composicdes formadas por
uma locomotiva e vagdes carregados e vazios.

A NBR 7189 define quatro classes de trens-tipo ferrovidrios, em funcdo do peso dos
trens que trafegam na linha: classe TB-360, classe TB-270, classe TB-240 e classe TB-170,
para locomotivas respectivamente com 360 kN, 270 kN, 240 kN e 170 kN de peso por
eixo.

O trem-tipo TB-360, que deve ser usado no projeto de estruturas de ferrovias utilizadas
para o fransporte de minério de ferro ou outros caregamentos equivalentes, é
apresentado na Figura 6.3. As cargas concentradas correspondem ao peso da
locomotiva, e as distribuidas aos pesos dos vagoes carregados e descarregados.
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Existem estradas tanto rodovidrios como ferrovidrias que sdo usadas para o
transporte de cargas excepcionais, que excedem as cargas de projeto definidas
pelas normas; nestes casos, as entidades responsaveis pela estrada devem definir o
frem-tipo a ser utilizado no seu projeto.

Uma situacdo relativamente freqiente na pratica é a de estradas que, tendo sido
projetadas para um certo carregamento, em determinadas ocasides sdo utilizadas
para o transporte de cargas excepcionais muito maiores que as de projeto. E o que
ocorreu, por exemplo, quando foi construida a barragem de Itaipu. Os caminhoes
que transportaram os geradores e turbinas da usina tinham um peso muito maior que
o do caminhdo-tipo utilizado no projeto das pontes e viadutos das estradas pelas
quais passaram. Foram entdo projetados veiculos especiais com um grande numero
de eixos e rodas para distribuir ao mdximo a carga no tabuleiro, e foi feita a
verificac@o das pontes e viadutos do irajeto para determinar se resistiiaom com
seguranca & passagem destes caminhdes; as que ndo apresentavam seguranca
adequada foram reforcadas. Além disto, a passagem dos caminhdes era planejada
em todos os seus detalhes: as pontes e viadutos foram vistoriados e fotografados
antes da passagem dos veiculos, foram fechados aos demais veiculos para que
apenas o veiculo transportando a pega de peso excepcional estivesse passando por
eles, o trajeto do veiculo na ponte ou viaduto foi previamente determinado pelo
engenheiro responsavel pela verificacdo da obra, essa passagem foi feifa de
maneira lenta para diminuir os efeitos de impacto dindmico, um engenheiro
acompanhou o comportamento da estrutura durante a passagem do caminhdo, as
pontes e viadutos foram novamente vistoriados e fotografados apds a passagem do
veiculo, tendo sido recuperados os que foram danificados.
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Figura 6.4

Como se acaba de ver, no projeto de pontes e viadutos deve-se considerar cargas
méveis. Suponha-se, por exemplo, que se queira dimensionar a viga de ponte
rodovidria da Figura 6.4 (a), submetida ao trem-tipo da Figura 6.4 (b) que, por
simplicidade, se estd supondo consistir apenas de um caminhdo-tipo.



Surge, entdo, a seguinte pergunta, de importancia fundamental para o projeto que
se deseja fazer: que esforgos solicitantes devem ser utilizados para dimensionar esta
vigae

A resposta a esta pergunta é bastante intuitiva: & medida que o trem-tipo se desloca
de uma extremidade & outra da viga — por exemplo, de A até B —, os esfor¢os
solicitantes nas diferentes secdes transversais v@o variando. E necessdrio entdo
determinar, para cada secdo transversal da viga, os valores dos esforgos solicitantes
maximos na secdo e utilizé-los no dimensionamento da viga.

Considere-se, por exemplo, a se¢do § indicada na Figura 6.5. Faz-se agora outra
pergunta: que posicdo do trem-tipo na ponte produzird o maior momento fletor em
Se
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Figura 6.5

Embora a resposta exata a esta pergunta néo seja intuitiva, uma resposta que surge
naturalmente a esta indagacdo é: guando o trem-tipo estiver proximo de S. N&o é
muito claro se quando o eixo mais pesado estiver sobre §, se quando o centfro de
gravidade do frem-tipo estiver sobre §, mas percebe-se que serd gquando o trem-tipo
estiver perto de S. Como se verd adiante, esta resposta natural ¢ de fato correta.

E para responder a perguntas deste fipo, para determinar os esforcos extremos
produzidos pelos carregamentos moveis que as linhas de influéncia foram
concebidas. Elas s&o diagramas que possibilitam a determinagdo dos esforgos
extremos produzidos por cargas moveis.

6.2 Linhas de influéncia de uma viga simplesmente apoiada
Nesta secdo estudam-se as linhas de influéncia de uma viga simplesmente apoiada.

Inicialmente, o conceito de linha de influéncia serd apresentado de forma
qualitativa, mediante um exemplo.

Considere-se a viga simplesmente apoiada da Figura 6.6, sobre a qual se desloca
uma carga unitéria mével, que a percorre em toda sua extensdo, da extremidade
esquerda & extremidade direita. Deseja-se agora responder a seguinte pergunta:
qgue momentos fletores esta carga moével ird produzir na secdo $ & medida que se
deslocar de A até B2 Imagine-se que se tenha colocado em § um instrumento que
informa o valor do momento fletor em S produzido por um carregamento qualquer
atuando na viga - estes instrumentos de fato existem. A resposta & pergunta acima &
agora imediata, sendo fornecida pela leitura deste instrumento durante a passagem
da carga unitdria pela viga.
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Os valores do momento fletor em S lidos no instrumento podem ser colocados no
grafico mostrado na Figura 6.6, em que sob a posicdio em que estd a carga em um
determinado instante se indica o valor do momento fletor por ela produzido em S.
Pois bem, a linha de influéncia do momento fletor em S é exatamente este grafico,
que mostra como varia o momento fletor em S & medida que a carga unitaria movel
percorre a viga.

E fundamental observar neste gréfico uma caracteristica essencial das linhas de
influéncia: nele sGo apresentados os esforcos solicitantes em uma Unica seg&o
transversal da viga — a segdo fixa § — produzidos por uma carga unitdria mével
aplicada em todas as posicdes possiveis da viga.

Nota-se, entdo, que as linhas de influéncia sdo completamente diferentes dos
diagramas de esforcos solicitantes estudados até aqui. Observe o Exemplo 5.18 do
Capitulo 5, em que se determinaram os diagramas de esforgos solicitantes de uma
viga simplesmente apoiada carregada por uma forga concentrada aplicada no
meio do vao. O carregamento desta viga é fixo, ndo varia nem de intensidade nem
de posicé@o ao longo do tempo, e os diagramas de esforgos solicitantes da Figura
5.85 mostram os esforgos solicitantes que este carregamento fixo produz em todas as
secoes fransversais da viga. Sdo mostrados nos diagramas de esforgos solicitantes os
esforcos em todas as se¢des transversais da viga produzidos por um carregamento
fixo.

J& as linhas de influéncia apresentam o contrdrio: os esforgos em uma Unica secdo
da viga produzidos por uma carga unitdria mével aplicada em todas as posi¢des da
viga.

Feita esta apresentacdo informal do conceito de linha de influéncia, pode-se agora
passar a uma definigdo mais formal.

Definicdo 6.1

Linha de influéncia do esforco Es ha secdo fixa S é o diagrama que fornece o valor
de Es produzido por uma carga unitdria mével adimensional que percorre toda a
extens&o da viga (Figura 6.7).
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Observa-se nesta definicdo que as linhas de influéncia sdo determinadas para uma
carga unitaria mével adimensional. Isto € feito para dar universalidade as linhas de
influéncia, ou seja, para permitir que elas sejom utilizadas para determinar os esforgos
produzidos por quaisquer carregamentos moéveis, independentemente da unidade
de medida em que eles estejom definidos, seja ela o N, o kN, o kgf, a 1f, etc. Mais
adiante se mostrard com mais clareza porque a adogdo de uma carga unitdria
mével adimensional torna as linhas de influéncia universais.

Pode-se agora, utilizando a definicdo de linha de influéncia de um esforgo Es, obter
as linhas de influéncia de uma viga simplesmente apoiada. Basta para isso supor que
uma forca unitdria esteja percorrendo a viga em toda sua extensdo, determinar o
valor do esforco Es que ela produzird em § quando estiver em uma posi¢do qualgquer
da viga, e indicar graficamente sob a posi¢do da carga o valor deste esforgo Es.

Serdo determinadas:

A linha de influéncia da reacdo verfical do apoio da esquerda;
A linha de influéncia da reacdo vertical do apoio da direita;
A linha de influéncia da forca cortante em uma se¢do fixa S;
A linha de influéncia do momento fletor na mesma seg¢do fixa S.

A

Considere-se a viga simplesmente apoiada da Figura 6.8, sobre a qual se desloca
uma forca unitaria mével adimensional, de A até B. No instante mostrado na Figura
6.8,esta forca encontra-se em uma posigdio genérica, caracterizada pela abcissa z.
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As reacdes verticais desta viga sdo
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As linhas de influéncias das reacdes verticais em A e em B tém como equagdes

[—z

LIY, ==
e (6.2)
LIY,= ? ;

pois estes sdlo justamente os valores da reagdo em A e da reagdo em B quando a
forca unitdria se encontra na se¢do genérica de abcissa z. Variando z, obtém-se as
variagdes destas reacdes.

E intuitivo que, quando a forca unitdria estiver em A, toda a carga serd absorvida
pelo préprio apoio A, tendo-se entdo Y, =1 e Y, =0; analogamente, & intuitivo

que, quando a carga unitdria estiver em B, se terd ¥, =0 e Y, =1; também &

infuitivo que a reacdo em A diminua e a reagdo em B cresga a medida que a forga
unitaria se desloque de A até B. As expressdes (6.2) mostram que esta variagdo &
linear.

Na Figura 6.9, abaixo do esquema da viga, estdo tragadas as linhas de influéncia da
reacdo vertical Y, e da reagdo verticalY;, que nada mais sdo que os graficos das
funcdes (6.2). Elas mostram como variom as reagdes de apoio & medida que a
carga unitdria se desloca da exiremidade A & extremidade B. Observa-se que as
linhas de influéncia destas reacdes de apoio sé apresentam valores positivos. A razdo
disto é muito simples: as reacdes verticais de apoio sdo consideradas positivas
quando orientadas para cima e negativas quando orientadas para baixo. As

reagdes Y, e Y, da viga simplesmente apoiada da Figura 6.8 sGo sempre para
cima, qualquer que seja a posicdo da carga unitdria, decorrendo deste fato os
valores exclusivamente posifivos das linhas de influéncia das reacgdes Y, e Y.

Observa-se, também, que, como a carga na viga é adimensional, estas duas linhas
de influéncia, sendo graficos de forcas, também s&o adimensionais, 0 que, como ja
se mencionou, Ihes confere universalidade.
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As linhas de influéncia das reacdes de apoio sdo importantissimas, pois permitem a
determinacdo das mdaximas cargas que irdo atuar nos elementos de sustentagdo da
viga, possibilitando, por exemplo, obterse as cargas maximas nos pilares e nas
respectivas fundagdes.

Passa-se agora & determinagdo da linha de influéncia da forga cortante em S.
Considere-se novamente a viga simplesmente apoiada da Figura 6.8, sobre a qual se
desloca uma forca unitéria mével adimensional, de A até B. No instante mosfrado na
Figura 6.8 esta forca ainda ndo atingiv a se¢do S, encontrando-se d sua esquerda,
em uma posicdo genérica caracterizada pela abcissa z.

Enquanto a forga unitdria estiver & esquerda de §, a forga cortante em S serd
zZ
VS = _7 ‘ (6.3)

logo a equacdo da linha de influéncia da forga cortante em § para a carga unitdria
& esquerda desta secdo €

LIV, = —%, 0<z<x. (64)

Este trecho da linha de influéncia da forca cortante pode ser examinado na Figura
6.9, verificando-se que enquanto a forga unitdria estiver & esquerda de § a forga
cortante nesta secdo serd negativa, variando linearmente de 0 em A até — x/1 em

uma secdo imediatamente & esquerda de S.
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Na Figura 6.10 mostra-se novamente a viga, agora em um instante em que a for¢a
unitaria j&a ulfrapassou a se¢do §, encontrando-se & sua direita. As reacdes da viga
continuam sendo as dadas pelas expressdes (6.1).
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Figura 6.10

Observa-se que agora a forca cortante em $ ndo é mais a dada por (6.3), tendo-se
/-
v, = TZ . (6.5)

A equacdo da linha de influéncia da forga cortante em S para a forga unitaria a
direita desta se¢c@o € entdo

LIV, = l—_l—z x<z<Il; (66)

este frecho da linha de influéncia da forca cortante em S pode ser observado na
Figura 6.9.

Examinando a linha de influéncia da forca cortante mostrada na Figura 6.9, verifico-
se que ela apresenta uma descontinuidade em §. Quando a forga cortante estd

imediatamente & esquerda de S tem-se ¥, =— x/[, e quando estd imediatamente &
direita de S tem-se V, = (I—x)/1 ,isto &,

Vs (x)= —%
e (6.7)
-
VS (x+) . _l)i .

Cabe agora uma pergunta: que valor toma linha de influéncia da forga cortante em
S quando a carga unitdria se encontra em $2 Para responder a esta pergunta é
preciso determinar o valor da forga cortante produzida em S por uma forca unitdria
aplicada nesta mesma secdo. Como foi discutido no Exemplo 5.3 do Capitulo 5, a
forca cortante em uma secdo em que é aplicada uma forga concenfrada
perpendicular ao eixo da barra ndo fica definida. O valor da linha de influéncia da
forca cortante na prépria secdo § ndo fica entdo definido. A rigor, a linha de
influéncia da forca cortante deveria explicitar esta indefinigdo, tomando o aspecto
mostrado na Figura 6.11.

12
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Na prética, entretanto, omite-se esta informagao, fragando-se a linha de influéncia
da forca cortante como se fez na Figura 6.9, ficando subentendido que o seu valor
em S ndo é definido.

Observa-se mais uma vez que sendo a linha de influéncia da for¢a cortante em § o
diograma de uma forca cortante produzida por uma carga adimensional ela
também & adimensional.

O exame da linha de influéncia da forgca cortante em S mostrada na Figura 6.9
revela que a méxima e a minima forca cortante em § produzidas por uma forga
unitdria que percorre a viga em toda sua extensdo sdo respectivamente (I-x)/1 -

para a forca unitdria aplicada imediatamente & direita de § — e —x/I - para a
forca unitéria aplicada imediatamente & esquerda de S. Observa-se que estes

extremos sdo o mdximo valor algébrico e o minimo valor algébrico da forca cortante
em .

As linhas de influéncia das forcas cortantes sdo fundamentais para o
dimensionamento de uma viga submetida a cargas mdveis, por permitirem a
determinacdo das forcas cortantes extremas nas suas diversas se¢oes transversais.

Falta agora determinar a linha de influéncia do momento fletor em uma segdo
transversal genérica S da viga simplesmente apoiada. Considere-se mais uma vez d
viga da Figura 6.8, percorrida por uma forga unitdria mével adimensional, que vai de
A a B; recorda-se que no instante mostrado na Figura 6.8 a forga unitaria ainda ndo
atingiu a secdo S, esfando & sua esquerda.

Enquanto a forca unitdria estiver & esquerda de S, o momento fletor nesta segdo
serd

M, = ?-(Z—x) . (68)

logo a equagdo da linha de influéncia do momento fletor em § para a forga unitaria
A esquerda desta secdio é

z(l-x)

LIM, = 0Lz<x . (6.9)

Este trecho da linha de influéncia do momento fletor em S pode ser visto na Figura
6.9. Ele & linear, variando de 0 para a forca unitdria em A a x (I —x) /Il para a forga

unitaria em S.

Para completar a determinac&o da linha de influéncia do momento fletor em §,
observe-se mais uma vez a Figura 6.10, em que se mostra a viga em um instante em
que a forca unitaria j& ultrapassou a se¢cdo S, encontrando-se & sua direita.

O momento fletorem S é agora
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M, = (l_lz) x,  (610)

portanto a equacdo da linha de influéncia do momento fletor em § para a forca
unitdria & direita desta se¢do € entdo

(I-2)x

LIM ¢ = x<z<Z[; (6.11)

este trecho da linha de influéncia pode ser observado na Figura 6.9. Ele € linear, e
seu valor varia de x ({—x)// emSa0emB.

Como a linha de influéncia do momento fletor em S é o diagrama de um momento
fletor produzido por uma forga adimensional, ela tem a dimensdo de um
comprimento, n&o a de uma for¢a multiplicada por um comprimento.

E importante observar que — como se pode ver na Figura 6.9 — a linha de influéncia
do momento fletor em S ndo apresenta uma descontinvidade nesta secdo, ao
contrdrio do que ocorre com a linha de influéncia da forca cortante em S. Isto
decorre do fato de o momento fletor produzido em S por uma forga aplicada nesta
secdo ser muito bem definido, ao contrério do que ocorre com a forga cortante.

Observa-se também que o mdaximo momento fletor em S produzido na viga
simplesmente apoiada por uma forga unitdria que a percorre em toda extensdo é
x (I-x)/1 - para a for¢a unitéria aplicada em § - e que o minimo momento fletor

em $ é zero - para a forca unitdria aplicada em qualguer uma das extremidades da
viga.

Antes de se passar & proxima secdo, em que as linhas de influéncia de uma viga
simplesmente apoiada serdo empregadas na determinacdo dos esforgos solicitantes
extremos de uma viga submetida a cargas moveis, serGo apresentadas algumas
regras praticas para a construgdo das linhas de influéncia de uma  viga
simplesmente apoiada.

Como j& se comentou no Capitulo 5 ao se apresentar a “regra do barbante” para a
determinacdo da concavidade dos diagramas de momentos fletores produzidos por
forcas distribuidas, sé se deve utilizar uma regra prafica apds se ter compreendido
perfeitamente porque ela funciona.

N&o é porgue existem regras pratficas que permitem que as linhas de influéncia de
uma viga sejam determinadas de forma simples e imediata que n&o € preciso saber
deduzi-las. E muito mais importante desconhecer as regras prétficas e saber como
deduzir as linhas de influéncia que o contrdrio.

E por serem muito simples e utilissimas que convém apresentar estas regras praticas.

Regra 6.1 - Regra para o fracado da linha de influéncia da reacdo vertical do apoio
esquerdo de uma viga simplesmente apoiada

Na Figura 6.12 apresentam-se 0s passos que devem ser seguidos para se tfragar a
linha de influéncia da reacdo vertical do apoio esquerdo de uma viga simplemente
apoiada:

1. Sob o esquema da viga, fraga-se uma paralela a seu eixo;
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Na escala escolhida para indicar as ordenadas da linha de influéncia, traga-se

um segmento unitdrio acima da extremidade esquerda do diagrama,

determinando-se o ponto P;

Traca-se um segmento de reta unindo os pontos P e Es, obtendo-se assim a linha

de influéncia procurada, como se pode verificar examinando a Figura 6.9.

.

A - _] —
Passo 1

P

1
Passo 2

E,

" @
Passo 3

Figura 6.12

LIy,

LIy,

LIY,

Regra 6.2 - Regra para o tracado da linha de influéncia da reacdo vertical do apoio

direito de uma viga simplesmente apoiada

Esta regra & inteiramente andloga & anterior, e seus passos estdo indicados na Figura

6.13.
.- ,ﬁ,
A :
|
Passo 1 LIY,
Q
1
Passo 2 LIY,
E, Ey
/ ‘i
Passo 3 LIy,

Figura 6.13



Regra 6.3 — Regra para o tragado da linha de influéncia da forca cortante em uma
secdo fransversal genérica de uma viga simplesmente apoiada

Os passos para a obtengdo da linha de influéncia da forca cortante em uma se¢do
genérica § de uma viga simplesmente apoiada estéo apresentados na Figura 6.14:

1. Sob o esquema da viga, fraga-se uma paralela a seu eixo;

2. Na escala escolhida para indicar as ordenadas da linha de influéncia, fraga-se
um segmento unitdrio acima da extremidade esquerda  do diagrama,
determinando-se o ponto P, e um segmento unitdrio abaixo da extremidade
direita do diagrama, determinando-se o ponto Q;

3. Traca-se um segmento de reta unindo os pontos P e Es, € um segmento de reta
unindo os ponfos Ea e Q;

4. Baixa-se a partir da secdo S da viga uma vertical que corta PEs em R, EaEs em Se
EAQemT;

5. Os segmentos EaT e REs determinam a linha de influéncia procurada - como
mostra uma comparacdo com a Figura 6.9 —, pois aplicando uma regra de frés
verifica-se que o comprimento de RS é (I —x)// equeodeSTé x/!.

e S S b4
A E
X e l-x |
|
Passo 1 LIV;
P
1
Passo 2 LIV,
£y E,
1
Q
P
.| \
Paisso 3 \ LIV,
E. E,
\ ‘]
Q
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F’
e
Passo 4 S LIV,
E. E
T 1
Q
=X
i
Passo 5 ® LIV
O]y
|
Figura 6.14

Regra 6.4 - Regra para o tracado da linha de influéncia do momento fletor em uma
secao transversal genérica de uma viga simplesmente apoiada

Na Figura 6.15 est@o indicados os passos que levam & linha de influéncia do
mormento fletor em uma secdo genérica S de uma viga simplesmente apoiada:

1.

2.

Sob o esquema da viga, traga-se uma paralela a seu eixo;
Baixa-se a partir da secdo S da viga uma vertical que corta EaEs em P;

Com um compasso, fraca-se uma circunferéncia de centro Ea e raio EaP — com
comprimento x - e uma circunferéncia de cenfro Es e raio EsP - com

comprimento (I—x) - estas duas circunferéncias encontram as verticais
baixadas pelas extremidades da viga em Q e R respectivamente;

Traca-se um segmento de reta unindo os pontos Ea e R, & um segmento de reta
unindo os pontos Q e Es; estes dois segmentos se interceptam no ponto T,
pertencente & vertical baixada a partir da se¢do S;

Os segmentos EaT e TEs determinam a linha de influéncia procurada — como

revela uma comparacdo com a Figura 6.9 —, pois aplicando uma regra de trés
verifica-se que o comprimento de PTé x (I—-x)/1.

£ »
A

Passo 1 LIM
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P
Paisso 2 =X LIM;
Ei E,
Passo 3 F X LIM,
E, E
X
|- x
Q
R
Passo 4 P % LIM,
Ej 8
X
T
|- X
Q
R
Passo & LI,
X[ -=x)
|
Figura 6.15

E inferessante observar que o tfracado da linha de influéncia do momento fletor em §
pode ser obtido de maneira mais simples que a mostrada na Figura 6.15, sendo
suficiente fracar apenas uma das circunferéncias com centro em uma das
extremidades do diagrama. Na Figura 6.16 indica-se esta forma mais simplificada de
obter a linha de influéncia do momento fletor em S.

W

w

i

Passo 1

LIM,
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P
Passo 2 X - X LIM,
E, E
B X P | -X LM,
E, E
X
Q
Passo 4 . i dn LM,
E, E,
x
/ T
Q
Passo & LM
x(-x)
|
Figura 6.16

6.3 Diagramas de mdéximos e minimos
Como se comentou na Secdo 6.1, afinalidade das linhas de influéncia é possibilitar a
determinag@o dos esforgos solicitantes e reativos extremos de uma estrutura
submetida a cargas moéveis, necessarios para o dimensionamento ou parda a
verificacdo destas estruturas.
Nesta sec@o se mostrard como as linhas de influéncia sdo utilizadas na
determinacao destes esforgos extremos. Isto serd feito mediante a resoluc@o de um
exemplo.
Exemplo é.1
Para a viga de ponte da Figura 6.17, solicitada pelo seguinte carregamento

e peso proprio: g = 20 kN/m

o carga de multid@o: p = 10 kN/m

e veiculo-tipo:
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120 kN 80 kN

2m |
determinar:
e asreacdes de apoio extremas;
e 0s esforcos solicitantes extremos em suas secoes
fransversais.
797 VA NS
8§m
} —_— l
Figura 6.17
Nota 6.1

Antes de se passar 4 resolugcdo deste exemplo, deve-se fazer uma observagdo com
relacdo & carga de multiddo. Como se comentou na Segdo 6.1, a carga de
multiddo provém de veiculos leves que circundam o veiculo-fipo durante sua
passagem pela ponte. Esta carga ndo pode ser constante ao longo de uma viga
longitudinal da ponte, pois o veiculo-fipo € um veiculo leve ndo podem ocupar
simultaneamente uma mesma regico do tabuleiro, como se vé claramente na Figura
6.1. O efeito da muitiddo é maior na frente e atrds do veiculo-tipo, € menor onde ele
se encontra, como mostrado na Fig. 6.18; estes diferentes efeitos da multiddio sGo de
fato considerados no projeto de uma ponte. No caso particular deste exemplo, por
razdes didaticas, para simplificar sua resolucdo estd-se admitindo que a carga de
multid@o seja constante ao longo de toda a viga.

P1 p2
P1 o}l
P2

Y ¥ Y YV ll“’"" v vV v vV

Figura 6.18
Para resolver este exemplo, deve-se determinar:
o dasreagdes extremas (Mdxima e minima) dos dois apoios da viga;

o as forcas cortantes extremas (mdxima e minima) em todas as secdes fransversais
da viga;

e 05 momentos flefores extremos (Mmdaximo e minimo) em todas as secdes
fransversais da viga.

Estes esforcos solicitantes extremos costumam ser apresentados graficamente, por
meio dos diagramas de mdximos e minimos das forgas cortantes € dos momentos
fletores.
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DefinicGo 6.2

Diagrama de mdximos e minimos das forcas cortantes de uma viga € o diagrama
em se representam graficamente o méximo e o minimo valor da forca cortante em
todas as secdes transversais de uma viga submetida a um carregamento moével.

Andlogamente, tem-se:

Definicdo 6.3

Diagrama de mdximos e minimos dos momentos fletores de uma viga é o diagrama
em se representam graficamente o mdximo e o minimo valor do momento fletor em
todas as secdes fransversais de uma viga submetida aum carregamento mével.

Estes diagramas sdo determinados por ponfos, interpolando-se linearmente os
valores dos esforcos entre estes pontos. No caso particular deste exemplo, serGo
determinados por meio dos cinco pontos indicados na Figura 6.19, igualmente
espagados um do outro.

797 | } 1 =
A B C D E
} 2m_4_ 2m 2m _:_2m |

Figura 6.19

Examinando o carregamento que atua nesta viga, observa-se que ele constituido
por uma carga fixa - o peso proprio — e por duas cargas maoveis — a carga de
multiddio e o veiculo-tipo.

Pelo fato de o peso préprio ndo ser um carregamento movel, os esforgos produzidos
por ele ndo variam, podendo ser determinados por meio dos diagramas de esforgos
solicitantes habituais; j& os esforcos decorrentes das cargas moéveis, por serem
varigveis, devem ser determinados por meio das linhas de influéncia.

A resolucdio deste exemplo serd feita entdo em duas etapas, determinando-se
separadamente os esforgos produzidos pelo peso proprio e os produzidos pelas
cargas maéveis, que, somados, levardo aos esforgos extremos procurados.

1. Esforcos decorrentes do peso proprio

Na Figura 6.20 estdo representados os diagramas de esforgos solicitantes da viga
solicitada exclusivamente pelo peso proprio.
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20 k/m

80 kN
8m
40
80 ®
V (kN)
40
M (KNm)
120
12
. 160
Figura 6.20

80 kN

80

Tém-se as seguintes reacdes de apoio e os seguintes esforgos solicitantes nas cinco
secdes particulares da viga da Figura 6.19:

A B C D E
Reac;ﬁ{tlc: ;}erﬁcql 80 _ ~ - 80
Forcctgﬁlrtonte 80 40 0 - 40 - 80
Mcm[i:iir?\ ]fleior 0 120 160 120 0

Tabela 6.2 - Esforgos devidos ao peso préprio

Estes esforcos produzidos pelo peso proprio serdo posteriormente somados aos

produzidos pelas cargas moveis.

2. Esforcos decorrentes do carregamento moével e esforcos extremos

2.1 Reacoes de apoio

Serd&o inicidlmente determinadas as reagdes de apoio extremas.

Na Figura 6.21 indica-se a linha de influéncia da reagdo vertical do apoio A.
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Y

®

LIY,

Figura 6.21

Para obfer a reacdo mdxima em A, deve-se determinar, dentre todas as
combinacdes possiveis das cargas méveis, qual a que levard & maxima reagdo em
A. Esta combinacd@o mais desfavordvel das cargas moveis pode ser faciimente
encontrada examinando-se a linha de influéncia da reagdo vertical em A, e
verificando para que regido da ponte as cargas méveis t€m maior influéncia sobre a
reacdo em A. No caso particular deste exemplo, esta combinacdo mais
desfavoravel é a apresentada na Figura 6.22; ela corresponde a uma situagdo em
qgue se tem tanto o veiculo-tipo como carga de multiddo atuando: o veiculo-tipo
iniciando sua passagem pela ponte, encontrando-se seu eixo mais pesado em A e o
outro eixo em B, e carga de multiddo em toda a extensdo da ponte.

120 kN 80 kN
10 KN/m
L | v E r ¥ y
A B E
p2m —bm_ .4
Figura 6.22

Na Fig. 6.23, sobre a linha de influéncia da reagéo vertical em A, estd indicado o
carregamento mével que produz a méxima reagdo em A. Emprega-se a expressao
“carregar a linha de influéncia” para designar este procedimento de se indicar o
carregamento que leva a um esforgo extremo sobre a linha de influéncia deste
esforco, como se fez na Fig. 6.23.

L

/5 : i
A B C D “E

_QIﬂ_,_Qm__ }ﬂ_ | 2m |

120kN | 80 kN
10 kN/m
Y F l ¥ v r ¥ L 4
1
@
LIy,
Figura 6.23
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Nota 6.2

Antes de se passar & determinacdo da reagdo extrema em A produzida pelo
carregamento mével, serdo feitas algumas consideragdes gerdis sobre o Uso das
linhas de influéncia:

a) Obtencao dos esforgos produzidos por cargas concentradas

Na Fig. 6.24(a) apresenta-se uma viga simplesmente apoiada solicitada por uma
forca unitdria adimensional aplicada em uma segdo genérica de abcissa z; a linha
de influéncia da reacdo vertical em A mostra que esta forga unitdria produz em A
uma reacdo adimensional Y, =7(z). Na Fig. 6.24(b), a mesma viga € agora
submetida a uma forca P aplicada na mesma se¢do de abcissa z. Que reagdo esta
carga produz em A?

1 P
|_Z_p '—zp
A L 4 B A B
A > A 5
Y, Y, Y, Y
] -| \’\
Zz
ne LY, ne LIy,
(@) (0)
Figura 6.24

Como o modelo matematico que estd sendo empregado para andlisar esta viga €
linear, tem-se a seguinte relacdo entfre as reagdes das duas vigas da Fig. 6.24:

XA:E (6.12)
Y, 1
logo
YIA=P'YA :P.n(z) , (6.]3)
1 1
isto &,
Y'A=P-77(Z). (6.14)

A expressdo (6.14) é importantissima, por mostrar como se utiliza uma linha de
influéncia: a reacdo vertical em A produzida por uma forga P aplicada em uma
secdo de abcissa z & igual ao produto desta forga P pela ordenada adimensional
n(z) em z da linha de influéncia da reagdo vertical em A. Esta regra operaciondl,

aqui apresentada para o caso particular de uma reagdo de apoio, se aplica aos
demais esfor¢os de uma viga.

Como exemplo, considere-se a determinagdo, na viga em estudo, da reagdo
vertical em A produzida por uma forca de 80 kN aplicada em B, como mostrado na
Fig. 6.25.
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80
A Y E
777 —
A B A
Y, Ye
2m ém
1 T
@ |0,75
LIY,
Figura 6.25

Tem-se:
YA =80 kN -1n(z) =80 kN - 0,75 =60kN. (6.15)

J& se havia comentado que as linhas de influéncia s@o obtidas para uma forca
unitéria adimensional para que sejam universais, aplicdveis qualquer que seja a
unidade de medida das forgas que atuam em uma estrutura. O exemplo acima
mostra isso: como 77(z) € adimensional, a unidade da reagdo em A € o kN, pois esta
é a unidade de medida da forca aplicada em B; caso ela fosse a if, a reagdo em A
também teria como unidade a tf, etc.

b) Obtencdo dos esforcos produzidos por cargas uniformemente distribuidas

Na Fig. 6.26 mostra-se uma viga simplesmente apoiada parciaimente submetida a
uma carga uniformente distribuida. Deseja-se determinar a reagdo em A produzida
por esta carga.

b
=P

Figura 6.26

A reac@o em A produzida pela forga elementar p(z) dz mostrada na Fig. 6.27 &

dY,=p(z)dzn(z) (6.16)



¥

Lo
]-‘-\\‘-\_
M LIy,
Figura 6.27

A reagdo procurada € entdo

b b
Y,=[p@n@d:=p[n@) dz=pd. (617

b
sendo p(z) = p o carregamento uniformemente distribuido da viga e 4 = J?}(z) dz

(4]

a drea A daregido hachurada nha Fig. 6.28.

P

o =)
B

1 (B)
E LY,

Jel

Figura 6.28

Chegou-se d@ uma outra expressdo extremamente importante: a reagdo em A
produzida por uma forca uniformente distribuida atuando em um trecho da viga é
dada pelo produto da forga distribuida p pela drea 4 da regido entre o eixo da

viga e a linha de influéncia no trecho em que atua o carregamento distribuido.

Esta regra também se aplica aos demais esforgos produzidos por um carregamento
uniformemente distribuido.

Como exemplo, considere-se a viga da Fig. 6.29.
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b h h h r r

) B
\ B D e
2m am | 2m
. (A
1 T o - 0,25
LIY,
Figura 6.29
Tem-se
A:@5J2f_@@.4m=2m (6.18)
e

Y,=p-A=10kN/m-2m=20kN .(6.19)

Novamente comprova-se aqui a universalidade das linhas de influéncia, pois a
unidade de Y, depende apenas da unidade de p .

Feitos estes comentdrios, retorna-se & determinagdo da mdéxima reagcdo em A
produzida pelas cargas que carregam a linha de influéncia da Fig. 6.30.

¢

b

&m

120 kN 80 kN

10 kN/m

9 v ¥ Y 4 L 4 v 4 3

0,76

LIY,

Figura 6.30

Empregando a sistematica discutida na Nota 6.2, chega-se & mdxima reacdo em A
produzida pelas cargas méveis:

8-1

mdx Y =120-1+80-0,75+10-——==220kN. (620)

A, cargas movéis

Para obter a minima reacdo em A produzida pelas cargas moveis deve-se examinar
mais uma vez a linha de influéncia desta reagdo. Como suas ordenadas sdo todas
positivas, qualguer carregamento mével aplicado na viga levard a reagdes positivas,
que se somardo As decorrentes do peso préprio. As menores reagdes da viga
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ocorrerdo, portanto, quando n&o houver carregamento moével aplicado, estando @
viga submetida exclusivamente ao peso préprio, tendo-se assim

min YA,cm'gas moveis 0 * (62])
Obtidas as reacdes extremas produzidas em A pelas cargas moéveis, somando-as &
reacdo em A produzida pelo peso proprio chega-se as reagdes extremas do apoio
esquerdo da viga de ponte que vem sendo examinada.

Os resultados finais desta discussdo sobre a reacdo vertical em A produzida pelas
cargas que atuam na ponte estdo apresentados na Tabela 6.3.

P = Cargas moveis Extremos
O50 Propno max min max min
Ya 80 220 0 300 80

Tabela 6.3 - Reacdes verticais extremas do apoio esquerdo (kN)

Esta tabela mostra que, para a viga de ponte submetida ao carregamento descrito
no enunciado deste exemplo, a reacdo Ya — logo também a carga no apoio desta
viga - ird variar entre 80 kN e 300 kN, podendo, para as infinitas combinagsoes
possiveis das cargas moveis, assumir todos os valores entre estes dois exiremos.

A determinacdo das reacdes extremas do apoio da direita da viga se faz de
maneira inteiramente andloga & que levou aos exiremos de Ya. Na Fig. 6.31
apresenta-se a linha de influéncia de Ye carregada pelos esforcos que levam a
maxima reacdo em E: o veiculo-tipo comegando a voltar pela ponte, com o eixo
mais pesado em E e o eixo mais leve em D, e multiddo em toda a extensdo da
ponte.

75y 2
A g
8m
80 kN 120 kN
2m
10 KN/m ==——x
) 4 v v v Y Y v ‘L k
,.A-""-,-— .l
0,75
LIY,
Figura 6.31

A méximareacdoemEeé

8-1

max Yy =120-1+80-O,75+10-T:220kN. (6.22)

, cargas moveis

Mais uma vez, vai-se ter a minima reacdo quando ndo houver carregamento moével
na ponte, logo

min Y, =0. (6.23)

As reacoes extremas em E estdo na Tabela 6.4.

, cargas moveis
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Cargas moveis

Extremos

Peso préprio

max

min

mdax

min

Ye

80

220

0

300

80

Tabela 6.4 - Reacdes verticais extremas do apoio direito (kN)

Observo-se que os dois apoios apresentam as mesmas reagdes exfremas, o que
decorre da simetria geométrica das vigas simplesmente apoiadas.

2.2 Forcas cortantes

Serdo determinadas forcas cortantes extremas decorrentes do

carregamento movel.

agora  as

Na Fig. 6.32 apresentam-se as linhas de influéncia da forga cortante nas cinco
secbes particulares que estdo sendo empregadas para obter os diagramas de
maximos e minimos. Observa-se que a linha de influéncia da for¢a cortante em A
coincide com a da reacéo vertical em A, pois ¥, =Y, (note que areagcdo em A é
também a forga cortante nesta se¢do, e que uma reagdo positiva — orientada para
cima - leva a uma forca cortante positiva — girando a barra no sentido hordrio). J&
as linhas de influéncia da forca cortante e da reagdo vertical em E s&o iguais em
maodulo, mas com sinais opostos, pois ¥, =—Y, (note que areagdo emE € também
a forca cortante nesta secdo, e que uma reagdo positiva — orientada para cima —
leva a uma forca cortante negativa — girando a barra no sentido anti-hordrio).

- T T T —7)
A B C D “E

2m

LIV,

LIV,

LIV,

29



0.2° @ LIV,
© |0175
LIV,
DY |
Figura 6.32

Na Fig. 6.33 apresentam-se as linhas de influéncia das forgas cortantes nas segoes A,
B e C, carregadas pelos esforcos moéveis que levam & maxima forga cortante — Figs.
6.33 (a), 6.33 (c) e 6.33 (e) — e & minima forgca cortante nestas segdes - Figs. 6.33 (b),
6.33 (d) e 6.33 (f). Observa-se que o méximo e o minimo aqui considerados sGo
extremos algébricos: a maxima forca cortante em uma se¢do fransversal € a maior
forca cortante positiva nesta se¢do — girando a barra no sentido hordrio - e @
minima forca cortante é a maior forca cortante negativa nesta se¢do — girando ¢
barra no sentido anti-hordrio.

Como j& se comentou anteriormente, a linha de influéncia da forga cortante em
uma secdo fransversal ndo se define para a forga unitdria aplicada na propria
secdo. Assim, nas Figs. 6.33 (a), 6.33 (c) e 6.33 (e} a forga de 120 kN estd aplicada em
uma secdo imediatamente & direita de A, B e C respectivamente, as segdes A+, B+ e
C+. J& nas Figs. 6.33 (d) e 6.33 (f) a forca de 120 kN estd aplicada em uma se¢do
imediatamente & esquerda de B e C respectivamente, as segdes B-e C..
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30



120 kN 80 kN
10 kN/m
‘r Y h A L 4 v v h h
(©)
0,75
_ ® 0.5 LIV,
0.25
10 kN/m
80 kN 120 kN
\ ' -
(d)
0,75 @
v LIV,
0,26
120 kN | 8O KN
10 kN/m
Y . v ¥
()
0,25
09@ LIV,
T — 0 |os
80 kN 120 kN
10 kiN/m
v Y l Y
()
([;5 ® LIV
o2 os
Figura 6.33
Obtém-se da Fig. 6.33:
; 8-1
max Vil . cargas moveis 120-1+80- 0!75 +10- T =220 kN (624)
e
min VA.mrgas mbveis — 0:; (625}



=120-0,75+80-0,5+10-6'0’75

max V, =152,5kN  (6.26)

, cargas moveis

e
1IN Vg, ooges mives =120+ (= 0,25) +80-0+10- L_ZO’ZS—) =—325kN; (6.27)
MAX Vs mives =120 0,5+ 800,25 +10 - 405 _ 90 v (6.28)
e
MV corgus mives =120+ (= 0,5) + 80 - (= 0,25) +10- 4C09_ g0y (629)

De maneira andloga obtém-se os valores extremos da forga cortante nas secdes D e
E:

MAX V), | cargas miveis = 3259 kN~ (6.30)
e
MRV cargas moveis = — 19255 kN ; (6.31)
MAX V; orgas moveis = O KN (6.32)
e
MRV curgus moveis = — 220 kN .{6.33)

Determinadas as forcas cortantes extremas produzidas pelo caregamento movel,
somando-as s decorrentes do peso proprio obtém-se as forcas cortantes exiremas
nas cinco secdes particulares da viga de ponte que vem sendo analisada. Estas
forcas cortantes extremas estdo na Tabela 6.5.

N L. Cargas moveis Extremos
Sec¢do Peso préprio e i — =
A 80 220 0 300 80
B 40 152,5 - 32,5 192.5 7.5
C 0 90 -90 90 -90
D - 40 32,5 -152,5 -7.5 -192,5
E -80 0 - 220 -80 - 300

Tabela 6.5 — Forcas cortantes extremas nas segdes A, B, C, D e E (kN)

A parfir desta tabela pode-se obter o diagrama de mdximos e minimos valores da
forca cortante da viga deste exemplo, mostrado na Fig. 6.34; como ja se havia
comentado, este diagrama é tracado a partir dos valores determinados para as
cinco secdes particulares da Tabela 6.5, interpolando-se linearmente entre eles.
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Figura 6.34

A faixa hachurada na Fig. 6.34, delimitada pela linha de méximos e pela linha de
minimos, recebe o nome de faixa de trabalho, pois todos os valores possiveis para as
forcas cortantes nas secdes transversais desta viga encontram-se dentro desta faixa.
Tomando como exemplo o da secdo B, viu-se que hd um carregamento gue leva &
forca cortante minima de 7,5 kN e um carregamento que leva & forga cortante
mdxima de 192,5 kN; para os demais carregamentos possiveis da viga, a forga
cortante em B tomard todos os demais valores entre 7,5 kN e 192,5 kN.

A linha de mdaximos recebe também o nome de envoltdria de maximos e a linha de
minimos, o de envoltéria de minimos, pois estas linhas envolvem todos os diagramas
de forcas cortantes possiveis para esta viga. Se forem tracados fodos os diagramas
de forcas cortantes produzidos pelas infinitas combinagdes possiveis das cargas
maoveis, todos eles estardo dentro da faixa de trabalho, e as linhas que envolver&o
superior e inferiormente todos estes diagramas, isto &, as linhas que tangenciar@o os
seus extremos sdo a linha de mdaximos e a linha de minimos. Na Fig. 6.35 mostram-se
dois destes infinitos diagramas: o produzido pelo carregamento que leva & maxima
forca cortante em B e o produzido pela carga de multiddo atuando em toda a
ponte, encontrando-se o veiculo-tipo fora da ponte.

linha de mdximos

— faixa de frabalho

linhi de minirnos

Figura 6.35

Finalizando esta secdo, comenta-se que é muito importante saber interpretar
corretamente as informagdes dadas pelo diagrama de mdéximos € minimos. No caso
particular desta viga, ele mostra que, por exemplo, na se¢éo B a forga cortante serd
sempre positiva, isto &, girando a barra no sentido hordrio, € que seu valor ird variar
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de 7,5 kN a 192,5 kN. J& na secdo C, a forca cortante ird variar de - 20 kN, ou seja,
girando a barra no sentido anti-hordrio, a 90 kN, girando a barra no sentido hordrio.

2.3 Momentos fletores

De forma andloga a feita para as forgas cortantes, serdo determinados agora os
momentos fletores extremos produzidos pelo carregamento moével, e, em seguida, o
diagrama de mdéximos e minimos momentos fletores.

Na Fig. 6.36 indicam-se as linhas de influéncia do momento fletor nas cinco segoes
transversais que estdo sendo empregadas para obter o diagrama de mdaximos e
minimos.

W 1 I I
\ B C D E
. 2m . 2m +___2m L 2m
0 LIM,
LIM,
1.6
LIM,
2
LIM,
1.5
0 LIM,
Figura 6.36

Observa-se que as linhas de influéncia do momento fletor nas extremidades da barra
s&o nulas, pois, tratando-se de uma viga simplesmente apoiada, qualquer que seja a
posicdo da forca unitdria adimensional aplicada na viga, os momentos fletores
nestas exiremidades ser&o sempre nulos. Pode-se verificar que o tragado gréfico da
linha de influéncia do momento fletor anteriormente apresentado leva exatamente
a estas linhas de influéncia nulas para as se¢cdes A e E.

Para as secdes A e E tem-se, portanto,

max MA , cargas moveis =min MA , cargas moveis = 0 (634)

max ME cargas moveis =min ME , cargas moveis = O * (635)
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Examinando as linhas de influencia das secdes B, C e D mostradas na Fig. 6.36,
observa-se que elas sdo sempre positivas. Conclui-se, portanto, que os menores
momentos fletores nestas secdes serdo os que se terd quando n&o houver nenhum
carregamento movel na viga, que estard entdo submetida apenas ao peso préprio.

Na Fig. 6.37 apresentam-se as linhas de influéncia das secdes B, C e D carregadas
pelos esforcos moveis que levam aos mdximos momentos fletores. Pode-se
demonstrar que, sendo estas linhas de influéncia lineares, o méximo momento fletor
ocorrerd quando uma das cargas concentradas do veiculo-tipo estiver sobre o
ponto anguloso da linha de influéncia. Esta demonstragdo serd apresentada no final
desta secdio. Observa-se dinda que, no caso da seg¢do C, pela simetria da linha de
influéncia, hd duas situacdes em gue o veiculo-tipo leva ao mesmo momento
extremo, ambas mostradas na Fig. 6.37.

- 1 t ? -
A B C D E
2m_ | 2m | 2m { 2m
120 kN 80 kN
10 kN/m
v A v Y v v “ JL 1L vy VvV V¥
LIM,
],5 /

80 kN 120 kN
TOkN/m

1r‘1r¢\r¢¢wvv\Lw“

120 kN I 80 kN

10 kN/m

vy ¥ ¥ ¥V Y W% l 4 Y Y _ X v

LIM,
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Figura 6.37
Tem-se entdo para as segées B e C:
- 8 & 1,5
max MB_WW wiveis =120 1,5+ 80-1+10- 2 =320 kNm (6.36)
e
mfn MB. Cargas Moves = 0 ] [637)
;i 82
max Mr‘m,gm,ém =120:2+80-1+10- T =400 kNm (6.38)
e

min M =0. (6.39)

C, cargas moveis

Em decorréncia da simetria da viga, os momentos flefores extremos na se¢do D sGo
os mesmos da secéo B.

Tendo-se os momentos fletores extremos produzidos pelo caregamento movel,
pode-se obter agora o momento fletor maximo e o momento fletor minimo nas cinco
secoes particulares que vém sendo analisadas.

- - Cargas moveis Exfremos
Secdo Peso proprio = — o min
A 0 0 0 0 0
B 120 320 0 440 120
C 160 400 0 560 160
D 120 320 0 440 120
E 0 0 0 0 0

Tabela 6.6 - Momentos fletores extremos nas se¢des A, B, C, D e E (kNm)

A partir desta tabela pode-se tragar o diagrama de méximos e minimos momentos
fletores, apresentado na Fig. 6.38.
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Observa-se que os minimos momentos fletores em todas as se¢des desta viga
ocorrem para a situagcdo em que ndo se tem carregamento mével na ponte; por
esta razdo, o diagrama de minimos da Fig. 6.38 coincide com o diagrama dos
momentos fletores produzidos pelo peso proprio, mostrado na Fig. 6.20.

A faixa de trabalho dos momentos fietores é a faixa hachurada na Fig. 6.38.

Para finalizar esta secdo, demonstra-se o seguinte teorema:

Teorema 6.1

Os esforgos extremos Es produzidos por um veiculo-tipo em uma viga cuja linha de
influéncia de Es é linear e possui um ponto anguloso ocorrem para uma das cargas
do veiculo-tipo sobre o ponto anguloso da linha de influéncia ou sobre uma das

extremidades da viga.

Para demonstrar este teorema, considere-se a viga simplesmente apoiada com dois
balancos da Fig. 6.39, sobre a qual se desloca o seguinte veiculo-tipo:

Pl P2
d
+—2
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Figura 6.39

A linha de influéncia ilustrada na Fig. 6.39 € a do momento fletor em S, e serd
determinada em uma das proximas segdes deste Capitulo.

Deve-se responder agora duas perguntas: que posicdo do veiculo levard ao maximo
esforco Es2 E que posicdo do veiculo levard ao minimo esforgo Es?

Quanto ao minimo, & facil verificar que serd quando o eixo mais pesado do veiculo
estiver sobre uma das exfremidades da viga; sobre qual das duas extremidades e se
o outro eixo também estard sobre a ponte, dependerd de cada caso particular.

Quanto ao maximo esforco Es, hd duas posicdes do veiculo naturalmente
candidatas a levarem a este mdximo: P1 ou P2 sobre S. E quando P1 estiver &
esquerda de $ e P2 & direita de $2 O mdximo poderd se dar para esta situagdo?
Como j& se mencionou, pelo fato de a linha de influéncia de Es ser linear, o maximo
valor de Es ocorrerd para um dos eixos sobre esta secdo, isto é, para P1 ou P2 sobre S.
E o que se demonstrard agora.

Na Fig. 6.39, abaixo da viga mostra-se a linha de influéncia do esforgo Es, carregada
pelo veiculo-tipo na situacdo sobre a qual se fem a divida: Pi & esquerda de S e P2
a sua direita.

Tem-se entdo

Eg=B-1(2)+ B 1(z +d);(6.40)

como

n(2) =215 [6.41)

X
e
(l-z-d)
+d)y=——=14, 6.42
n(z+d) i-n (6.42)
chega-se a
ES:R'EUS+I)2.MTIS' (6_43)
x (I—-x)
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Esta expressé&o mostra que o esforco Es varia linearmente com z; conseqientemente,
os extremos de Es ocorrerdo para os extremos de z, ou seja, para z = x —d —quando

P, estard sobre S — ou para z=x - quando Pi estard sobre S - (para z<x—-d e
para z > x a situacdo ndo serd a que estd sendo analisada, pois o veiculo estara

com ambos 0s eixos ou & esquerda ou & direita de S). Estd assim demonstrado que o
maximo valor de Es ocorrerd para um dos eixos do veiculo-tipo — o eixo mais pesado -
sobre o ponto anguloso da linha de influéncia. Dependerd de cada caso particular
a posicdo do outro eixo, se d esquerda ou & direita de S.

Fica assim demonstrado o teorema. No caso particular desta viga, 0 minimo vai se
dar para o eixo mais pesado sobre uma das extremidades da viga e © maximo, para
o eixo mais pesado sobre o ponto anguloso da linha de influéncia.

#

O teorema que acaba de ser demonstrado € o caso particular de um teorema mais
geral:

Teorema 6.2

Os esforcos extremos Es produzidos por um veiculo-tipo em uma viga cuja linha de
influéncia de Es € linear e possui pontos angulosos ocorrem para uma das cargas do
veiculo-tipo sobre um dos pontos angulosos da linha de influéncia ou sobre uma das
extremidades da viga.

Este teorema, que também decorre da linearidade da linha de influéncia de Es, é
demonstrado de forma andloga & que se acaba de fazer; esta demonstragcdo ndo
serd feita aqui.

Nota 6.3

Antes de passar ao estudo das linhas de influéncia de uma viga em balango,
convém fazer uma Ultima observag¢ado.

A determinacdo dos esforcos extremos nas secdes transversais da viga do Exemplo
6.1 foi feita em duas etapas, tendo-se obtido separadamente os esforgos
decorrentes do peso proprio — que foram determinados sem utilizar as linhas de
influéncia — e os esforcos decormrentes do carregamento mével — determinados por
meio das linhas de influéncia. Estes esforcos foram depois somados para se chegar
aos extremos.

Alternativamente, a obfengdo dos esforgos extiremos poderia ter sido feita em uma
Unica etapa, carregando-se a linha de influéncia simultaneamente com o peso
préprio € com as cargas moveis.

Na Fig. 6.40 a linha de influéncia da forca cortante na se¢&o C da viga do Exemplo

6.1 é carregada pelos esforcos que levam & cortante mdaxima: o peso préprio
atuando em toda a viga e as cargas moveis na posicdo mais desfavordvel.
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Tem-se entdo
= ) 4.0
mdx V. =20-{4 ( 20’5) + 4 O’5}+120-0,5+80-O,25+10-—2—’§=90kN. (6.44)

Nesta expressdo estdo considerados os dois efeitos: o primeiro termo do lado direito
é a cortante produzida pelo peso proprio e os demais termos sdo a cortante maxima
produzida pelo carregamento moével.

A opcdo por uma ou outra forma de obter o efeito do peso préprio € uma guestdo
de preferéncia pessoal. Desejando-se determinar os extremos em vdrias segoes, a
opcdo pelos diagramas de esforcos solicitantes € a menos frabalhosa; desejando-se
os extremos em poucas secdes, a opgdo pelas linhas de influéncia € a menos
frabalhosa.

6.4 Linhas de influéncia de uma viga em balango

Nesta secdo serdo determinadas as linhas de influéncia de uma viga em balango.
Serd adotado o mesmo procedimento empregado na obtencdo das linhas de
influéncia de uma viga simplesmente apoiada.

Considere-se a viga em balanco da Fig. 6.41. Serdo determinadas as linhas de
influéncia da reacdo vertical do apoio, do momento reativo, e as linhas de
influéncia da forca cortante e do momento fletor em uma se¢do genérica S da viga.

; : 2

Figura 6.41

Na Fig. 6.42 a viga estd submetida & forca unitdria adimensional que a percorre de
uma extremidade & outra; na Fig. 6.42 (a), a forca unitdria encontra-se & esquerda
de S, e, na Fig. 6.42 (b), encontra-se & direita desta se¢do.
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As linhas de influéncia procuradas tém entdo as seguintes expressdes analiticas:

LIY,=1;  (6.45)

LIM = —-(l-2); (6.46)

LIV,=-1, 0<z<x, (6.47)
e
LIV, =0, x<z<l; (6.48)
LIM¢=-1-(x-2), 0<z<x, (6.49)
e

LIM; =0, x<z<I (6.50)

Estas linhas de influéncia estdio fragadas na Fig. 6.43.

7z
A : /B
X ; =%
1 ® L,
| / LIV
LIV,
1 ©
Figura 6.43

Assim como no caso das vigas simplesmente apoiadas, pode-se estabelecer regras
praticas para o fracado das linhas de influéncia de uma viga em balango mostradas
na Fig. 6.43. Como estas regras sdo muito simples e podem ser facimente
estabelecidas a partir do exame da Fig. 6.43, elas ndo serdo apresentadas aqui.
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6.5 Linhas de influéncia de uma viga simplesmente apoiada com dois balangos

Finalizando esta apresentacdo das linhas de influéncia das vigas simples isostdticas,
nesta secdo ser&o examinadas as linhas de influéncia de uma viga simplesmente
apoiada com dois balangos.

Considere-se a viga da Fig. 6.44. Desejom-se as linhas de influéncia das reagoes
verticais dos apoios B e C e da forca cortante e do momento fletor nas secoes
genéricas $; e S3 dos balangos e na secdo genérica Sz do trecho simplesmente
apoiado da viga.

S S, = 5,
C

LIV,

c \
LIM,,

Vg

/ d
UM,

Figura 6.44

As linhas de influéncia da forca cortante e do momento flefor nas se¢des S1 € S3 sGo
muito simples. Observando, por exemplo, a se¢do §1 do balango esquerdo da viga,
constata-se que so se terd forga cortante e momento fletor nesta segdio enquanto a
forca unitdria adimensional estiver & sua esquerda. As linhas de influéncia da forga
cortante e do momento fletor em $; sGo entdo como as da se¢do § da viga em
balanco analisada na secdo anterior. Estas linhas de influéncia estdo desenhadas na
Fig. 6.44. As linhas de influéncia da forga cortante e do momento fletor na se¢do S3
do balango da direita sdo obtidas de forma andloga, e também estdo tracadas na
Fig. 6.44; observa-se apenas que, enquanto a forga cortante em S1 € negativa, em S3
ela é positiva.

Passa-se agora &s linhas de influéncia das reagdes de apoio e da forca cortante e
do momento fletor na secdo S2. Na Fig. 6.45 mostra-se a viga em um instante em que
a forca unitdria que a percorre se encontra no seu trecho central. Como os balangos
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estdo descarregados, tanto as reacdes de apoio como os esforcos solicitantes em S
sdo os mesmos que foram determinados para a viga simplesmente apoiada da Fig.
6.8. As linhas de influéncia do trecho simplesmente apoiado desta viga com dois
balangos sdo portanto as mesmas que foram determinadas para a viga
simplesmente apoiada, tragadas na Fig. 6.9, estando indicadas na Fig. 6.46.

1

]L.,
Y 1
e s, 77

A B C D
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Figura 6.45
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Figura 6.46

Na Fig. 6.47 mostra-se a viga em um instante em que a forga unitdria se encontra no
balanco da esquerda. As reagdes dos apoios s&o neste caso

a—z

Y, =1+ (6.51)
(5]
¥,=-2"% (6.52)
/
I
| E—
Y 1
A B A 5 C D
I 1+ O_['Z a-z
|
—e LI L By
Figura 6.47

Tem-se entdo para a forgca unitaria no balanco da esquerda:

a—=z

LIY, =1+ (6.53)
e
LY, = =222 (6.54)
LIV, = %: (6.55)
LM, = —= !“Z (I - x). (6.56)

Na Fig. 6.48, as linhas de influéncia para a forga unitdria no balangco da esquerda
estdo acrescentadas as j@ tragcadas na Fig. 6.46. Observa-se que elas sdo os
prolongamentos das linhas de influéncia lineares obtidas para a forca unitdria entre

0s apoios da viga.
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De forma inteiramente andloga chega-se as linhas de influéncia para a forga
unitaria no balango da direita; acrescentando-as as apresentadas na Fig. 6.48,
chega-se &s linhas de influéncia procuradas das reacdes dos apoios da viga e da
forca cortante e do momento fletor na secdo Sz. Estas linhas de influéncia completas
estdo apresentadas na Fig. 6.49.
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Examinando a Fig. 6.49, nota-se facilmente que as regras prdticas para o fragcado
das linhas de influéncia de uma viga simplesmente apoiada podem ser empregadas
também para determinar as linhas de influéncia de uma viga simplesmente apoiada
com dois balancos, j@ que basta prolongar nos balangos os trechos lineares das
linhas de influéncia do trecho central da viga.

Nota 6.4

Para determinar as linhas de influéncia da Fig. 6.49, dividiu-se o problema em trés
etapas: a) a forca unitdria entre os apoios, b) a forca unitdria no balango da
esquerda e ¢) a for¢ca unitdaria no balango da direita.

Esta divisGo foi feita por razdes diddticas, para deixar bem claro que esforgos se tem

na viga em cada uma das trés situacdes.
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A obtencdo das linhas de influéncia das reagdes de apoio e dos esforgos solicitantes
em S poderia ter sido feita, entretanto, de uma Unica vez. Na Fig. 6.50 mostra-se a
viga nas trés situacdes que se acaba de mencionar: com a forga unitéria entre os
apoios, com a forca unitéria no balango da esquerda e com a forga unitéria no
balango da direita.
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Figura 6.50

Utilizando @ mesma dabcissa z para caracterizar a posicdo da forga unitdria, as
reacdes de apoio destas trés vigas séo dadas pelas mesmas expressdes analiticas:

Y, =
e (6.57)

-z
!

Z
Vo=

Examinando estas expressées nos trés casos, verifica-se que ambas as reagoes da
viga da Fig. 6.50 (a) s@o para cima - pois [ —z >0 -, que a reacdo Y, da viga da
Fig. 6.50 (b) é para cima e que Y, é para baixo - pois z <0 -, e que areagdo Y, da
viga da Fig. 6.50 (c) é para baixo e Y. para cima - pois z > 1.

As linhas de influéncia das reacdes de apoio da viga sdo dadas entdo pelas
expressoes

LIY, =
e (6.58)

[—z
[

47



LIY, = %:

estas linhas de influéncia sdo as tfragadas na Fig. 6.49.

As linhas de influéncia dos esforgos solicitantes em S2 dependem da posicdo da
forca unitdria, Para a forga unitdria a esquerda de Sz (Fig 6.51 {a)), fem-se

LIVy = ==, z<x (6.59)

LIMg = =-(I-x), z<x. (6.60)

~|n

Para a forgca unitéria & direita de Sz (Fig. 6.51 (b))}, tem-se

LIV, = ‘,_TZ, 5% (6.61)

l-z
/

luh'kr‘s2 = X, ZEX (6.62)

As linhas de influéncia dadas por estas expressdes sdo as tracadas na Fig. 6.49.

ol
(@) Y !
=aS g, 7
1 |
1 a 1 X 1 I-x | D |
]
| : >
() } Y
e s, 7o
I |-z I z
[ t
Figura 6.51

Esta forma de obter as linhas de influéncia, embora seja matematicamente mais
elegante que a divisdo do problema em trés etapas, do ponto de vista fisico &
menos clara que esta Ultima. E por esta razéio que optou-se pela consideracdo das
trés etapas.

iz
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7. Trelicas

Nos dois Ultimos capftulos, em que foram examinados os diagramas de esforgos
solicitantes de estruturas reticuladas e as linhas de influéncia de vigas simples, a
preocupacdo maior foi com a apresentagdo destes conceitos € nGo com a andlise
do comportamento e do funcionamento das estruturas examinadas.

Neste e nos proximos capitulos desta apostila serGo analisados diversos sistemas
estruturais - trelicas, poérticos triarticulados, arcos triarficulados, vigas Gerber e
estruturas associadas -, com o objetivo ndo apenas de obter os esforgos solicitantes
das estruturas examinadas, mas, tfambém, de estudar o comportamento de cada
um destes tipos de sistemas estruturais.

Nestes capitulos, estarse-4 bem mais préximo da pratica da atividade do
engenheiro, examinando-se e andlisando-se n&o mais estruturas de intferesse
principalmente académico, mas estruturas que realmente fazem parte do dia-a-dia
da engenharia.

7.1 Introducdo

Na Figura 7.1 apresenta-se uma viga simplesmente apoiada: em (@) ela esta
descarregada, e em (b), suometida a uma forga verfical, encurvando-se. O
encurvamento desta viga decorre do fato de as fibras superiores se encurtarem e de
as fibras inferiores se alongarem, o que leva a viga deformada a ter concavidade
para cima.
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Figura 7.1

Como se verificou no Capitulo 2, as fibras longitudinais de uma barra diminuem de
comprimento quando a barra é comprimida e aumentam de comprimento quando
ela & tracionada. No caso da barra da Figura 7.1, as fibras superiores sGo
comprimidas, encurtando-se, e as inferiores s@o tracionadas, alongando-se. Como se
verd mais adiante no curso, as tensdes normais na se¢do tfransversal desta barra
variam linearmente ao longo da altura da viga, com se mostra na Figura 7.2,

Figura 7.2
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Observa-se nesta figura que o material da barra é bem solicitado junto &s faces
superior e inferior, onde as tensdes sdo grandes, e pouco solicitado em sua parte
central, onde as tensdes sdo pequenas. Conclui-se, desta observagdo, que uma viga
de secdo transversal retangular ndo é a mais econdmica para resistir & flexdo, pois
tem-se muito material na regido central da viga que, como se viu, &€ pPouco
aproveitada, j@ que nela as tensdes sdo baixas - observe na Figura 7.3 (a) as tensces
normais na secdo transversal de uma viga de segdo retangular submetida a flexao.
J& uma viga de secdo | € muito adequada para resistir & flexdo, pois nela o material
se concentra nas regides mais solicifadas da viga, tendo-se pouco material na sua
regido central, como se observa na Figura 7.3 (b).

(o) (o)
Figura 7.3

E justamente por permitir um bom aproveitamento da capacidade resistente do
material que os perfis | e os perfis H sdo muitissimo utilizados nas construgoes
metdlicas.

O passo seguinte no sentido de se aproveitar bem o material de uma viga fletida €
eliminar material da regido central em gue ele é pouco aproveitado, concentrando-
o nas regides junto as faces da viga, como se vé na Figura 7.4 (o), em que se retirou
material da parte central pouco aproveitada da viga.
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Figura 7.4

Na Figura 7.4 (b) mostra-se a deformagdo da viga produzida por uma forga vertical,
verificando-se que tem-se um banzo superior comprimido - os banzos sdo o barra
superior e a barra inferior da viga - e um banzo inferior fracionado, ligados por
montantes verticais e diagonais. E bastante intuitivo que os dois banzos tenham que
ser unidos por elementos de ligacdo - neste caso, pelos montantes e diagonais -
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para que toda a viga trabalhe conjuntamente como um elemento Unico,
comprimido em cima e fracionado em baixo.

Um aperfeicoamento desta idéia leva & viga da Figura 7.5, constituida por barras
unidas entre si para formar uma viga de grande altura, com dois banzos unidos por
montantes verticais e diagonais; vigas como esta sdo muito ufilizadas nas
consfrucdes, sendo muito empregadas em pontes ferrovidrias. Esta viga € uma
estrutura muito eficiente para resistir & flexdo, pois possui dois banzos bastante
afastados - como se verd a frente no curso, quanto mais alta for uma viga mais
resistente ela serd a flexdo -, ligados entre si por poucos elementos. O consumo de
material & bastante baixo, j& que existem grandes vazios na alma da viga - dd-se o
nome de alma de uma viga 4 regido que une os seus banzos.

L7,

Figura 7.5

Vigas como a da Figura 7.5 recebem o nome de frelicas, e a discussGio que se
acaba de fazer explica as razdes que levam as trelicas a serem elementos estruturais
tdo eficientes e tdo utilizados: sdo leves, possuem grande resisténcia & flexdo,
permitem um grande aproveitamento da capacidade resistente do material e sGo
muito econdmicas. E por este motivo que as frelicas sdo elementos estruturais tGo
freqUientes nas construcdes, por exemplo, como tesouras de telhado ou vigas laterais
de pontes e passarelas, Na Figura 7.6 mostram-se algumas frelicas da cidade de SGo
Paulo.

Passarela na Estacdo da Luz

= %’-_--n s
Foto tirada pela aluna Daniella Pinholi Cardoso
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Trelica utilizada na construgdo da ponte estaiada dalinha 5 do metré

(L faoRT (VAR

Foto tirada pelo aluno Andefsbh 'Gldu'c\o BniTe

Edificio do Comando do 8° Distrito Naval

———

Foto tirada pelos alunos André Cunho e Carlos Takaoka

Passarela sobre a Avenida Eusébio Matoso
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Figura 7.6
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Feita esta infroducdo informal do que é uma treliga, apresenta-se agora sua
definicdo formal:

Definicdo 7.1
Trelicas sGo estruturas:

a) Formadas por barras articuladas nas suas extremidades;
b) Solicitadas por forcas externas aplicadas exclusivamente em seus nds.

D&-se 0 nome de né de uma trelica ao ponto de encontro de duas ou mais barras
da trelica.

Na Figura 7.7 apresenta-se o modelo de uma freliga muito usada em telhados,
verificando-se que ela satisfaz a definicdo acima. Nesta figura, os nds da trelica sao
identificados por letras e as barras, por nimeros; esta & a notagdo usual para os Nos
e barras de uma trelica.

v A

Figura 7.7

E muito facil mostrar que nas barras de uma trelica o Unico esforgo solicitante
atuante é a forca normal - de fragdo ou de compressdo -, sendo nulos todos os
demais esforcos solicitantes.

Para comprovar esta afirmacdo, considere-se o equilibrio da barra 1 da frelica da
Figura 7.7, refirada da trelica por meio de dois cortes: um segundo uma secdo
imediatamente & direita de B e outro segundo uma secdo imediatamente &
esquerda de A, indicados na Figura 7.7.

Na Figura 7.8 indica-se a barra 1 retirada da trelica e os esforgos que podem atuar
em suas extremidades; uma forca longitudinal € uma for¢a fransversal, pois, como as
extremidades da barra sdo articuladas, nelas ndo atuam momenfos.
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Figura 7.8
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Como esta barra foi refirada de uma estrutura em equilibrio, ela esté em equilibrio,
logo as equacdes de equilibrio da estdtica ficam satisfeitas:

Y X=0 X, +X,=0
Y Y=0 v Y, +Y,=0 .0
Y M, =0 Lo =Y -l=0

Destas equagdes, decorre:

(7.2)

Como tem-se Y, = Y, =0, tanto as forgas cortantes como os momentos flefores na

barra 1 séo nulos, fendo-se entdo nesta barra apenas for¢as normais de tragdo ou
de compressdo, como indicado na Figura 7.9.

N N

\z
N\

Figura 7.9

E claro que o raciocinio feito aplica-se a fodas as demais barras da trelica da Figura
7.7, concluindo-se entdo que em todas elas s& se tem forcas normais, sendo nulas as
forcas cortantes e os momentos fletores.

Observando-se uma ftrelica real, verifica-se que ela ndo satisfaz exatamente as
condicdes estipuladas na Definicdo 7.1 para que uma estrutura seja uma treliga:

a) Normalmente as barras das trelicas ndo sdo perfeitamente articuladas nas
suas extremidades - exemplificando esta afirmagdo, mostram-se na Figura
7.10 duaos trelicas cujas barras ndo sdo perfeifamente articuladas em suas
extremidades, tendo as barras do Esporte Clube Pinheiros sido concretadas
monoliticamente e sendo as barras da trelica do IPT unidas por meio de solda
a chapas de ligagdo.

b) As forcas externas que nelas atfuam ndo sdo todas aplicadas nos nds, ja que
pelo menos o peso proprio é aplicado ao longo das barras.
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Trelica do Esporte Clube Pinheiros

F_o’ros Tirodc pelo olunGuiIhermé ‘S;fuch
Figura 7.10

Ambos os fatos fazem com que se tenha forgas cortantes € momentos flefores nas
barras de uma trelica.
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Considere-se novamente a barra 1 da trelica da Figura 7.7, mas agora também
submetida a seu peso prdprio, como se mostra na Figura 7.11.

Xa
~1 g
g ARNY
p AN
Xg
7 BN Ys
Figura 7.11

E muito facil verificar que agora, além de forgcas normais, fambém se terd nesta
barra forcas cortantes e momentos fletores.

Com relacdio & influéncia do fato de ndo se ter articulagdes nas extremidades das
barras da trelica, considere-se a trelica indicada na Figura 7.12. Trata-se de uma das
trelicas mais simples que se pode ter, um tridingulo formado por barras articuladas em
suas extremidades. Na Figura 7.12 (@) indica-se a frelica antes da aplicagdo da
carga no nd A, e, na Figura 7.12 (b). a configuragdo deformada da trelica, apds a
aplicacdo da carga em A,

Figura 7.12

O comportamento e a deformagdo desta trelica sdo bastante intuitivos: as barras 1
e 2 ficam comprimidas e a barra 3, tracionada; todas as barras ficam retas, o angulo
entre as barras 1 e 2 aumenta e os &ngulos entre as barras 1 e 3 e entre as barras 2 e
3 diminuem. E claro que, para que se pudesse ter este comportamento, foi
fundamental o fato de todas as barras serem articuladas em suas extremidades, j&
que elas tiveram que girar em torno dos nés para que os angulos entre elas
pudessem se alterar,

O qgue aconteceria com a ftreliga da Figura 7.12 se suas barras ndo fossem
articuladas em suas extremidades, como mostrado na Figura 7.13 (@), em que as
barras sdo unidas por infermédio de chapas de ligagdo, a exemplo das treligas
mostradas na Figura 7.147?
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Figura 7.13

Tesoura da Creche Oeste (USP)

Foto firada pelo aluno Guilherme Stuart
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Garagem do setor de Servicos Gerais da Escola Politécnica

Foto firada peo aluno Guirme ort

Figura 7.14

As barras 1 e 2 continuardo a ser comprimidas e a barra 3, fracionada, mas agora,
como as barras ndo sdo mais articuladas em suas extremidades, os dngulos entre
elas ndo mais poderdo se alterar, o que levard & deformagdo mostrada na Figura 13
(o). Observa-se que, em lugar de permanecerem retas como no caso da trelica da
Figura 7.12, as barras se encurvam, o que revela que nelas se tem momentos fletores
e forcas cortantes.

Tanto pelo fato de ndo possuirem todas as forgas externas aplicadas em seus Nds
como pelo fato de ndo terem as suas barras perfeitomente articuladas em suas
extremidades, as trelicas reais ndo sdo submetidas apenas a forgcas normais, como as
trelicas ideais da Definigdo 7.1. Nelas fambém afuam for¢as corfantes e momentos
fletores.

Nas trelicas reais usualmente encontradas, entretanto, o peso préprio das barras é
pequeno em face &s demais cargas externas que afuam na trelica (e que sdo
aplicadas em seus nds), e as barras sdo bastante flexiveis a flexdo, o que faz com
gue as tensdes decorrentes do fato de a frelica ndo ser ideal sejam pequenas.

Ao se fazer o projeto de uma trelica - assim como o de qualquer outra estrutura -,
emprega-se um modelo matemdtico para representar a estrutura. Um bom modelo
matematico é aquele que é simples e representa bem a estrutura, isto &, tal que as
diferencas entre o comportamento previsto por ele e o comportamento da estrutura
real sejam pequenas. Em termos quantitativos, um modelo matemdtico pode ser
considerado bom se as diferencas entfre as tensdes, deslocamentos, efc.,, previstos
por seu intermédio e os da estrutura real forem da ordem de 5%. Pois bem: calcular
uma estrutura formada por barras perfeitomente arficuladas em todas as suas
extremidades e submetida exclusivamente a forgas externas aplicadas em seus nds -
uma trelica ideal - & muitissimo mais simples do que calcular uma estrutura formada
por barras ndo-articuladas em suas extremidades e submetida a esforgos externos
aplicados ndo apenas em seus nds, mas fambém ao longo de suas barras - uma
trelica real -, e é por esta razdo que se emprega o modelo de trelica ideal para se
fazer o projeto das frelicas reais. Pelo fato de ser um modelo matematico muito
simples e que leva a erros pequenos ( £ 5% ) no projeto da estrutura.

Defini¢cGo 7.2
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D4&-se o nome de fensées primdrias s tensdes nas barras de uma trelica calculada
como sendo ideal - as tensdes decorrentes das forgcas normais nas barras da frelica -
e de tensdes secunddrias &s tensdes adicionais produzidas na frelica pelo fato de ela
ndo ser ideal - as tensdes decorrentes dos momentos fletores e forgas cortantes.

Sendo o peso préprio da trelica pequeno quando comparado com as demais forgas
externas que atuam na trelica (aplicadas em seus nds) e sendo os eixos das barras
da trelica concorrentes em um Unico ponto nos nds, as tensdes secunddrias sdo
muito menores que as tensdes primdrias, podendo-se entdo utilizar o modelo de
trelica ideal ao se projetar uma trelica real. Ao se adotar este procedimento,
considera-se o peso proprio das barras aplicado nos seus ndés de extremidade,
metade em cada um deles.

A esse respeito, é interessante comentar que no século XIX e mesmo no inicio do
século XX era comum se construir frelicas tendo as extremidades das barras
perfeitamente articuladas, como se vé na Figura 7.15, em que sdo mostradas duas
fotografias de uma frelica da cobertura da Gare du Nord (Estagcdo do Norte) de
Paris, inaugurada em 1866. Verificou-se, nestas trelicas, que, com o passar do tempo,
a sujeira acumulada nas articulacdes e a corrosdo do material muitas vezes faziam
com que as barras deixassem de ser perfeitamente articuladas nos nds e que nem
por isso as estruturas ficavam comprometidas. Foi assim que se percebeu que as
barras de uma trelica ndo precisavam ser articuladas em suas extremidades, o que
levou a estruturas muito mais econdmicas e faceis de executar. Pode-se afirmar que,
empiricamente, percebeu-se que as tensdes secunddrias eram muito menores que
as tensdes primdrias.

Figura 7.15

E importante ressaltar que, para que o modelo de freliga ideal represente bem uma
trelica real, os eixos das barras devem se encontrar em um Unico ponto nos nés.
Caso isto ndo ocorra, além dos momentos fletores introduzidos pelo peso prdprio e
pelo fato de as barras ndo serem articuladas nas extremidades, haverd a infrodugdo
de momentos nos nds decorrentes da excentricidade das forgas normais neles
aplicadas. Como as forgcas normais nas barras de uma treliga sdo grandes, mesmo
que as excentricidades sejam pequenas, o fato de os eixos das barras ndo serem
concorrentes em um dnico ponto poderd infroduzir momentos significativos.

Ao se projetar e construir uma frelica deve-se entdo ter a preocupagdo de que os
eixos de suas barras se cruzem em um Unico ponto nos nds e que as forgas externas
sejom aplicadas nos nés, a fim de que as tensdes secunddrias sejam realmente muito
menores gue as primarias. Na Figura 7.16 apresentam-se os esquemas de um galpdo
industrial € de uma ponte, em que estas duas condi¢des sdo satisfeitas, observando-
se que as tercas do telhado do galpdo da Figura 7.16 (o) se apdiam nos nés do
banzo superlor das tesouras e que as fransversinas da ponte da Figura 16 o) se
apdiam nos Nés do banzo inferior das trelicas laterais da ponte.

59



®©)
Figura 7.16

7.2 Breve histérico das treli¢as

Ndo se sabe exatamente quando as frelicas comegaram a ser ufilizadas nas
construcdes, ja que estes primeiros empregos das frelicas ndo foram registrados em
textos ou desenhos. Supde-se que os gregos ja utilizassem a mais simples de todas as
trelicas no apoio de seus telhados: um simples tridngulo como o mostrado na Figura
7.17, construido em madeira.

Figura 7.17

Os romanos seguramente usavam trelicas de madeira nos seus telhados e ponfes. No
célebre tratado “Dez livros de arquitetura”, escrito por Vitravio (Marcus Vitruvius Pollio,
c. 90 - 20 a.C.) no final do século | a.C., e o Unico regisiro escrito da arquitetura e
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engenharia romanas que chegou aos nossos dias, sdo descritas algumas trelicas de
madeira usadas em coberturas. Infelizmente, os desenhos que ilustravam a obra de
Vitravio se perderam, e as versdes atuais de seu livro frazem desenhos reconstituidos
a partir do texto que as descrevia. Nas Figuras 7,18, 7.19 e 7.20 mostram-se algumas
trelicas de cobertura que ilustram a tradugdo para o francés do livro de Vitravio feifa
em 1673 por Claude Perrault, que é também o autor das ilustragoes.

Figura 7.19

Na Figura 7.18, mostram-se duas tesouras de felhado descritas por VitrGvio; a Figura
7.19 apresenta o corte da Basilica de Fano, projetada pelo préprio Vitrdvio; a Figura
7.20 é interessantissima, mostrando uma maguina de guerra conhecida como a
“tartaruga” (Figura 7.20 (0)) e a sua estrutura interna (Figura 7.20 (b)).
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Figura 7.20

Como se verd mais adiante neste capitulo, as tesouras de telhado das Figuras 7.18 e
7.19 ndo sdo exatamente trelicas, pois, para que figuem em equilibrio, as
extremidades de algumas de suas barras necessitam transmitir momentos fletores.
Apesar disto, entretanto, elas sGdo muito préximas das verdadeiras trelicas,
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especiamente a tesoura de telhado da Baoslica de Fano. J& as tesouras da
cobertura da “tartaruga” sdo trelicas verdadeiras, e a esfrutura da Figura 7.20 (b) é
surpreendentemente atual: poderia ser a estrutura de uma casa de madeira do
século XXI!

Trelicas de madeira como estas continuaram sendo utilizadas na Europa até a ldade
Média, quando, com o surgimento do ferro forjado, material que possui boa
resisténcia & fracdo, algumas das trelicas de cobertura das igrejas passaram a ter
pecas de ferro forjado, como se mostra na Figura 7.21.

Figura 7.21

No Renascimento, Leonardo da Vinci e Andrea Palladio fizeram projetos de pontes
de madeira em que utilizaram frelicas muito semelhantes as hoje empregadas.

A ponte da Figura 7.22 foi projetada por Leonardo da Vinci por volta de 1490, e
infegra o Cédice Ashburnham, hoje conservado no Institut de France, em Paris. E
interessante observar que, como nas trelicas modernas, os esforgos extemnos sqo
aplicados nos nés da trelica: o piso da ponte se apdia em fransversinas, por sua vez
apoiadas nos nds dos banzos inferiores das vigas laterais da ponte. Junto a este
projeto, Leonardo escreveu: “Esta ponte serd inquebrdvel se as vigas mestras ab e cd
forem fortes e bem ligadas”.

Figura 7.22

Em 1570, Andrea Pdalladio publicou em Veneza a obra “Os quatro livros de
arquitetura”, em que, no terceiro livio, apresenta gquatro projetos de pontes de
madeira em trelica, Dois destes projetos estdo reproduzidos nas Figuras 7.23 e 7.24,
podendo-se observar que estas treligas possuem todos os elemenfos que
caracterizam as trelicas modermnas. Embora ndo se tenha noficia de que a ponte
projetada por Leonardo da Vinci tenha sido construida, sabe-se que Palladio
construiu pelo menos uma das pontes que projetou.
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Figura 7.24

A ponte da Figura 7.23, com cerca de 30 m de vdo, foi construida sobre o rio
Cismone, proximo a cidade de Bassano, ndo muito longe da fronfeira da Itdlia com
a Austria. Palladio comenta que seu proprietdrio, o Conde Giacomo Angarano,
encomendou-a para substituir uma ponte que, por possuir pilares colocados no meio
do rio, finha que ser refeita todos os anos em decorréncia da violéncia da corrente e
do choque de pedras e troncos trazidos das monfanhas pelo rio. A ponte que
projetou, por ndo ter pilares dentro do rio, veio a resolver este problema. Em seu livro,
Palladio comenta que este tipo de ponte poderia ser utilizado em outros locais em
que se fivesse 0 mesmo problema, e que, em decorréncia da maneirad Como eram
constfruidas, estas pontes “sdo fortes, bonitas e eficientes: forfes, porque todas as suas
partes mutuamente se suportam umas nas outras; bonitas, porque a fextura das
madeiras é muito agraddavel, e eficientes, porque sdo em nivel e na mesma linha
que o restante da rua.”

Observa-se na Figura 7.23 que as pranchas do piso da ponfe se apdiam em
transversinas, que por sua vez se apdiam nos nds dos banzos inferiores das frelicas
laterais da ponte; desta forma, as forgas externas sdo aplicadas nos nds da freliga.
Observa-se, ainda, que o banzo inferior & preso aos montantes verticais por pregos
de ferro.
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Muito justamente, por ter projetado e construido pontes em trelica com fodas as
caracteristicas das trelicas modernas, Palladio é considerado o inventor das pontes
em trelica.

O grande desenvolvimento das treligas ocorreu no século XIX, quando as estradas
rodovidrias e, principalmente, as ferrovidrias exigiram a constru¢do de um grande
nimero de pontes e viadutos. Na Europa, na construgdo das primeiras pontes e
viadutos ferrovidrios foram empregados arcos de pedra, de tijolos e mesmo de ferro
fundido, que combinavam com o ambiente mais urbano em que eram construidos.
J& nos Estados Unidos e na RUssia, em que as ferrovias percorriam enormes distancias,
em regides de baixa populagdo, a preocupagdo maior era com a economia e a
facilidade de construcdo, o gue favoreceu o uso de treligas nas pontes e viadutos.

Nos Estados Unidos, Ithiel Town, de New Haven, Connecticut, patenteou em 1820 a
trelica mostrada na Figura 7.25, construida de madeira. Esta foi a primeira trelica
desde as de Palladio que transmitia apenas forgas verticais aos apoios. E curioso
comentar que Town ficou muito rico com sua invengdo: sendo bom comerciante,
cobrou “royalties” de US$ 1,00 a USS$ 2,00 por pé (30,48 cm) de comprimento de
todas as pontes deste tipo construidas na época.
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Figura 7.25

Este tipo de trelica, inicialmente de madeira e posteriormente de ferro forjado e de
aco, fol amplamente utilizado em pontes rodovidrias e ferrovidrias, inclusive no Brasil.
Na Figura 7.26, mostra-se a ponte Imperial D. Pedro Il, inaugurada em 1885, na Bahia,
com uma estrutura semelhante & patenteada por Town; € uma ponte fefrovidria,
sobre o rio Paraguacu, ligando as cidades de Cachoeira e SGo Félix. Esta ponte, que
na época de sua inauguracdo era a maior ponte do Brasil, foi fabricada na Gra-
Bretanha e comecou a ser construida em 1883. Ela possui guatro tramos
simplesmente apoiados de cerca de 90 m de vao cada um, tendo comprimento
total de 365 m; suas enormes vigas laterais tém quase 8 m de altura.
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Figura 7.26

Em 1840, Wiliom Howe, de Spencer, Massachusetts, patenteou a trelica mostrada na
Figura 7.27 (), com os montantes verticais fracionados de ferro forjado e os demais
elementos de madeira; este tipo de frelica é hoje conhecido como trelica Howe. Em
1844, Caleb Pratt e Thomas Prott, de Boston, pai e filho, patentearam a frelica da
Figura 7.27 (b). com as diagonais e o banzo inferior de ferro forjado e os demais
elementos de madeira; este tipo de trelica € hoje conhecido como trelica Pratt,
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Figura 7.27
Em 1853, Squire Whipple, de Hardwick, Massachusetts, construiu a primeira frelica
inteiramente metdlica dos Estados Unidos, mostrada na Figura 7.28. Esta trelica, com

45 m de vao, foi empregada em uma ponte da ferrovia Rensselaer - Saratoga. Os
elementos comprimidos desta trelica eram de ferro fundido e os tracionados, de

ferro forjado.
/ ! ! ! F

Figura 7.28

Em 1848, dois ingleses, James Warren e Willoghby Theobald Monzani, pafentearam a
trelica mostrada na Figura 7.29, hoje conhecida como trelica Warren. A primeira
destas trelicas foi construida em 1850, na Estagdo da Ponte de Londres da ferrovia

“South Eastern”.
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Figura 7.29

Como se verd mais adiante, os processos de resolucdo das treligas isostaticas, isto &,
de determinagdo das forcas normais nas barras da frelica, sGo muito simples,
baseando-se apenas nas equacdes de equilibrio da estdtica. Apesar disto,
entretanto, até o meio do século XIX ndo havia sido ainda obtido um processo de
determinacdo das forcas normais nas barras de uma freliga, que eram entdo
desenhadas e dimensionadas com base na intuicdo e na experiéncia dos
engenheiros que as projetavam.

Fol em 1847 que o americano Squire Whipple, no livro “Essay on Bridge Building”
(Ensaio sobre a Construgdo de Pontes), mostrou como se podia obter as forcas
normais nas barras de uma frelica, apresentando o processo hoje conhecido como
processo do equilibrio dos nds, que serd examinado na Seg¢do 7.4.1 deste Capitulo.
Pouco depois de Whipple, e aparentemente de forma independente uns dos outros,
vdrios outros engenheiros propuseram processos para a resolugcdo de treligas: o
americano Herman Haupt, em 1851, no livro "General Theory of Brigde Construction”
(Teoria Geral de Construgcdo de Pontes), o escocés Robert H. Bow, fambém em 1851,
no livro “Treatise on Bracing” (Tratado sobre Contraventamento), os ingleses William
Thomas Doyne e William Bindon Blood, em 1852, em “"Minutes of Proceedings of the
Institution of Civil Engineers” (Minutas dos Anais do Instituto dos Engenheiros Civis).

E muito curioso observar que, nesta época, outros problemas muito mais complexos
da engenharia de esfruturas jd se encontravam resolvidos: em 1826, o francés
Claude Louis Marie Henri Navier, professor da Ecole des Ponts et Chaussées, havia
publicado as notas de aula de seu curso, “Resumé des lecons données a I'Ecole des
Ponts et Chaussées sur ['application de la mécanique & ['établissement des
constructions et des machines” (Resumo das aulas dadas na Escola das Pontes e
Estradas sobre a aplicacdo da mecdnica a manufatura das construgdes e das
mdaquinas), em que resolvera de forma completa o problema da flexdo de vigas, e,
mais surpreendentemente ainda, em 1744 o suico Leonard Euler havia publicado o
livro *Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive proprietate gaudentes, sive
solutio problematis isoperimetrici latisimo sensu accepti” (Método de obter linhas
curvas que gozam de propriedade de mdximo ou de minimo ou solugdo de
problemas isoparamétricos considerados em sentido amplo), em que determinara a
carga de flambagem de um pilar engastado em sua base!

7.3 Classificagdo das trelicas

7.3.1 Classificag@o quanto a disposi¢do espacial das barras

Quanto & disposicdo espacial de suas barras, as treligas podem ser classificadas em
planas ou espaciais.

Definicgo 7.3

Trelicas planas sGo as que possuem os eixos de todas as suas barras em um mesmo

plano, no qual também se situam todas as forgas externas que as solicitam.
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Na Figura 7.30 mostra-se uma tesoura de telhado, que é uma trelica plana.

Figura 7.30

A frelica que estd sendo apresentada na Figura 7.30 € uma das tesouras do telhado
do galpdo mostrado na Figura 7.16 (a). Observa-se claramente na Figura 7.16 (o)
gue na realidade tanto o galpdo como seu telhado sdo estruturas espaciais: para
simplificar a andlise da estrutura, entretanto, as tesouras estdo sendo consideradas
como sendo estruturas planas. Isto, por que € muito mais facil analisar uma estrutura
plana gue uma espacial. E mais uma situacdo em que se estd utilizando um modelo
matemdtico simples para representar uma estrutura que, na realidade, € bem mais
complexa. Podem atuar neste telhnado esforcos orfogonais &s tesouras, provenientes,
por exemplo, da acdo do vento e da chuva, de escadas que eventualmente
venham a ser apoiadas nas fesouras, efc., mas, como estes esforcos sGo pequenos,
estdo sendo desprezados no modelo matemdtico que se decidiu adotar para o
cdlculo das tesouras, considerando-as como sendo estruturas planas. Observando
com atencdo o galpdo da Figura 7.16 (a) ird se notar, entretanto, a presenga de
barras de contraventamento em forma de X ligando longitudinalmente as duas
primeiras tesouras do telhado; a funcdo deste contraventamento é de exatamente
resistir a estes esforcos longitudinais peguenos, que, embora ndo esiejam sendo
considerados no modelo de frelica plana adotado para o cdlculo das tesouras,
atuam no telhado e devem ser resistidos adequadamente.

Observacgoes totalmente andlogas a estas poderiam ser feitas com relagdo as
trelicas laterais da ponte da Figura 7.16 (b). que, para efeitos de projeto, podem ser
consideradas como trelicas planas.

Definicdo 7.4

Trelicas espaciais sdo as que ndo possuem os eixos de todas as suas barras situados
em um mesmo plano.

Este & caso das torres de transmissdo de energia elétrica, das antenas de televisdo,
das coberturas dos postos de gasolina, da cobertura do pavilhdo de exposicdes do
Anhembi, em S&o Paulo, etc. Na Figura 7.31, mostram-se algumas frelicas espaciais
da cidade de Sdo Paulo.
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Figura 7.31
Nesta disciplina serdo estudadas apenas trelicas planas; por este motivo, as proximas
categorias de classificagdo serdo apresentadas apenas para as trelicas planas.
7.3.2 Classificagdo quanto ao grau de estaticidade

Quanto ao grau de estaticidade, as trelicas sdo classificadas em hipostaticas,
isostaticas e hiperestaticas.

Definic&o 7.5

Trelicas hipostdaticas sGo aquelas que podem apresentar movimento de corpo rigido,
guer da frelica como um todo, quer de qualquer uma de suas partes.

Na Figura 7.32 apresentam-se duas treligas hipostaticas. na Figura 7.32 (o), uma
trelica que pode apresentar movimento global de corpo rigido e, na Figura 7.32 (b),
uma trelica em que trés barras podem apresentar movimento de corpo rigido.

(@ ®)
Figura 7.32

Observa-se que na trelica da Figura 7.32 (a) os vinculos infroduzidos pelos apoios Ndo
sdo suficientes para impedir o movimento de corpo rigido global da estrutura; por
esta razdo, diz-se que trelicas como esta sdo externamente hipostaticas. JG os apoios
da trelica da Figura 7.32 (b) introduzem vinculos que impedem o movimento de
corpo rigido global da estrutura; é a falta de vinculos internos - de ligagdes internas -
por meio de barras que possibilita o movimento de corpo rigido de algumas de suas
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barras; por esta razdo, diz-se que trelicas como esta sdo infernamente hipostaticas. E
claro que os dois tipos de falta de vinculos podem ocorrer simultaneamente, € uma
trelica ser hipostatica interna e externamente, como se verifica na Figura 7.33.

o 0

Figura 7.33

Definicgo 7.6

Trelicas isostdticas sdo aquelas que ndo apresenfam movimento de corpo rigido,
mas que passam a poder apresentar movimento de corpo rigido se qualguer um de
seus vinculos - externo ou interno - for suprimido.

Na Figura 7.34 apresenta-se uma trelica isostatica: ela ndo apresenta movimento de
corpo rigido, mas poderd passar a apresentar movimento de corpo rigido se
qualquer um de seus vinculos for suprimido. Em outras palavras, ela se tormnard
hipostatica se qualguer um de seus vinculos for suprimido.

o

5 .S
Figura 7.34

Por exemplo, transformando-se o apoio arficulado fixo desta trelica em apoio
articulado mével, como se mostra na Figura 7.35 (0), ela se tomna hipostatica
externamente; refirando-se a barra diagonal, como mostrado na Figura 7.35 (b), ela
se torna hipostética intfermmamente.

(@) ©)
Figura 7.35

DefinicGo 7.7

Trelicas hiperestdticas sGo aguelas que ndo apresentam movimento de corpo rigido
e que podem ter vinculos suprimidos sem vir a poder apresentar movimento de
corpo rigido, isto &, sem se fornar hipostaticas.

Na Figura 7.36 apresentam-se duas treligas hiperestdticas: a da Figura 7.36 (a) pode
ter qualguer um dos seus apolos articulados fixos transformado em apoio articulado
mével, fornando-se entdo isostdtica; a da Figura 7.36 (b) pode ter gqualguer uma de
suas barras suprimidas, tornando-se entéo isostatica.
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Figura 7.36

Na Secdo 1.6.3 do Capitulo 1 desta apostila foi feita uma apresentagdo geral do
conceito de esfruturas planas hipostdticas, isostdticas e hiperestdticas, e fudo o que
I& foi apresentado se aplica ds trelicas planas que estdo sendo agora examinadas.

Assim, diz-se que as duas estruturas da Figura 7.36 sdo estruturas uma vez
hiperestaticas, ou sejo, possuem grau de hiperestaticidade 1, j& que podem ter
apenas um de seus vinculos suprimido sem se fornar hipostdticas, passando a
apresentar movimento de corpo rigido se dois de seus vinculos forem suprimidos. Jaa
trelica da Figura 7.37 é duas vezes hiperestdtica, como se pode facimente
constatar,

e A

Figura 7.37

Na Secdo 1.6.3 foram apresentadas varias propriedades relativas &s estruturas planas
hipostaticas, isostaticas e hiperestdticas; como elas se aplicam s trelicas que ora
estd@o sendo andiisadas, sugere-se que o leitor volte a examind-las.

A classificacdo das trelicas em hipostdticas, isostéticas e hiperestdticas € muifo
importante, pois ©s métodos de resolugdo das frelicas dependem desta
clossificacdo: as trelicas hipostdticas sdo mecanismos que podem  apresentar
movimento de corpo rigido e ndo sdo utilizadas nas construgdes da engenharia civil;
as trelicas isostaticas podem ter os seus esforgos determinados apenas com a
consideracdo das equacdes de equilibrio da estdtica; para a defterminagdo dos
esforcos das trelicos hiperestdticas, as equagdes de equilibrio ndo sdo mais
suficientes, devendo-se, além das equacdes de equilibrio da estdtica, utilizar
equacdes de compadtibilidade de destocamentos.

Nesta disciplina seréio examinadas apenas as treligas isostdticas; por exigirem a
consideracdo de equacdes de compatibilidade de deslocamentos para sud
resolucdo, o estudo das trelicas hiperestdticas serd feito mais adiante no curso,
quando se estudarem as deformagdes das esfruturas.

7.3.3 Classificacdo quanto a lei de formagdo

Quanto & lei de formagdo, as trelicas planas podem ser classificadas em simples ou
compostas.

DefinicGo 7.8
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Trelicas simples sdo as formadas a partir de um friéngulo inicial, ao qual, para cada
novo nd, se adicionam duas novas barras.

Na Figura 7.38 mostra-se a formagdo de uma treliga simples utilizada em tesouras de
telhado: parte-se do tridngulo inicial da Figura 7.38 (a), @o qual vaise
sucessivamente adicionando duas novas barras para cada novo nd, como se mostra
nas Figuras 7.38 (b) a 7.38 (d).

(a) (b)
(c) (d)
Figura 7.38
Uma trelica simples serd sempre isostética se os seus apoios forem os suficientes para

impedir os movimentos de corpo rigido da estrutura, como, por exemplo, os apoios
que vinculam a trelica da Figura 7.39.

e

Figura 7.39

Definicdo 7.9

Trelicas compostas sdo as formadas pela unido de duas trelicas simples por meio de
um NG comum e de uma barra ou entdo por meio de 1rés barras ndio paralelas € ndo
concorrentes em um mesmo ponto.

Na Figura 7.40 (o) apresenta-se uma trelica composta formada pela unido de duas
trelicas simples por meio de um né comum e de uma barra (mostrados em traco
mais forte no desenho), e, na Figura 7.40 (b), uma freliga composta formada pela
uni@o de duas trelicas simples por meio de trés barras ndo paralelas e ndo
concorrentes em um mesmo ponto (mostradas em trago mais forte no desenho).
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Figura 7.40
Da mesma forma que as ftrelicas simples, as frelicas compostas serdo sempre
isostaticas se os seus apolos forem os suficientes para impedir os movimentos de
corpo frigido da estrutura; € o que ocorre com as duas trelicas compostas da Figura
7.40, gue sdo ambas isostdticas.
A classificac@o das trelicas planas em simples ou compostas é muito importante, pois
os processos de resolucdo das trelicas dependem de serem simples ou compostas,
7.4 Processos de resolu¢do das treligas simples
Resolver uma trelica significa determinar as forgcas normais em todas as suas barras e
as reagdes de seus apoios. Neste curso, serdo vistos dois processos de resolugdo de
trelicas simples: o processo do equilibrio dos nés e o processo de Ritter ou das segoes.
7.4.1 Processo do equilibrio dos nés
O processo do equilibrio dos nés de resolugdo de uma treliga simples se baseia na
seguinte propriedade: se uma estrutura estd em equilibrio, entdo cada uma de suas

partes estad em equilibrio.

No caso das trelicas, pode-se portanto dizer: se uma frelica estd em equilibrio, entéo
cada um de seus nés estd em equilibrio.

E nesta propriedade que se baseia o processo do equilibrio dos nds, que serd
apresentado por meio de um exemplo.

Exemplo 7.1

Determinar as forcas normais e as reagdes de apoio da trelica da Figura 7.41.
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Figura 7.41

As incognitas deste problema, ou seja, os esforgos gue se deseja determinar sGo:

a) as forgas normais N, a N, nas barras da trelica;
b) asreacdes de apoio Xc, Yc e Ye mostradas na Figura 7.42,

Figura 7.42

Tem-se assim neste problema 12 incégnitas a determinar: 9 forgas normais e 3
reacoes de apoio.

Como j& se comentou, este processo se baseia na propriedade de que, estando
esta trelica em equilforio, cada um de seus nds estd em equilibrio.

Vai-se, assim, analisar o equilibrio de cada um dos nds da freliga, refirando-os da
trelica por meio de cortes apropriados. Por exemplo, para retirar o n6é A da treliga,
corfam-se as barras 1, 3 e 2, como mostrado na Figura 7.43.

Figura 7.43

Na Figura 7.44 (a) mostra-se o né que se acaba de retirar da trelica; como se sabe,
nas barras desta trelica atuam forcas normais, e, para que este nd esteja nas
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mesmas condicdes em que se encontra quando integra a treliga, deve-se aplicar no
né da Figura 7.44 (o) os esforgos aplicados pelas barras que foram cortadas. Estes
esforcos est&io mostrados na Figura 7.44 (b); como ainda ndo foram determinados,
ndo se sabe se sdo de tracdo ou de compressdo. Observa-se na Figura 7.44 (o) que
por ora optou-se por considerd-los como sendo de tragdo; a razdo para esta
escolha ficard clara mais adiante.

A A N1

45°

N‘Q/ "

) (o)
Figura 7.44

Como o né A estd em equilibrio, a resultante das forgas que nele atuam &€ nula, logo
a soma das componentes horizontais e a soma das componentes verticais destas
forcas sdio nulas, fendo-se entdo

Y X=0 Nl—N2-g=O (7.3)

Yy=0 —N3—N2-3/—2—2—=0 7.4

E importante observar que, ao se escrever as equagdes de equilibrio do né A, ndo se
fez nenhuma consideracdo com relagcdo ao equilibrio dos momentos dos esforgos
que nele atuam, Isto, porque, como no nd A sé atuam forgas, nele ndo havendo
momentos aplicados, o fato de a resultante destas forgas ser nula implica em o
momento delas ser nulo em relacdo a qualquer ponto do espago. A equagdo de
equilibrio de momentos, entdo, fica automaticamente satisfeita uma vez satisfeitas
as equacdes (7.3) e (7.4). Por esta razdo, pelo fato de a equagdo de equilibrio de
momentos n&o frazer nenhuma informagdo adicional as equagdes (7.3) e (7.4), nGo
se ird considerd-ia.

Os raciocinios feitos com relag@o ao equilibrio do né A aplicam-se aos equilibrios de
todos os demais nés da trelica, e, a segulr, apresentam-se as equagdes de equilibrio
de todos os nds da trelica que estd sendo examinada, reapresentando-se as do N6
A

NG A

\ /
=z

s
2

N, 0 (7.3)

- N, 0 (14

/ 45°
V2
N, lN3 ~ Ny
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NS B

N, —N1+N6-£—N4-£=0 (7.5)
2 2
:45°L5°
/N l \Né _N6.\/_2§-__N5_N4-%=0 (76)
4 N5
NS C

/N?
X. 45°
—»cA— — N

)
TYC YC +N2 7=0 (78)
N6 D
TN& _N7+N4'%+Ng =0 (7.9)
A,
N JK45° N, N3+N4-g=0 (7.10)
NS E T
N
’ ~N,+N, =0 (7.11)
N, I N, N, -120=0 (7.12)
1120 kN
NS F

o | S

~N, - N,

9]
N, 45 >_\
Y, +N,-X2=0 (7.14)

=0 (7.13)

.

!

o |5

Observa-se que, ao se escrever as equagdes acima, ufilizou-se um procedimento
padronizado: para se escrever as equagdes de equilibrio relativas aos esforcos
horizontais, os nds foram contornados no sentido hordrio, e as componentes
horizontais das forcas encontradas foram sendo colocadas na equagdo; 0 mesmo
procedimento foi depois empregado ao se escrever as equacoes referentes ao
equilibrio dos esforgos verticais. Este procedimento foi empregado para ordenar a
montagem das equagdes e evitar que um esfor¢o viesse a ser eventualmente

esquecido.
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Como j@ se havia comentado, tem-se neste problema 12 incégnitas: as 9 forgas
normais nas barras da frelica e as 3 reagdes de apoio; tem-se fambém 12 equagoes
de equilibrio, as equacdes (7.3) a (7.14) de equilibrio dos 6 nds da trelica. Este sistema
de 12 equacdes permite a determinagdo de todas as incdgnitas do problema, ou
seja, permite a resolugdo da frelica.

Embora, em principio, o problema de se determinar as forgas normais nas barras da
trelica e as reagdes de seus apoios esteja equacionado, obter a solugdo do sistema
acima de 12 equacdes a 12 incodgnitas ndo é tarefa nada facil se ndo se utilizar um
programa de computador para resolvé-lo.

Para contornar esta dificuldade, optar-se-& por utilizar o processo do equilibrio dos
nés para resolver a trelica, mas de uma forma mais sistematizada, gue se mostra @
sequir.

7.4.2 Processo do equilibrio dos nés - resolu¢cdo sistematizada

A resolucdo sistematizada pelo processo do equilibrio dos nds consiste em:

a) determinar inicialmente as reagdes de apoio da frelica por meio das
equacdes de equilibrio da estdatica;

b) em seguida, obter as forgas normais nas barras da trelica, partindo-se de um
né em que se tenha apenas duas for¢as normais a determinar, depois
passando-se a outro nd em que se tenha apenas duas incégnitas e assim por
diante, até se encontrar as forgas normais em tfodas as barras da trelica.

Novamente se ufilizard a trelica da Figura 7.41 para apresentar O processo.

Na Figura 7.45, reapresenta-se a trelica e as suas reagdes de apoio.

1 B
4 5 6 5
8 Q
E R F )
120 kN Ye
a a . a ;
Figura 7.45

Etapa a) - A etapa a) da resolugdo sistematizada consiste na obtengdo das reacoes
de apolo por meio das equagdes de equilibrio da estdtica.

Como a frelica estd em equilibrio, os esfor¢os externos que nela atuam - a forca

externa ativa de 120 kN aplicada no né E e as reagdes de apoio Xe, Yc e Yr -
satisfazem as trés equacdes de equilibrio da estdtica abaixo:

Y X=0 X.=0 (7.15)

YY=0 Y, —120+Y, =0 (7.16)
78



Y M. =0 -120-2a+Y,-3a=0 @17

A resolucdo deste sistema leva s reagoes de apoio da trelica:

X.=0 (7.18)
Y, =40 kN 7.19)
Y, =80 kN (7.20)

Etapa b) - A etapa b) da resclucdo sistematizada consiste na obten¢do das forgas
normais nas barras por meio da andlise do equilibrio de nds em que se tem apenas
duas incégnitas, ou seja, apenas duas for¢as normais desconhecidas a determinar,

Observando a Figura 7.46, em que estdo indicadas as reacdes de apoio que se
acaba de obter, verifica-se que h& apenas dois nés em que se tem apenas duas
forcas normais a determinar: o né C, em que chegam as barras 2 e 7, € 0 noé F, em
gue chegam as barras 6 e 9.

Figura 7.46

Pode-se ent&@o iniciar a resolucdo sistematizada por qualguer um destes dois nNos:
opta-se aqui por comegd-la pelo né C, que é entdo retirado da esfrutura, como se
mostra na Figura 7.47.

/ N2

45° N 5

i

Figura 7.47

As equacdes de equilibrio deste nd estdo escritas abaixo; como fem-se duas
incoégnitas a determinar - as forgas normais nas barras 2e 7 - duas equacodes de
equilibrio, a resolugdo do sistema leva s duas forgas normais procuradas. E
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exatamente neste fato que se baseia a resolucdo sistematizada: como para cada
ndé de uma trelica tem-se duas equagdes de equilibrio, elas levardo a obtengdo das
forcas normais nas barras que chegam no nd desde que se tfenha no maximo duas
forcas normais desconhecidas a determinar.

Tem-se para o nd C.

Y Xx=0 N2-g+N7= @.21)
Y r=0 40+N2-%=0 (7.22)

de onde decorrem;

N, =s—— === 4042 (7.23)

— 4042 - l/_—+N =0 = N,=40 (7.24)

Tem-se assim uma forca normal de compressdo de 40\/5 kN na barra 2 e uma forga
normal de tracdo de 40 kN na barra 7.

Comentou-se na p. 76 que, nos esquemas mostrando os nés retirados da trelica, as
forcas normais desconhecidas seriom admitidas como sendo de tragdo. A razGo
para este fato pode ser agora explicada; para isso, utiliza-se o equiliorio do n6é C que
se acaba de fazer.

A equacdo (7.23) indica que a for¢a normal na barra 2, sendo negativa, tem sentido
contrdrio ao admitido previomente, sendo entdo de compressdo; j@ a equagdo
(7.24) indica que a forca normal na barra 7, sendo positiva, tem o sentido admitido
inicialmente, sendo entdo de tracdo. O fato de ter-se admitido de inicio que todas
as forcas normais nas barras fossem de tfragdo leva aquelas que sdo de fragdo a
terem sinal positivo e aguelas que sdo de compressdo a terem sinal de negativo, o
gue coincide com a convengdo de sinais que vem sendo empregada para as
forcas normais. E por esta razdo que opta-se por supor de inicio que as forgas
normais desconhecidas sejom de tragdo.

Uma vez determinadas as forcas normais nas barras 2 e 7, passa-se & andlise de um
outro né em que se tenha sé duas incdgnitas a determinar. Os nés contiguos ao nd C

G0 0s n6s A e D: em A ha duas forgas normais a determinar - Ny @ N, -e em D hd

trés forcas normais a determinar - N, , N, e N, . Para dar continuidade & resolugdo
sistematizada passa-se, entdo, & andlise do equilibrio do né A.

O nd A estd representado na Figura 7.48; a forga normal na barra 2 ja foi obtida ao
se analisar o nd C, e ela é entdo indicada na Figura 7.48 com o senfido e a

infensidade obtidos: uma forca de compressdo de 4042 kN .
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E fundamental ressaltar a importancia do que se acaba de fazer: a andlise dond C
mostrou que a forgca normal na barra 2 é de compressdo, de 40«/5 kN ; ao se passar
para a andlise do nd A é essencial que se considere a mesma for¢a normal atuando

na barra 2: uma forga de compressdo de 40«/5 kN . Caso isto ndio seja feito, a barra
2 ndo ficard em equilibrio.

Para mostrar melhor o que se esta afirmando, considere-se a Figura 7.49, em que a
barra 2 foi refirada da trelica por meio de dois cortes préximos aos nés A e C. Na
Figura 7.49 (@) indicam-se as forgas que a barra 2 aplica nos nds A e C; na Figura 7.49
(o), as forcas que os nds A e C aplicam na barra 2. Como era de se esperar, estes

esforcos mostram gue na barra 2 fem-se uma compressdo de 40\/5 kN . Observa-se,

ainda, que a forca aplicada pela barra 2 no né C tem sentido contrdrio ao da forga
que ela aplica no nd A, o que € uma decorréncia do principio de agdo e reagqo.

A N

45°

02
42/. .

A J

Figura 7.48

4OJ§/v
(o)
Figura 7.49

As equacdes de equilibrio do nd A sdo
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3. X=0 N1+40J§-%=0 (7.25)

Yr=0 —N3+40\/§‘%=0 (7.26)

tendo-se entéo

N, + 402 - £_0 = N, =-40kN 7.27)
e
—N3+4OJ§~J—25—=0 = N,=40kN (7.28)

Passa-se agora @ andlise do equilibrio do né D:

»

40
yd

45°

»~
Y

40

O¢
p=d
@

Figura 7.50

Na Figura 7.50, as forgas normais nas barras 3 e 7 sao indicadas com os seus sentidos
e intensidades ja obtidos: uma forca de tragdo de 40 kN tanto na barra 3 como na

barra 7.

As equagdes de equilibrio do né D sGo

NG

Y X=0 =40+ N, ==+ Ny =0 (7.29)
e
> Y=0 40+N4-€=0 (7.30)
de onde decorrem
40+N4-3/22=0 = N4=——j%=—&£=—40\/§kN

7.31)
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_40_40‘/5.1/224.]\!3 =0 = N;=80/iN

Analisa-se agora o né B, mostrado na Figura 7.51.

40 B

P
-

45° | 45°

4042
7 v\

Figura 7.51

As equacoes de equilibrio do né B sGo:

Y X=0 40+N6-€+40\5-%=
e
Yr=0 —Nﬂ-g—mmoﬁ-i}:o

de onde tem-se

40+ N, §+40J_ £_0 = N,=-80v2kN
e
80/2 - £—N +40J_-‘/_ =0 = N,=120kN

Passa-se agora & andlise do né E, indicado na Figura 7.52.

7.32)

(7.33)

(7.34)

(7.35)

(7.36)
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1120

80 E | No

120

Figura 7.52

As equacdes de equilibrio do nd E sdo:

Y Xx=0 —~80+N, =0 (7.37)

YY=0 120 -120=0 (7.38)

Observa-se que, ao contrdrio do que ocorreu nos demais Nés, no N E hd apenas
uma incognita: a forca normal na barra 9, que é obtida a partir de (7.37):

-80+N,=0 = N,=80kiN 7.39)

A equacdo (7.38). que é uma identidade, serve para verificar se os esforgos obtidos
anteriormente est&o corretos. Caso ndo se tivesse verificado a identidade, isto
indicaria que algum erro foi cometido na determinagdo das reagdes de apoio ou
nas forcas normais nas barras 1 a 8.

Todas as incégnitas j& foram obtidas: as 3 reagdes de apoio e a 9 forgas normais Nas
barras 1 a 9. HA, entretanto, um né cujo equilibrio ainda ndo foi analisado, e que
também pode ser utiizado para uma verificagdo suplementar dos valores
anteriormente obtidos.

A razéo pela qual todas as incégnitas foram determinadas sem a necessidade de se
utilizar trés das equacdes de equilibrio dos nds - a soma das forgas verticais que
atuam no nd E e a soma das forcas horizontais e verticais que afuam no né F - &
muito simples. Tinha-se 12 Incégnitas a determinar e foram utilizadas 12 equagdes de
equilibrio para obté-las: as 3 equagdes (7.15) a (7.17) de equilibrio global da trelica
na determinacdo das 3 reagdes de apoio Xc, Yc e Yre as 9 equacdes (7.21), (7.22),
(7.25), (7.26), (7.29), (7.30), (7.33), (7.34) e (7.37) de equilibrio dos nods da frelica na

determinac@o das 9 forcas normais N, a N, .

Na resolucdo desta trelica pelo método do equilibrio dos nds ndo sistematizado
também se finha um sistema de 12 equagdes a 12 incdgnitas: as 12 equagdes de
equilibrio dos nés (7.3) a (7.14).
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A diferenca entre as duas resolu¢cdes reside no tipo de sistema que se obtém. Na
resoluc@o ndo sistematizada tem-se um sistema de 12 equagdes a 12 incognitas que
necessitam ser resolvidas simulfaneamente, o que dificulta muito sua solugdo; na
resolucdo sistematizada, o sistema de 12 equagdes a 12 incégnitas é particionado e
é resolvido aos poucos: inicialmente, um sistema de 3 equagdes a 3 incodgnitas
possibilita a determinacdo das reagdes de apoio, e, em seguida, as andlises dos
equilibrios dos nés vao possibilifando a determinagdo das forgas normais nas barras,
duas a duas.

E claro que, como tem-se apenas 12 incognitas a determinar, as 15 equagdes de
equilibrio que se acaba de mencionar - as 3 equagdes de equilibrio global (7.15) a
(7.17) e as 12 equacdes de equilibrio dos nés (7.3) a (7.14) - sdo linearmente
dependentes, sendo apenas 12 delas independentes.

De fato, pode-se facimente constatar que as equagdes de equilibrio global da
trelica podem ser obtidas a partir das equagdes de equilibrio dos nos:

(7.15) = (7.3) + (7.5) + (7.7) + (7.9) + (7.11) + (7.13) (7.40)
(7.16) = (7.4) + (7.6) + (7.8) + (7.10) + (7.12) + (7.14) 7.41)

(717 =—(7.3)-a—(7.5)-a + (74) - a+ (7.6) - 2a + (7.10) - a + (7.12) - 2a + (7.14) - 3a
7.42)

E por esta razdo que, na resolugdo sistematizada, 3 das equagdes de equilibrio dos
nés Nndo so necessarias para a determinacdo das incoégnitas procuradas, podendo
entdo ser utilizadas para verificar a solu¢do obtida.

Uma destas verificacdes ja foi feita, a equagdo (7.38) de equilibrio das forgas
verticais que atuam no nd E, tendo-se verificado que, como deveria ocorrer, ela &
uma identidade.

As outras duas equacdes suplementares sdo as equagdes de equilibrio do né F, que
serdo examinadas agora. O noé F estd indicado na Figura 7.53.

80 Jﬁ\

g0 Y/N\E

F

Figura 7.53

Como se pode ver, todas as forgas que atuam neste nd ja foram determinadas; suas
equacdes de equiilibrio sdo:

NG

Y X=0 —80+80J—-—-0 (7.43)
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Yr=0 80—80\/—2_-g:0 (7.44)

Observa-se que, como se esperava, estas duas equagdes sao identidades; caso
estas identidades ndo tfivessem sido verificadas, isto indicaria que algum erro foi
cometido na obtencdo das reagdes de apoio ou das forgas normais nas barras.

A trelica encontra-se agora resolvida; na Tabela 7.1, indicam-se as forgas normais em
todas as suas barras.

Tabela 7.1

Barra Forca normal (kN)
1 -40
— 4042
40
~ 4042
120
~8042
40
80
80

WVlio|lN]|OclO|A|]lwN

No caso das trelicas, como o Unico esforgo solicitante que se tem em suas barras sGo
as forcas normais, sendo os demais esforgos solicitantes nulos, ndo se costuma tracar
diogramas de esforcos solicitantes como os vistos no Capitulo 5, empregando-se
tabelas como a acima para indicar os esfor¢os solicitantes na treliga.

Na Figura 7.54, mostram-se as barras tracionadas e as barras comprimidas da frelica:
as tracionadas com tragos finos e as comprimidas com fragos grossos.

Figura 7.54

A Figura 7.54 permite que se compreenda como é o funcionamento da trelica que

vem sendo andlisada:
a) A Unica forca externa ativa aplicada na treliga - no né E - deve caminhar
até os apoios C e F, onde serd transmitida as estruturas que sustentam a

trelica;
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b) A forca externa aplicada em E sobe até o nd B pela barra 5, que fica
fracionada;

c) Parte da forca que subiu ao né B é fransferida ao né D pela barra 4, que fica
comprimida, e parte é transferida ao apoio F pela barra 6, que também fica
comprimida;

d) A forca gue foi transferida ao né D sobe até o nd A pela barra 3, que fica
fracionada;

e) A forca que subiu ao ndé A é transferida ao apoio C pela barra 2, que fica
comprimida;

f) Neste processo, a barra 1 fica comprimida e as barras 7, 8 e 9 ficam
tfracionadaos.

Comentou-se no inicio da Infroducdo deste Capitulo que uma treliga se comporta
de forma semelhante a uma viga ndo vazada de mesma vinculagdo e
carregamento.

Na Figura 7.55 apresenta-se uma viga ndo vozada com a mesma vinculagdo e
carregamento que a frelica estfudada: em (a), mostra-se a viga em sua
configuragdo indeformada e em (b) mosira-se a configuragdo deformada da viga.
Observa-se que a viga se encurva, com concavidade para cima. Esta deformagado
decorre dos momentos fletores positivos que atuam na viga, tracionando as fibras
inferiores e comprimindo as fibras superiores, levando-a a encurvar-se com
concavidade para cima.

(@) (o)
Figura 7.55

Como se comentou, a trelica se comporta de forma semelhante & viga ndo vazada,
tendo entdo seu banzo inferior fracionado - barras 7, 8 e 9 - e seu banzo superior
comprimido - barra 1. Na Figura 7.56, mostra-se a deformada da frelica que se estd
estudando, verificando-se que, como era de se esperar, ela se encurva, com
concavidade para cima.

120 kKN

Figura 7.56
g

Para mostrar melhor como funciona uma trelica, apresentar-se-G mais um exemplo
de uma trelica de ponte.

Exemplo 7.2
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Considere-se a trelica Warren da Figura 7.57, submetida a uma dnica forga externa
ativa aplicada na extremidade de seu balango.

Figura 7.57

Como o objetivo deste exemplo & discutir o comportamento estrutural da frelica e
ndo apresentar o método do equilibrio dos nés que j& foi examinado, a frelica ndo
serd aqui resolvida, apresentando-se diretamente suas reagdes de apoio na Figura
7.58 e as forcas normais em suas barras na Tabela 7.2,

l 2P 5P
nv v ‘V
6a 4a
Figura 7.58

Na Figura 7.59, apresenta-se uma viga ndo vazada de mesma vinculagdo e
carregamento que a trelica da Figura 7.57. Em (@), mostram-se a viga e suas reagoes
de apoio; em (b), o diagrama de momentos fletores e em (¢), a deformada da viga.

A L5 B C
l v 3F
2P 5P
ﬂv JV A
6a 43
@
12Pa
M
©)
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©

Figura 7.59

O diagrama de momentos fletores e a deformada desta viga mosfram que ela é
tracionada em sua parte superior e comprimida em sua parte inferior; © mesmo deve
entdo ocorrer com a trelica, que deve ter seu banzo superior tracionado e seu banzo
inferior comprimido. E exatamente isso que ocorre, como mostra a Tabela 7.2.

Tabela 7.2
Barra For¢ca normail
1 4P
2 8 P
3 2 P
4 6P
5 2PA2
6 —2P2
7 2 P2
8 —2P2
9 2PA\2
10 —2P\2
1 ~-3P42
12 3P2
13 —3P42
14 3PA2
15 -2P
16 -6P
17 -10P
18 -9P
19 -3P

Na Figura 7.60, mostram-se as barras tracionadas e comprimidas, as fracionadas com

fracos finos e as comprimidas com tragos grossos.
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Figura 7.60

Pode-se agora examinar como se comporta esta treliga:

a) A forca 3P aplicada em K tende a levantar o apoio F, e, para impedir seu
deslocamento vertical, a articulagcdo mdvel ai existente introduz uma reagdo
vertical para baixo 2P; para impedir que a trelica se desloque para baixo, a
articulacdo fixa em | infroduz uma reagdo vertical 5P para cima ficando a
frelica em equillibrio;

b) A forca externa ativa 3P aplicada em K caminha até o apoio |: sobe de Ka E
pela barra 14, desce para J pela barra 13, sobe para D pela barra 12 e
finalmente desce para | pela barra 11; as barras 14 e 12 ficam tracionadas e
as barras 13 e 11, comprimidas;

c) A forca reativa aplicada em F também caminha até o apoio |, de forma
completamente andloga a que se acaba de examinar: ela sobe para A,
desce para G, sobe para B, desce para H, sobe para C e finalmente desce
para |; neste percurso, ela traciona as barras 5, 7 e 9 e comprime as barras 6,
8e 10,

d) Como ja se comentou, como esta viga é tracionada em cima e comprimida
em baixo, as barras 1, 2, 3 e 4 ficam tracionadas, e as barras 15, 16, 17, 18 e
19, comprimidas.

]
Antes de se passar para o proximo item, vale a pena observar que, muitas vezes, o
equilibrio dos nds de uma trelica pode ser faciimente feito de maneira grdfica. E o
que ocorre com a trelica do Exemplo 7.1, ja que os angulos entre suas barras sGo de
450 ou 900

Ao se resolver esta trelica por meio da resolucdo sistematizada, iniciou-se a andlise
do equilibrio dos nds pelo né C, reapresentado na Figura 7.61 ().

/ N, 2 L
N2 2
N, 2
2

45° N, \ 45° N,

o L

(@ ®©

Figura 7.61
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Como o angulo entre as barras 2 e 7 é de 45°, tanto a componente vertical como a
« 2
horizontal da forga na barra 2 sGo iguais a N, - 7 como se vé na Figura 7.61 (b). O

equiliorio das for¢as verticais que atuam neste né pode entdo ser faciimente escrito:

Y Y=0 4O+N2-§=0 = N2=~—&=—M=—40«/§ (7.45)

o) 2

As componentes horizontal e vertical desta forga podem agora ser aplicadas no né

C, como se mostra na Figura 7.62.
40L

40

45° N
c M7

T

Figura 7.62

E muito fécil ver agora que o equilibrio horizontal das forcas aplicadas neste nd leva
a imediata determinagc&o de N,

Y X=0 -40+N,=0 = N, =40 (7.46)

Determinada a forca na barra 2, pode-se agora passar ao equilibrio do nd A e
determinar N, e N;. Na Figura 7.63, aplicam-se as componentes de N, nond A:

A Nq
45°
40
‘ N
40 v 3
Figura 7.63

E imediato ver que se tem entdo

N, =-40 kN .47
e

N, =40 kN (7.48)
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Da mesma forma, podem ser faciimente obtidas as forcas normais nas demais barras
da trelica.

E claro que este processo grafico de se escrever as equagdes de equilibrio nodais
pode ser aplicado qualguer que seja a trelica; ele é vantgjoso, enfretanto, quando
for muito facil determinar as componentes horizontal e vertical das for¢as normais
das barras, como no caso deste exemplo.

Sugere-se que, como exercicio, os leitores concluam a obteng&o das forgas normais
nas barras desta trelica por via gréfica, comparando-se os valores encontrados com
os da Tabela 7.1.

7.4.3 Processo de Ritter ou das se¢des

O processo de Ritter, também conhecido como processo das se¢oes, foi proposto
pelo professor alemdo August Ritter em seu livro “Elementare Theorie und
Berechnung eiserner Dach- und Brlicken-Construktionen” (Teoria elementar e cdlculo
de construcdes de telhados e pontes metdlicas), publicado em 1862. Ritter,
engenheiro formado em Gottingen, foi professor da Escola Politécnica de Hannover
e professor de mecdnica e engenharia mecdnica da Universidade Técnica de
Aachen,

O processo de Rifter, que como o processo do equilibrio dos nés se baseia nas
equacdes de equilibrio, serd apresentado por meio de um exemplo.

Exemplo 7.3

Determinar as forcas normais nas barras 3, 10, 11, 17 e 18 da treliga da Figura 7.64.

F 17 5 18 K
Laliisdaad Vs
v 3P
e a T a a T a at a a2 a
Figura 7.64

Esta é a trelica j@ examinada no Exemplo 7.2, sé que agora, em lugar de se buscar as
forcas normais em todas as barras da trelica, desejom-se as forgcas normais em
apenas cinco destas barras.

Esta & uma situacdo que surge, por exemplo, em uma fase de pré-dimensionamento
da estrutura, em que ndo se deseja ainda determinar as dimensdes de todas as
barras de uma trelica, mas ter-se apenas uma idéia dos esforgos que afuardo nas
barras mais solicitadas.

Como j@ se comentou, esta trelica tem um comportamento qualitativamente
semelhante co da viga ndo vazada da Figura 7.59 (@), de mesma vinculagdo e
carregamento que a trelica da Figura 7.64. Observa-se no diagrama de momentos
fletores da viga ndo vazada mostrado na Figura 7.59 (b) que a regidio mais solicitada
da viga é a do apoio B, logo em uma pré-andlise das barras mais solicitadas da
trelica s@o exatamente as barras localizadas nesta regido - as barras 3,10, 11, 17 e
18 - que devem ser examinadas.
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O processo do equilibbrio dos nds que acaba de ser visto poderia ser empregado
para determinar as forgas normais que se deseja obter, mas, para isso, teriam que ser
determinados também as forcas normais em vdrias outras barras da trelica. Por
exemplo, poder-se-ia partir do né K, determinar sucessivamente as forgas normais
nas barras 14, 19, 4, 13 e 12, e entdo obter as forcas normais procuradas nas barras
18, 3, 11, 10 e 17. Como se pode observar, embora permita a determinagdo das
forcas normais procuradas, © emprego do processo do equilibrio dos nds exige a
obtencdo de véarias outras forgas normais que ndo se estava buscando.

A grande vantagem do processo de Ritter & exatamente a de evifar a
determinacdo de forgas normais desnecessdrias e possibilitar a obtengdo apenas
das forcas normais procuradas.

O processo de Ritter se baseia na mesma propriedade que o processo do equilibrio
dos nds: a de que se uma estrutura estd em equilibrio entdo cada uma de suas
partes também estd em equilibrio.

Da mesma forma que no processo do equilibrio dos nds sistematizado, o primeiro
passo do processo de Ritter & a determinagdo das reagdes de apoio da frelica. Na
Figura 7.65 indicam-se as reagdes de apoio da frelica que estd sendo examinada.

M 5P

Figura 7.65

Serdio determinadas inicialmente as forcas normais nas barras 3, 10 e 17 da frelica.
Para isso, separa-se a trelica em duas partes por meio do corte mn indicado na
Figura 7.65.

As duas partes em que ficou separada a trelica estdo apresentadas na Figura 7.66,
em que se indicam as forgcas normais nas trés barras que foram cortadas para
separar a frelica: as barras 3, 10 e 17. Observa-se que, mais uma vez e pelos motivos
anteriormente apresentados, esta-se admitindo que as forgas normais que se deseja
determinar sejam de tracdo. Ressalta-se ainda gque, para que o equilibrio seja
respeitado, as forcas normais que atuam nos dois lados do corte sGo iguais e de
sentido contrario.

Na N3
\'110 N10o
A \ — > <— S

N17 N17 _A_
3P
L op
5P

Figura 7.66
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Como foi dito, estando a trelica em equilibrio, cada uma das partes indicadas na
Figura 7.66 estd em equilibrio, € € a consideragdo deste equilibrio que permite a
obtenc¢do das forgas normais procuradas nas barras 3, 10e 17.

Considere-se o equilibrio da parte da trelica & esquerda do corte, redesenhada na

Figura 7.67. As forcas externas que nela afuam satisfazem as equagdes de equilibrio
da estatica, o que permite determinar as forgas normais desconhecidas:

V2

YXx=0 N3+N10-—2—+N17=0 7.49)
Yry=0 —2P—Nm-%=0 = N,=-242P (7.50)
Y M.=0 2P-5a+N,,-a=0 = N,=-10P 7.51)

Substituindo na equacgdo (7.49) os valores de N, e N,, enconfrados, obtém-se N, :

V2

N3—2«/§-P-7—10P=0 = N,=12P (7.52)

l 2P
ll"

I L I Je I
A a1 a L] A
a a a a a
Figura 7.67

As forcas normais nas barras 3, 10 e 17 s&o entdo N; =12 P, N, =-22P e

N,, =—10 P. Pode-se verificar que estas sGo as mesmas forcas normais que ja
haviam sido obtidas pelo processo do equilibrio dos nds, indicadas na Tabela 7.2.

Estas forcas foram obtidas por meio da andiise do equilibrio do trecho da frelica a
esquerda do corte mn; é claro que elas também poderiam fer sido encontradas
estudando-se o equilibrio do trecho da treliga a direita do corte mn.

Falta ainda determinar as forcas normais nas barras 11 e 18, Isto pode ser feito pelo
processo de Ritter, separando-se a trelica em dois trechos por meio de um corte gque
secione as barras 3, 11 e 18, ou entdo pelo processo do equilibrio dos nds,
andlisando-se o equilibrio do né I. Ambas as resolugdes serdo aqui apresentadas.

Na Figura 7.68 (a) reapresenta-se a treliga com suas reagoes de apoio e o corte op
que seciona as barras 3, 11 e 18, e na Figura 7.68 (b), as duas partes em que ficou
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separada a trelica pelo corte op, nele j& estando indicada a forca na barra 3 que
acaba de ser determinada.

(@
12P 12P
9 —>
N11
N1 / a
L L 4 I - L
N1g Nisg
3P
|
5P
qIJ ‘||J ﬂb flb
a a a
®
Figura 7.68

A obtencdo das forcas normais procuradas fica mais simples se se analisar o
equilbrio do trecho da frelica & direita do corte, pois nele atuam menos for¢cas
externas ativas que no frecho & esquerda do corte. As equagdes de equilibrio das
forcas verticais € de momentos em relagcdo ao ponto D permitem a obtengdo de

N, ede N

Yry=0 —N11-£—3P=0 = N,=-3/2P (7.53)
2
Y M,=0 ~Ng-a-3P-3a=0 = N,=-9P (7.54)

Estdo assim determinadas todas as forgas normais que se procurava: N, =12 P,
N,=-2J2P,N,=-3J2P,N,=-—10P e Ny=-9P,

Como se comentou, as forcas normais nas barras 11 e 18 também podem ser obtidas
por meio do processo do equilibrio dos nés, analisando-se o equilibrio do nd |. Na
Figura 7.69, representa-se o nd | retirado da trelica, no qual j& estdo indicados os

esfor¢os anteriormente determinados: ¥, =5 P, N, =— 242 P e N,=-10P.
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As equacgdes de equilibrio deste nd permitem a obfen¢do das forgas normais
procuradas:

Yy=0 5P-2J§~P-i2_2—+N,l-—‘/22=o = N, =—3J2 P (755

V2 V2

YXx=0 10P+2J’2’-P-72—3J5-P-7+N18=o - N,=-9P
(7.56)

Observa-se que na equacgdo (7.56) jé foi utilizado o valor da forga normal na barra 11
obtido por meio de (7.55).

Como se acaba de verificar, a determinagdo das forgas normais nas barras de uma
trelica pode ser feita pelo processo do equilibrio dos nds, pelo processo de Ritter ou
entdo por uma combinacdo destes dois processos, como se acaba de fazer ao
determinar as forcas normais nas barras 3, 10 e 17 pelo processo de Ritter e as forgas
normais nas barras 11 e 17 pelo processo do equilibrio dos nds. As op¢des para a
resolucdo de uma trelica sdo muitas, devendo-se entdo empregar aquela que for a
mais adequada por dar menos frabalho e ser menos sujeita a erros.

Como ja foi discutido, o processo de Rifter & muito eficiente quando se deseja obter
as forcas normais em algumas barras da trelica, sendo, entretanto, desaconselhado
quando se quer determinar as forcas normais em todas as barras da trelica, situagdo
em que o processo do equilibrio dos nés ou mesmo uma combinagdo dos dois
processos Passa a ser o procedimento mais interessante.

Antes de se passar a mais um exemplo do emprego do processo de Rifter para
determinar as forcas normais nas barras de uma treliga, serd fragado mais um
paralelo entre as trelicas e as vigas ndo vazadas de que derivam,

Mostrou-se, na Introducdo deste capitulo, que a trelica analisada neste dltimo
exemplo - reapresentada na Figura 7.70 (a) - pode ser obtida a partir da viga ndo
vazada da Figura 7.70 (b) retirando-se material pouco solicitado de sua regido
central. E exatamente por esta razdo que a trelica e a viga das Figuras 7.70 (a) e ()
apresentam comportamentos estruturais semelhantes.

Sabe-se que na viga da Figura 7.70 (b) atuam forgas cortantes e momentos fletores,
cujos diagramas sdo indicados nas Figuras 7.70 (¢) e (d). E entdo interessante verificar
como as forcas normais nas barras da trelica se relacionam com os esforgos
solicitantes da viga ndo vazada de que ela deriva.
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Na Figura 7.71 mostram-se a treliga e a viga ndo vozada cortadas segundo uma
secdo imediatamente & esquerda do né B da frelica. Em ambas as estruturas, ©
frecho & esquerda do corte transmite para o trecho & direita do corte uma forga
vertical 2P orientada para baixo e um momento 10Pa orientado no sentido anti-
hordrio, como se indica na Figura 7.71 (b). Como se sabe, estes esforcos sdo a forga
cortante ¥ =—2 P e o momento fletor M =—10 Pa na se¢do da viga ndo vazada

em que se fez o corte, conforme os diagramas de esforgos solicitantes das Figuras
7.70(c) e @).
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Observando a trelica, verifica-se que Unica barra que pode fransmitir a forga vertical
é a barra 9, pois ela é a Unica barra cuja forga normal possul componente vertical. A
relacdio entre a forga cortante da viga ndo vazada e a forga normal na barra 9 é
entdo a seguinte:

Ny==V-2 7.57)

O sinal negativo na expressdo (7.57) decorre do fato de que uma forga corfante
positiva na viga leva a uma forga de compressdo na barra 9, como se mostra na
Figura 7.72.

V>0

®
Figura 7.72
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Aplicando a expressdo (7.57) a frelica que vem sendo examinada, como a forga
cortante na secdo em que se cortou a viga ndo vazada é V' =—2 P, tem-se

N,=—V-2=—(=2P)-2 = N,=242P (7.58)

Quanto ao momento na secdo do corte da trelica, ele serd transferido pelo bindrio
constituido pela forca normal na barra 17 e pela resultante da forga normal na barra
2 e da componente horizontal da forga normal na barra 2, tendo-se as seguintes
relacdes entre o momento fletor na viga e as for¢as normais nas barras da treliga:

M
N, =— 7.59
a
e
M
N, + N, -—2=—— (7.60)
2 a

Os sinais das equagdes (7.59) e (7.60) decorrem do fato de que um momento fletor
positivo na viga leva a uma forga de tracdo no banzo inferior da treliga e a uma
forca de compressdo no banzo superior da treliga, como mostrado na Figura 7.73.

M>OC

A

777777777

(@
M/a > {2

a
M/a < &
=
)
Figura 7.73

Empregando as expressdes (7.59) e (7.60) a treliga da Figura 7.71 (a), como ©
momento fletor naviga é M =-10 Pa, tem-se:

M -10Pa

N, =M 2197 __jop 761
a a
e
N2+N9-i2_2—=—;m—P‘f — N, =8P 762
a

Esta andlise mostra que a forga corfante da viga ndo vazada é transferida na frefica
pela barra 9, e que o momento fletor da viga ndo vozada é transferido pelo bindrio
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constituido pela forca normal na barra 17 e pela resultante da for¢ca normal na barra
2 e da projecdo horizontal da for¢ca normal na barra 9.

Estes raciocinios que levaram & determinacdo das forcas normais nas barras 2, 9 e 17
a partir dos esforcos solicitantes da viga ndo vazada sGdo uma outra maneira de

obter as forcas normais nas barras da trelica, constituindo-se, na verdade, em uma
outra forma de empregar o processo de Ritter.

Exemplo 7.4

Determinar as forcas normais nas barras 3, 12, 25 e 34 da trelica da Figura 7.74.

120 kN
o m
3 D v 120 kN
& = 8. * & 0 «
[ ;
12
L ) ] )
25
Xo=120 kN 01 34 ) ] )
A p n A
Y, =80 kN: Y, =40 kN
a a | a a a a
Figura 7.74

Como neste exemplo sé estdo sendo procuradas as forcas normais em algumas
barras da trelica, o processo mais adequado & resolu¢do do problema é o processo
de Ritter. E mesmo interessante notar que na Figura 7.74 s6 foram identificadas as
barras e os nds da regido em que se localizam as barras que se pretende estudar,
por j& se saber que as forcas normais nas demais barras Nndo precisardo ser obtidas.

Como comentado anteriormente, o processo de Ritter se inicia com a determinagdo
das reagoes de apoio da trelicq, ja indicadas na Figura 7.74.

O proximo passo € a separacdo da frelica em duas partes por meio de um corte que
secione as barras cujos forcas normais se deseja obter. Como estdo sendo
procuradas as forcas normais nas barras 3, 12, 25 e 34, nada mais natural do que
separar a trelica por meio do corte mn que seciona estas quatro barras, indicado na
Figura 7.74. O frecho da trelica & esquerda deste corte estd mostrado na Figura 7.75,
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Figura 7.75

N&o é dificil constatar que as equacdes de equilibrio deste frecho da trelica ndo
serdo suficientes para determinar as forcas normais em todas as barras que foram

cortadas. Isto, porque tem-se quatro forcas normais a determinar - N,, Nj,, Ny e
N,, - e apenas trés equagdes de equilibrio linearmente independentes, visto trafar-
se de uma estrutura plana, logo com trés graus de liberdade.

Um Unico corte, portanto, ndo é suficiente para resolver o problema, devendo-se
entdo separar a trelica por meio de mais um corte. Para solucionar o problema, vai-
se separar a trelica por meio do corte op indicado na Figura 7.74, que seciona as
barras 3, 11, 24 e 34.

Na Figura 7.76, mostra-se o trecho da trelica & esquerda do corte op.

Ny,
120 kN O‘.‘

Q
TSO kN

Figura 7.76

Mais uma vez, as equagdes de equilibrio deste trecho da trelica ndo sdo suficientes
para a determinagdo das forgas normais nas barras secionadas, pois novamente

tem-se quatro forcas normais desconhecidas - N,, N, N,, e N,;, - e apenas trés
equacdes de equilibrio linearmente independentes.

O conjuntfo das seis equagdes de equilibrio dos trechos da frelica indicados nas
Figuras 7.75 e 7.76 &, entretanto, suficiente para resolver o problema, pois nestas duas

estruturas tem-se um total de seis forgas normais desconhecidas: Ny, Ny, Ny,. Ny,
N,s e N,,. Embora o segundo corte fenha introduzido duas novas incognitas - Ny,
e N,, - tendo-se entdo um fotal de seis incognitas nos dois cortes, ele infroduziu
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fambém trés novas equagdes de equilibrio, que possibilifam a resolugdo do
problema.

O procedimento para resolver uma treliga como a que estd sendo examinada é
entdo cortar a estrutura mais de uma vez e de forma a obter um mesmo ndmero
total de barras cortadas e de equagdes de equilibrio.

Ressalta-se que, embora as barras 11 e 24 tenham sido cortadas, a obten¢do das
forcas normais nestas barras ndo é estritamente necessdria, pois elas ndo estdo entre
as que se deseja conhecer. Elas surgiram somente pelo fato de ter sido necessdrio
fazer um segundo corte da trelica, possuindo enté&o uma fungdo auxiliar.

Passa-se agora & obtencdo das forgas normais procuradas: Ny, Ny,. N, e Ny,

O exame do trecho da trelica & esquerda do corfe op revela que as forgas normais
nas barras 3 e 34 podem ser imediatamente obtidas por meio das equagdes de
equilbbrio de momentos em relagcdo aos nés Q e C, respectivamente. Uma vez

determinadas N, e N,,, pode-se utilizar as equagdes de equiliorio do frecho da

trelica & esquerda do corte mn para obter Ny, e N, .

Faz-se entdo a determinacdo das forgas normais nas barras 3 € 34 por meio das
equacdes de equilibrio de momentos em relagdo aos pontos Q e C da estrutura da
Figura 7.76:

Y M,=0 -80-2a-N,-2a=0 = N,=-80kN  (7.63)

Y M.=0 —-80-2a+120-2a+ Ny, -2a=0 = N, =—40kN  (7.64)

Alternativamente, apds a obtengdo de N,, poder-se-ia ter utilizado a equagdo de

equilibrio de forcas horizontais para determinar N,
2X=0 120+ N, +N,, =0 = 120+(-80)+N,, =0 = N, =-40kN

(7.65)

Para obter N,,, pode-se empregar a equagdo de equilibrio de momentos em

relacdo ao ponto R do frecho da trelica & esquerda do corte mn mostrado na Figura
7.77, em que estdo indicadas as forgcas normais j& obtidas para as barras 3 e 34.

80
(o] £ £ <
5
. Ntﬂ
[ [ [
~ N
‘25
120 ’-OC— 1 " =
A 40 R
80

Figura 7.77
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Tem-se entdo:
Y M;=0 -80-3a+80-2a-N, -a-J2=0 = N,=-402kN

(7.66)

Para obter N,s, pode-se ufilizar, por exemplo, a equagdo de equilibrio das for¢as
horizontais na estrutura da Figura 7.77:

V2 V2

Y x=0 120 - 80 + N, -7+N25-7—40=0 =

Z.. B

120 — 80 + (— 40 4/2) S Ny = 40=0 = N, =402 kN (7.67)

As forcas normais procuradas agora estdo todas determinadas: N, =—80 kN,
N,=—40y2kN. N,, =402 kN e N,, =— 40 kN,

Das trés equacoes de equilibrio do frecho da trelica indicado na Figura 7.77, duas
foram empregadas para obter N, e N,,. Pode-se utilizar a terceira equagdo como

um elemento de verificacdo das for¢as normais encontradas.

Utilizar-se-a nesta verificagcdo a equagdo de equiilibrio das forcas verticais:

Y r=0 g().,.le.Q_st.£=80+(_4oﬁ).ﬁ_40ﬁ.£=0
2 2 2 2
(7.68)
Como se esperava, a identidade é verificada.
|

7.5 Processos de resolugdo das trelicas compostas

Embora o processo do equilibrio dos nds possa ser empregado para resolver as
frelicas compostas, a forma mais eficiente de resolvé-las é mediante o emprego do
processo do equilbbrio dos nds combinado com o processo de Ritter, Estas duas
formas de resolver as trelicas compostas serdo discutidas a seguir.

7.5.1 Processo do equilibrio dos nos

Da mesma forma gue no caso das trelicas simples, o processo do equilibrio dos nés
para a resolucdo das trelicas compostas serd apresentado por meio de um exemplo.

Considere-se a trelica composta da Figura 7.78, formada pela unido de duas trelicas
simples - a trelicas FAGDB e a treliga IHCEB - por meio de um né comum -ond B -e
de uma barra - a barra 14, Na Figura 7.78, estes elementos de ligagdo das duas
trelicas simples estdo indicados com fragos mais grossos.
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A resolucdo desta trelica consiste na determinagcdo das seguintes incoégnitas: as
reagdes de apoio X, Y. e Y,, e as forgas normais nas barras 1 a 15. Tem-se assim

18 incognitas a determinar: 3 reagdes de apoio e 15 forgas normais nas barras da
frelica.

Como esta trelica possui @ nds e cada um deles deve satisfazer duas equagdes de
equilibrio, tem-se um total de 18 equacdes de equilibrio dos nés da treliga.

O emprego do processo do equilforio dos nds leva, portanto, a um sistema de 18
equacdes a 18 incognitas, cuja solugdo permite determinar todos os esforgos
procurados.

Como j& se comentou quando se apresentou o processo do equilibrio dos nds para a
resolucdo das trelicas simples, embora este sistema de 18 equagdes a 18 incdgnitas
permita a resolugcdo do problema, a obtencdo da solucdo de um sistema desta
dimensdo é extremamente dificil e trabalhosa.

Foi por esta razdo gue no caso das trelicas simples foi introduzida a resolugdo
sistematizada pelo processo do equilibrio dos nds, que leva a resolver-se o grande
sistema de equagdes de equilibrio aos poucos, subdividindo-o em uma série de
sistemas menores.

No caso das trelicas compostas, entretanto, em decorréncia da lei de formagdo
destas tfrelicas, a resolucdo sistematizada pelo processo do equilibrio dos ndés ndo
pode ser feita de forma integral, e ndo se consegue evitar a resolugdo de um
sistemna de equacgdes de grande dimensdo, o que, como ja se disse, dificulta
enormemente a solucdo.

Para ilustrar esta afirmacdo, tentar-se-& empregar a resolu¢cdo sistematizada pelo
processo do equilibrio dos nds & trelica da Figura 7.78.

A primeira etapa da resolugdo sistematizada consiste na obtengdo das reagdes de
apoio da trelica por meio das equagdes de equilibrio global da trelica.

Para a trelica em estudo, estas equagdes sGo

Y X=0 X, =0 (7.69)
YY=0 Y, -120+Y,=0 (7.70)
Y M, =0 ~120-a+Y,-4a=0 .71
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e a resolugdo do sistema leva as reagdes de apoio da trelica, indicadas na Figura
7.79:

X, =0 7.72)
=90 kN 7.73)
Y, =30 kN (7.74)

A. 1 B ) C.
N8 6.7 N7 81N\

.10
3, g =7 g
13 oM g 12 s N
Ly F G H |
A L] A
90 kN 120 kN 30 kN

Figura 7.79

A préxima etapa da resolugdo sistematizada consiste em identificar um né em que
se tenha apenas duas incdgnitas a determinar, e por ele iniciar a resolugdo.
Examinando a trelica da Figura 7.79, verifica-se que hd dois nés em que se tem

apenas duas incégnitas, o né F, em que ndo se conhecem N, e N;, eondl em
que ndo se conhecem N,, e N,,. Qualquer um deles pode ser escolhido para inicio

da resolucdo. Suponha-se que se tenha escolhido o nd F, e que por meio das
equagodes de equilibrio deste no se tenha determinado N, e N, .

A etapa seguinte da resolucdo sistematizada consiste em passar-se a um nd da
frelica em que atfuem N, ou N,; e no qual se tenha apenas duas incégnitas, O
exame da trelica mostra que ndio hd nenhum nd nestas condigdes, pois no nd A fem-
se frés incognitas - N;, N, e N, - e no né G também tem-se trés incégnitas - N,,
Nyye Ny.

Este fato decorre da lei de formacdo das frelicas compostas, e a resolugdo
sistematizada da trelica ndo pode entdo prosseguir. O mdximo que se poderia fazer

seria determinar N,, e N, por meio das equagdes de equilibrio do né I, mas para a
obteng¢do das demais incégnitas do problema - N;, N,, N,. Ny, N, N,, Ny, Ny,

N,,. N, e N,, - seria necessdria a resolucdo do sistema constituido pelas 14

equacdes de equilibrio dos nés A, B, C, D, E, G e H, sistema que ainda seria muito
grande.

Em decorréncia da lei de formagdo das trelicas compostas, ndo é possivel empregar
a resolucdo sistematizada do processo do equilibrio dos nds de forma integral, o que
torna o uso exclusivo do processo do equilibrio dos nés muito inadequado para a
resolucdo das trelicas compostas.

7.5.2 Processo do equilibrio dos nés combinado com o processo de Ritter

A mesma lei de formacdo das trelicas compostas que torna inadequado © uso
exclusivo do processo do equiliorio dos nds para resolvé-las permite que elas sejom
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faciimente resolvidas por uma combinacdo do processo do equilibrio dos nds e do
processo de Ritter,

Uma trelica composta é formada pela unido de duos frelicas simples por meio de
trés barras ou por meio de um né comum e uma barra. Em ambos 0s casos, as
ligacdes entre as duas trelicas simples introduzem trés vinculos entre elas, ou seja,
impedem 1rés movimentos de uma frelica em relagcdo & outra: impedem o
movimento na direcdio de cada uma das barras de ligagcdo no primeiro caso e o
deslocamento do ndé comum - isto &, seu movimento horizontal e seu movimento
vertical - e o movimento na direcdo da barra de liga¢do no segundo caso.

A resolucdo de uma trelica composta pela combinagdo do processo do equilibrio
dos nds com o processo de Ritter consiste entdo em:

a) Por meio de um corte, isto €, empregando o processo de Ritter, separar as
duas trelicas simples, secionando os elementos que as unem para formar a
frelica composta, e determinar os esforcos nestes elementos de ligagao;

b) Utilizando a resolucdo sistematizada, empregar o processo do equilibrio dos
nods para resolver cada uma das trelicas simples que compdem a treliga
composta.

Mais uma vez, este procedimento serd apresentado por meio de um exemplo, o da
trelica que vem sendo analisada, mostrada na Figura 7.78.

Etapa a) Emprego do processo de Ritter para separar a trelica composta nas duas
trelicas simples que a compoem e determina¢do dos esforgos nos elementos de
ligacdo das duas trelicas simples.

As duas trelicas simples que compdem a trelica da Figura 7.78 sGo unidas por meio
de um né comum - o nd B - e de uma barra - a barra 14,

O processo de Ritter se inicia com a obftencdo das reagdes de apoio da frelica;
estas reacdes j& foram determinadas por meio das equagdes (7.69) a (7.71) de
equilibrio global da trelica, estando indicadas na Figura 7.79.

O préximo passo do processo de Rifter € a separagcdo da frelica composta nas
trelicas simples que a compdem por meio de um corfe que secione os elementos de
ligacdo das trelicas simples.

Na Figura 7.80 (o) indica-se o corte mn que seciona o né B comum &s duas trelicas
simples e a barra 14 que as liga. Na Figura 7.80 (b), mostra-se o frecho da trelica &
esquerda do corte, nele estando indicados os esforgos que atuam nos elementos de
ligacdo que foram cortados, e que podem ser determinados por meio das equagoes
de equilibrio deste trecho da treliga. Observa-se que o nd B transfere uma forga com
direcdo qualguer, gue pode ser entdio decomposta em sua componente horizontal

X ; e em sua componente vertical Y, .
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Alternativamente, pode-se cortar a freliga por meio do corte op indicado na Figura
7.81 (@), em que, em lugar de se cortar exatamente um dos elementos de ligagao
das duas trelicas simples - o né B -, optou-se por cortar duas barras, de forma a ja se
obter diretamente duas das forcas normais procuradas. Na Figura 7.81 (o), indicam-
se os esforgcos que atuam nas barras que foram corfadas, e que se ird determinar,

A 4 B ,.C

NGRS - VAN
3 \__‘ | P § /x \\\10 a2
4 ‘D E 9 N
T are
XF=0._,. 13 M Jq4 12 VA ; - [
F @ ./ H 20
A 2 p A
Y =90 kN 120 kN Y =30 kN
a a/l2 a/2 al2 al2 a

(@
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As forcas normais nas barras 2, 7 e 14 podem ser obtidas por meio das equagdes de
equiilibrio do trecho da trelica indicado na Figura 7.81 (b):

YM,=0 -90-2a+120-a+N,-a=0 = N, =60kN

Yr=0 90—120—N7-g=0 = N, =-30V2 kN

V2 V2

Y x=0 N2+N7-7+N14=N2+(—30\/§)-T2+60=0 = N,=-30kN

Nas Figuras 7.82 (a) e (b), indicam-se o frecho da freliga & esquerda do corte op e o
trecho da trelica & direita do corte op, j&@ com as forgas nas barras de ligagdo que
acabam de ser determinadas.

A G 0 30 C
\ o = ,r)\
3 Lo A s g N
b 302 302 4, !
E
N N
F |G > 60 < = <
901‘ 60 A
120 30
() (©)

Figura 7.82

Observa-se que estas duas trelicas sdo trelicas simples, e que, por serem frelicas
simples, podem ser resolvidas pelo processo do equilibrio dos nés com o emprego da
resolucdo sistematizada.

Etapa b) Emprego do processo do equilibrio dos nds para determinar os esfor¢os nas
barras das trelicas simples que compdem a trelica composta.

Para determinar as forcas normais nas barras da trelica da Figura 7.82 (a). inicia-se
com o equilibrio do né F, passando-se depois aos equilibrios dos nds G, A e D. Na
Figura 7.83, indicam-se estes nds e as forgas que atuam em todas as barras que neles
chegam obtidas por meio das equagdes de equilibrio do né; no caso desta trelica,

como as barras sdo inclinadas a 450, é extremamente fdacil fazer o equilibrio
graficamente, da forma comentada logo apés o término do Exemplo 7.2.
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/ 02 N,=—90v2 kN  (7.78)

N, =90 kN (7.79)
TQO
NS G
Too
/3045 N, =90 kN (7.80)
90 60
) > N, =302 kN (7.81)
11 20
NS A
«— 90
0 N, =—90kN  (7.82)
9042 l 0 N, =0 (7.83)
N6 D /
3042

N, =302 kN  (7.84)

S

Figura 7.83

Observa-se que, das equacdes de equilibrio referentes ao né D, apenas uma fol
utiizada para obter N, pois sé se tinha uma incégnita a determinar neste n6. Como

j& se comentou, isto decorre do fato de que como todas as forgas externas que
atuam nesta trelica simples jé haviam sido determinadas, as equagdes de equilibrio
dos nds levam a trés equacdes suplementares, que podem entdo ser empregadas
para fazer-se uma verificagdo das forgas normais obtidas.

Além da equacdo suplementar relafiva ao né D, as outras duas sGo as equagoes de
equilibrio do né B, que ndo foram empregadas para obter as forgas normais
procuradas, e que podem ser utilizadas como elementos de verificagdo. Este né estd
apresentado na Figura 7.84, e uma simples inspe¢do visual mostra que os esforgos
encontrados satisfazem tanto o equilfbrio das forgas horizontais como o das forcas
verticais.
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Figura 7.84

A determinacdo das forgas normais nas barras da freliga simples & direita do corte
op ndo serd feita aqui, e sugere-se que o leitor a fagca como exercicio, conferindo os
resultados encontrados com os da Tabela 7.3, em que se indicam as forgas normais
em todas as barras desta trelica.

Tabela 7.3

Barra Forca normal (kN)
1 -90
2 -30
3 ~ 902
4 90
5 0
6 3042
7 ~3042
8 0
9 30
10 ~3042
1 3042
12 ~3042
13 90
14 60
15 30

E interessante observar que a combinacdo do processo do equilibrio dos nés com o
processo de Ritter empregada na resolugdo desta trelica é extiremamente eficiente
por se consistir, na verdade, em um procedimento para subdividir o grande sistema
de 18 equacdes a 18 incognitas que resolve o problema em vdrios subsistemas
menores: um subsistema de trés equacdes a frés incdgnitas ao se determinar as
reacdes de apoio da trelica, um outro subsistema de 1rés equagdes a 1rés incégnitas
0o se cortar a trelica pelo processo de Ritter e determinar os esforgos nos elementos
de ligacdio das trelicas simples, e, finalmente, vdrios subsistemas de duas equacdes a
duas incégnitas ao se resolver cada uma das trelicas simples pelo processo do
equiliorio dos n&s.
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Antes de se passar a mais um exemplo de resolugcdo de uma trelica composta, serd
discutida uma particularidade muito curiosa da trelica que acaba de ser resolvida:
sem que nenhuma andlise mais profunda tivesse sido feita, uma simples inspe¢do
visual desta trelica teria sido suficiente para se perceber que as forgas normais nas
barras 5 e 8 sdo nulas, Isto, porgue nos nés D e E chegam trés barras, duas das quais
com a mesma direcdo, nele ndo havendo forcas externas aplicadas. As forgas
normais nas trés barras que chegam nestes nds devem entdo estar em equilibrio;
como duas delas possuem a mesma diregdo, nestas barras atuardo forgas iguais e
de sentidos contrdrios e na terceira barra a forga normal serd nula.

Na Figura 7.85 reapresenta-se o ndé D, e as forgas normais nas barras que nele
chegam. Em lugar de na andlise do equilibrio deste né se utilizar o eixo horizontal e o
vertical, serdo empregados o eixo que tem a dire¢do das barras colineares e o eixo
a ele ortogonal.

&

)\_
L %
Ni‘;
D
A,
Figura 7.85
As equacoes de equilibrio séio entdo
Y X=0 ~-N,+N,=0 = N,=N, (7.85)
Y Y=0 N,=0 (7.86)

comprovando-se o que se havia afirmado.

No caso deste exemplo, a barra § é ortogonal & barras colineares. E importante
ressaltar que mesmo que ela ndo fosse ortogonal &s outras duas, a forga normal
nesta barra continuaria sendo nula. Na Figura 7.86 consideram-se irés barras
chegando em um nd genérico A, duas das quais colineares, e a terceira, ndo
ortogonal ds outras duas.
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Figura 7.86

As equacdes de equilibrio deste nd sdo

>Y=0 N, sena=0 =N,=0 (7.87)

Y Xx=0 —~ N, +N,.cosa¢+N,=0 = N,=N, (7.88)

Como se havia afirmado, verifica-se novamente que a forgca normal na barra ndo
colinear as outras duas € nula.

A frelica que acaba de ser examinada € uma trelica utilizada em pontes, sendo as
cargas dos veiculos que passam pela ponte fransferidas aos nés do banzo inferior da
trelica por meio das fransversinas que neles se apdiam. Nos nds D e E, portanto, ndo
serdo aplicadas forcas externas, a ndo ser as decorrentes do peso préprio das barras,
podendo entdo o leitor indagar por que razéo existem nesta trelica as barras 5 e 6 se
nelas ndo atuardo forgas normais.

O motivo que levou & colocagdo destas barras na trelica é evitar que as barras 11 e
12 figuem muito esbeltas e possam ser muito fletidas quando vierem a ser
comprimidas.

Em decorréncia de nossa experiéncia com as estruturas encontradas no dia-a-dia,
todos sabemos que se comprimirmos uma régua de pldstico bem fina ela ird
encurvar-se, e que, se ndo fomarmos cuidado para ndo encurvd-la muito, acabard
por romper-se. Este fenbmeno ocorre porque as réguas redis sempre apresentam
imperfeicdes - o0 eixo ndo & absolutamente reto, suas segdes transversais NGo sGo
todas exatamente iguais, sdo fletidas pelo peso prdprio, etc. -, vindo a sofrer flexdo
quando comprimidas, flexdo esta que aumenta & medida que a régua vai se
encurvando. E interessante observar que este fendmeno sé ocorre na compressdo,
ndo ocorrendo na tragcdo; ao confrdrio, o eixo inicialmente curvo de uma régua
ficar& menos curvo se ela for fracionada.

A este fendmeno, que € tanto mais importanfe quanto mais esbelta for a barra - isto
&, gquanto maior for o seu comprimento e menores as dimensdes de suas se¢oes
transversais -, dd se o nome de flexdo composta de barras esbeltas, e serd estudado
mais adiante no curso.

E justamente para diminuir o comprimento das barras 11 e 12 e portanto diminuir a
possibilidade de elas apresentarem grandes curvaturas quando comprimidas que
foram introduzidas as barras 5 e 6 na trelica. Observa-se que na situagdo em que foi
feito o exame desta trelica, com a forca externa ativa aplicada em G, embora a
barra 12 fique comprimida, podendo encurvar-se, a barra 11 fica fracionada. J&
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quando a forca externa ativa estiver aplicada em H ir& ocorrer o contrdrio: a barra
11 ficard comprimida e a barra 12, tracionada.

Exemplo 7.7

Determinar as forgas normais nas barras da trelica da Figura 7.87.

60 kN
Al 1 B

1,2

,74
2,4

.,r:.

1,8 2,2 4,0 2,2 1,8
2 # # + * A (m)
Figura 7.87

Esta trelica, utiizada em coberturas, & uma treliga composta, formada pela unido
das trelicas simples CAF e BDE por meio de trés barras - as barras 1, 6 e 9. Na Figura
7.87, as barras que ligam as trelicas simples para formar a trelica composta estGo
indicadas com tragcos mais grossos.

Por tratar-se de uma trelica composta, esta trelica serd resolvida pelo emprego do
processo do equilibrio dos nés combinado com o processo de Ritter:

Etapa a) Emprego do processo de Ritter para separar a treliga composta nas duas
trelicas simples que a compdem e determinagdo dos esforcos nos elementos de
ligacdo das duas trelicas simples.

O primeiro passo para o emprego do processo de Ritter € a determinagdo das
reacoes de apoio, que jd se enconfram indicadas na Figura 7.88.

O segundo passo consiste em separar a trelica composta por meio de um corte que
secione as barras de ligacdo, e a posterior determina¢cdo das forgas normais que
atuam nestas barras de ligagdo.

Na Figura 7.88 (), mostra-se o corte que seciona as barras 6, 1 € 9 que unem as duas

trelicas simples, e nas Figuras 7.88 (b) e (c), os dois frechos em que ficou separada a
frelica apds o corte.
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©
Figura 7.88

A obtencdo das forcas normais nas barras 6, 1 e 9 pode ser feita pela andlise do
equilibrio de qualquer um dos dois trechos da treliga mostrados nas Figuras 7.88 (b) e
(©). No caso desta trelica, ndo existe um trecho que tome esta resolugdo mais
simples; opta-se, aqui, por examinar o equilibrio do frecho mostrado na Figura 7.88

(b). reapresentado na Figura 7.89 com as forgas normais, N, N, e Ny que se estd
procurando j& decompostas em suas componentes horizontal e vertical.
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Figura 7.89

As equacodes de equilibrio que seréio empregadas para determinar as for¢as normais
nas barras 6, 1 e 9 sGo

Y x=0 ~06N,+N, -0,6 N, = 0 (7.89)
YY=0 ~ 08 N; —60+0,8 N, +20=0 (7.90)
YM,=0 08N, -102+0,6N,-24+60-8-N, 3,6=0 7.91)

cuja resolucdo leva ds forgcas normais procuradaos:

N, ==54,55kN 7.92)
N, =— 170,46 kN (7.93)
N, =— 20,46 kN 7.94)

Uma vez determinadas estas forcas, pode-se passar & obtengdo das forgas normais
nas frelicas simples CAF e BDE pelo processo do equilibrio dos nds mediante o
emprego da resolugdo sistematizada. £ inferessante ressaltar que, para ambas as

trelicas simples, as forgas N,, N, e N, que se acaba de obter sGo forgas externas.

Etapa b) Emprego do processo do equilibrio dos nds para determinar os esfor¢os nas
barras das treligas simples que compdem a trelica composta.

Pode-se agora determinar as forcas normais nas barras das treligas simples indicadas

nas Figuras 7.90 (a) e (©) por meio da resolugdo sistematizada do processo do
equiliorio dos nds.
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l 60 kN
A 54,55 kN

\20,46 kN

F A—

AR
T20 kN

@

54,55 kN B
>

\20,46 kN

T 40 kN
(9))

Figura 7.90

Serd feita aqul apenaos a resolucdo da trelica simples indicada na Figura 7.90 (a),
deixando-se ao leitor como exercicio a obtengdo das forgas normais da trelica da
Figura 7.90 (b).

A determinagdo das forgas normais da treliga da Figura 7.90 (o) serd iniciada com a
andlise do equilibrio do ndé A, mostrado na Figura 7.91 (@), na Figura 7.91 (b).
apresentam-se as componentes horizontal e vertical das for¢as que atuam no nd A,

60 l 60
AY 54,55 O.BTBMO 54,55
N N :1 5 u T 0912N,
o % A5 YY0,410N,
© ®
Figura 7.91

As equacdes de equilibrio do né A sGo entdo
ZX =0 - 0878 N, — 54,55+ 0912 N, = 0 7.95)

Y Y=0 ~ 0,479 N, —60 - 0,410 N, =0 (7.96)
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das quais decorrem:
N, =-96,74 kN (7.97)
N, =-3332 kN (7.98)

Das trés forcas normais que atuam na frelica simples CAF, duas j& foram
determinadas. Tem-se, ainda, as quatro equacoes de equilibrio dos nés C e F para

determinar a forga normal N, : serd utilizada para determind-la uma das equagdes

de equilibrio do né C, e as demais equacdes de equilibrio serdo empregadas como
elementos de verificacdo das forgas normais obtidas.

Na Figura 7.92 (a), mostram-se as forgas que atuam no né C, e na Figura 7.92 (b), as
componentes destas forcas.

96,74

C

AN

—_— 0 ‘:,
0,973N,
/ 70,46 5636“ 0,229N,
(@ ®)
Figura 7.92
As equacoes de equilibrio do né C sGo
ZX =0 42,27 - 8493+ 0,973 N, = 0 7.99
Y Y=0 56,36 — 46,32 — 0,229 Ny =0 (7.100)

A forca normal na barra 8 pode ser obtida pela equacdo (7.98), encontrando-se
N, =4384 kN 7Z.101)

Como todas as forcas normais da trelica simples CAF ja foram determinadas, a
segunda equacdo de equilibrio do né C pode ser empregada como elemento de
verificacdo:

ZY =56,36 — 46,32 — 0,229 - 43,84 =0 (7.102)

A expressdo 7.102 mostra que a verificagdo é safisfeita.

Embora ja se tenha feito uma conferéncia das for¢as normais obtidas, as equagdes
de equilibrio do né F ainda poderiam ser empregadas como outros dois elementos
de verificagdo. Em termos praticos, apenas a conferéncia (7.102) ja seria suficiente
como indicacdo da corregcdo das forcas normais obtidas. Apesar disso, tfambém
serdo feitas aqui as verificacdes adicionais relativas ao né F, representado na Figura
7.93 (a); na Figura 7.93 (b), estdo indicadas as componentes das forgas que atuam
nesse no.
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(@ ®)

Figura 7.93

As resultantes das forcas horizontais e verticais gue atuam no né F sdo:

Y X =-42,67+3039+12,28= 0 (7.103)
Y Y =10,04-13,67-16,37 +20=0 (7.104)

Novamente, as duas equacdes de equilibrio sGo satisfeitas pelas forgas normais
encontradas, logo estas outras duas verificagdes fambém estdo safisfeitas.

Na Tabela 7.4, sd&o indicadas as forgcas normais em todas as barras da trelica
composta da Figura 7.87; lembra-se que a obten¢do das forgas normais nas barras
da trelica simples BDE ndo foi aqui apresentada, tendo-se sugerido que o leitor
faca como exercicio.

Tabela 7.4

Barra Forca normal (kN)
1 — 54,55

- 96,74

-3332
32,78

- 28,09

—-70,46
12,73
43,84

- 20,46

N oI e T AN I N 6, B (R N I OL 2 I\

A Tabela 7.4 mostra que quase todas as barras da freliga que acaba de ser resolvida
sGo comprimidas, apenas as barras 4, 7 e 8 sendo fracionadas. Ndo é muito dificil
compreender as razdes que levam a estes esforgos nas barras da trelica.

Esta frelica, reapresentada na Figura 7.94, fem um comportamento estrutural
semelhante ao de um arco.
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Figura 7.94

Como ja se comentou, esta trelica é empregada em coberturas. Em lugar desta
frelica, poder-se-ia utilizar como estrutura desta cobertura uma das estruturas
friarticuladas mostradas na Figura 7.95.

60 kN
AY B
D
C
»E 4 F<
e T R
A A
@
60 kN
AY B
D
C
E ‘ E
K “ “y
A A
©)
Figura 7.95

Sob a acdo do carregamento que nelas atua, a tendéncia destas esfruturas éade
se “abrirem”, em decoréncia da tendéncia de ofastamento dos apoios E e F,
semelhantemente ao que ocorre com a estrutura da Figura 7.96, que ndo fica em
equilibrio, vindo efefivamente a abrir.
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60 kN

FEEEIEE
R

Figura 7.96

Embora tendam a abrir, as estruturas da Figura 7.95 tém sua abertura impedida: a da
Figura 7.95 (a) pelas articulacdes fixas E e F que ndo podem afastar-se uma da outra
e a da Figura 7.95 (b) pelo tirante que liga os apoios E e F. As dire¢cdes e os sentidos
das reagdes de apoio destas estruturas sdo bastante intuitivos, estando mostrados na
Figura 7.95. Também & bastante intuitivo perceber que o tirante que une os apoios E
e F da estfrutura da Figura 7.95 (b) fica fracionado.

Com se verd no Capftulo 9 desta apostila, as esfruturas da Figura 7.95 tém o
comportamento estrutural de um arco, ficando comprimidas.

Pois bem, como j& se comentou, hd uma semelhanca de comportamento entre a
trelica da Figura 7.94 e os “arcos” da Figura 7.95.

A trelica da Figura 7.94 se comporta como um “arco” formado pelas barras 6, 2, 1, 5
e 9, que, por serem articuladas em suas extremidades, necessitam das barras 3, 4, 7 e
8 para ficarem em equilibrio.

Como em um arco, as barras 6, 2, 1, 5 e 9 da trelica ficam comprimidas. A sequéncia
das barras 6, 2 e 1 forma um arco cujas extremidades E e B tendem a se afastar uma
da outrq, isto &, um arco gque tende a abrir; esta abertura é impedida pela barra 4,
que trabalha como um tirante, ficando tracionada. O mesmo ocofre com © arco
formado pela sequéncia das barras 6, 2, 1 e 5, cuja abertura é impedida pela barra
7, que também fica tracionada, e com o arco formado pela sequéncia das barras 2,
1, 5 e 9, cuja abertura & impedida pela barra 8, também tracionada.

A tendéncia do arco formado pela sequéncia das barras 1, 5 e 9 também & a de
abrir, e esta abertura & impedida pela barra 3, que deveria entdo estar tracionada.
O exame da Tabela 7.4 mostra, entretanto, que, em lugar de ser tracionada, a barra
3 é comprimida. Isto, porque parte da forca de 60 kN aplicada no né A é fransferida
diretamente ao apoio F pela barra 3, comprimindo-a. A forca de compressdo na
barra 3 é porfanto a resultante de duas for¢as normais: a forga de compressdo
decorrente da transferéncia de parte da forca de 60 kN do né A para o apoio Fe da
forca de tragdo na barra 3 decorrente de seu papel como tirante do arco formado
pelas barras 1, 5 e 9. Como a componente de compressdo € maior gue a de tragdo,
a forca normal final na barra 3 é de compressdo.

Embora possua um comportamento estrutural um pouco mais complexo que as
trelicas anteriormente examinadas neste Capitulo, verifica-se que ndo é muito dificil
compreender o comportamento estrutural da frelica que se acaba de analisar.

Finalizando este Capitulo, convém ressaltar que todos os processos de resolugdo de
trelicas examinados - o processo do equilibrio dos nés, o processo de Ritter ou das

secdes e a combinacdo destes dois processos empregada na resolugdo das frelicas
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compostas - decorrem de uma mesma propriedade, a de que estando uma
estrutura em equilibrio, qualquer parte da estrutura, seja ela um nd ou um trecho
maior da estrutura, estd em equilibrio.
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8. Pédicos triarticulados

8.1 IntrodugaGo

Considerem-se as estruturas indicadas na Figura 8.1. Embora elas tenham a mesma forma
© 0 mesmo carregamento, possuem comportamentos estruturais bastante distintos, em
decorréncia de suas diferentes condigdes de apoio. A estrutura da Figura 8.1 (a) tem
como apoios uma articulagdo fixa e uma articulagéio mével; a da Figura 8.1 (b), duas
articulagdes fixas, indicadas por pequenos circulos, como usualmente se representam as

articulagoes fixas deste tipo de estrutura.

lP ' 1P
A B C A B C e
. e . o T
D . E D E
v afe v a2 v Loy " al2 v a/2 v
A A A A A
@ _ ©®)
Figura 8.1

E muito fdcil verificar que a estrutura dq Figura 8.1 (0) é Isostatica, e que se tiver qualquer
um de seus vinculos retirado se tomard hipostatica. As reagdes de apoio e o diagrama de
momentos fletores desta estrutura estGo indicados na Figura 8.2, em que também se

mostra a sua deformada.

T P/2

b -

@

Bl
Pa/4
M
A 2 —
D E
T P2
®© ©
Figura 8.2
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A deformada da estrutura estd diretamente ligada ao diagrama de momentos fletores,
pois estando uma barra solicitada por momentos fietores, ela se encurvard, isto é, ficarg
fletida, e sua concavidade serd voltada para a regido comprimida da barra, j& que suas
fibras longitudinals aumentam de comprimento no lado tracionado e diminuem de
comprimento no lado comprimido, sendo exatamente estes alongamentos e
encurtamentos que levam a barra a se encurvar.

No caso da estrutura da Figura 8.1 (a), verifica-se pelo diagrama de momentos fletores
da Figura 8.2 (¢) que os montantes AD e CE permanecem retos, J@ que neles ndo hda
momentos fletores, © que a trave AC se encurva com concavidade voltada para cima,
por estar solicitada por momentos fletores que tracionam a face inferior e comprimem a
face superior. Como o encurvamento desta trave leva as suas se¢Oes transversais de
exfremidade A e C a apresentarem rotagdo, os montantes deixam de ser verticais,
inclinando-se, e o apoio articulado mével E move-se para a direita.

Observa-se que, embora os montantes fenhqm se inclinado e a trave superior da estrutura
tenha se encurvado, as barras da estrutura, que eram orfogonais entre si antes da
aplicagdo da forga P, continuam ortogonais entre si na estrutura deformada. Na Figura
8.3 (a) apresenta-se um detalhe do né A da estrutura indeformada, e na Figura 8.3 (b), um
detalhe do né A’ da estrutura deformada, verificando-se que as tangentes aos elxos das
barras de ambas as estruturas sGo ortogonais no né.

A » A

1
i
]
.
I
w
I
i
1
1
I
I
.
1

—

@ ®©)
Figura 8.3

E conveniente repetir aqui uma observagdo que ja fol sido feita na Nota 5.8 do Capitulo 5:
na deteminagdo dos esforgos solicitantes desta estrutura, considerou-se a sua
configuragdo indeformada, isto &, a configuracdo que ela possuia antes da aplicagdo da
forca P. E muito facil verificar pela Figura 8.2 (c) que, se se considerar a estrutura na
configuragdo deformada, os seus esforgos solicitantes serdo outros e que havera
momento fletor nos montantes, que ndo ficardo mais retos, encurvando-se. Como ja se
comentou no Capitulo 5, o modelo de cdlculo que se estd adotando, em que se
despreza a deformagdo da estrutura na determinagdo dos esfor¢os solicitantes, sd
poderd ser empregado quando os esforgos solicitantes obtidos com a consideracdo da
configuragdo indeformada forem muito préximos daqueles obtidos com a consideracdo
da deformagdo da estrutura.

Da-se o nome de efeitos de primeira ordem daqueles decorrentes dos esforcos solicitantes
obtidos considerando-se a estrutura indeformada e de efeitos de segunda ordem os
efeitos adicionais decorrentes da consideragdo da deformagao da estrutura. E claro que
0 modelo que leva em conta a deformagdo da estrutura representa melhor a estrutura
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real. Ele &, entretanto, muitissimo mais complexo que o modelo mais simples, pois nele os
momentos fletores dependerdo da deformagdo da estrutura, que, por sua vez
dependerd dos momentos fletores. Esta inferdependéncia entre os momentos fletores e a
deformagado da estrutura levard a ter-se que integrar uma equacgao diferencial para obter
o diagrama de momentos fletores, em suma, a um modelo muitissimo mais complexo
para a estrutura. Por esta razdo, quando os efeitos de segunda ordem forem muito
menores que os de primeira ordem, a estrutura ficard@ muito bem representada pelo
modelo simples em que se considera a configuracdo indeformada para determinar os
esforgos solicitantes. Quando os efeitos de segunda ordem ndo forem despreziveis, como,
por exemplo, no caso dos pilares esbeltos - pilares longos com pequenas secdes
transversais -, serd necessdrio utlizar a configuragdo deformada na obtengdo dos
esforgos solicitantes. Este modelo mais complexo sera visto mais adiante no curso, quando
se estudarem a flexdo composta das barras esbeltas e a estabilidade do equilibrio.

E mais uma vez importante lembrar que o principio de superposi¢ao dos efeitos s6 é vdlido
quando se usa o modelo em que se utiliza a configuragdo indeformada da estrutura para
obter os esforgos solicitantes, nGo podendo ser aplicado quando os efeitos de segunda
ordem sdo levados em consideracado.

Examinando agora a esfrutura da Figura 8.1 (b), ndo é dificil perceber que ela &
hiperestdtica: se, por exemplo, o apoio fixo da direita for transformado em uma
articulagdo mével que permita o0 movimento horizontal do ponto E, a estrutura da Figura
8.1 (b) ficard exatamente igual @ estrutura da Figura 8.1 (a)., que, como se acaba de ver,
& isostatica. Como nenhum outro vinculo poderd ser retirado sem que ela venha a poder
apresentar movimento de cormpo rigido, a estrutura da Figura 8.1 (b) possui grau de
hiperestaticidade igual a um, ou, como normalmente se diz, & uma vez hiperestdtica.

Na Figura 8.4 mostram-se as reagdes que os apoios podem introduzir na estrutura da
Figura 8.1 (b). Pode-se imediatamente perceber que as equagdes de equilibrio ndo sdo
suficientes para a deteminagdo das reagdes de apoio, j& que se tem quatro reagdes de
apoio a determinar e s6 trés equacdes de equilibrio linearmente independentes. O fato
de se ter um maior nimero de reagdes de apoio que de equagdes de equilibrio decorre
do fato de a estrutura ser hiperestdtica, e o fato de se fer uma reagdo de apoio a mais
que o ndmero de equagdes de equilibrio decorre do fato de a estrutura ser uma vez
hiperestdtica.
P
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Figura 8.4
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Apesar de as reagdes de apoio horizontais ndo poderem ser determinadas pelas
equagoes de equilibrio, as reagdes verticais podem sé-lo, COmMo se mostra a segulir:

Y X=0 Xp+Xg;=0 @.1)
Y Y=0 Y,—P+Y, =0 8.2)
Y M,=0 —P-%+Yﬁ-a=0 = YE=—12i 8.3)

P
Da equagdo (8.2), obtém-se que Y, =5. Como ja era de se esperar, em decorréncia da

simetria da estrutura e do seu carregamento, as duas reagoes verticais da estrutura sdo
‘iguats.

As reagdes horizontais, como se havia mencionado, ndo podem ser determinadas, pois
na equagdo (8.1) tem-se duas incoégnitas. A infformagdo que pode-se obter desta
equagdo € que as reagdes horizontais da estrutura sdo iguais em infensidade e opostas
em sentido, o que estd de acordo com a simetria da estrutura e do carregamento.

H4 vdrias formas de se determinar as reacoes horizontals desta estrutura, e aqui serd
apresentada uma destas alternativas, que é multo simples e de significado fisico muito
claro.

Comentou-se acima que a estrufura da ‘Figura 8.1 (b) tornar-se-ia isostatica se a
articulagdo fixa em E fosse transformada em uma articulagdo mével. E o que se faz na
Figura 8.5 (a), verificando-se que a estrutura ficou exatamente igual & estrutura-isostatica
da Figura 8.1 (a), cuja deformada, j& mostrada na Figura 8.2 (c). é reapresentada na
Figura 8.5 (b). Imagine-se agora que uma forga horlzontal X seja aplicada no ponto £’ da
estrutura da Figura 8.5 (b), como mostrado na Figura 8.5 (). Sob a a¢do desta forga, o
apoio mével se deslocard para a esquerda, e para cada valor de X apresentard um
diferente deslocamento. Existe um particular valor H da forga X que farG com que o
ponto E’ volte para posi¢éo original do ponto E, isto &, que anulard o deslocamento
horizontal decorrente da liberagdo do impedimento ao movimento horizontal do ponto E.
Comparando agora as Figuras 8.4 ¢ 8.5 (c). verifica-se que a reagdo horizontal X g da

estrutura da Figura 8.4, que impede que o ponto E apresente deslocamento horizontal,
deve ser igual & forca H que impede Que o ponto E da estrutura da Figura 8.5 (c) tenha
deslocamento horizontal, j& que se trata de duas estruturas com a mesma forma e o
mesmo caregamento e seus apolos apresentam os mesmos deslocamentos. A diferenca
entre elas é que, no caso da estrutura da Figura 8.4, a forga horizontal 6 um esforco
externo reativo introduzido pelo apolo, e, no caso da estrutura da Figura 8.5 (c), ela é um
esforco externo ativo aplicado na extremidade inferior do montante CE. Estas duas forgas,
entretanto, por produzirem exatamente os mesmos efeitos, sdo iguais. Em outras palavras,
de forma bem informal, pode-se dizer que a estrutura ndo distingue a situagdo da Figura
8.4, em que a forga horizontal & aplicada pelo apoio, da situagdo da Figura 8.5 (c), em
qQue a forga horizontal € uma forca externa ativa aplicada na base do montante. Em
ambos os casos, forgas horizontais aplicadas no mesmo ponto levam o ponto E a ndo se
deslocar, logo as duas forgas sdo iguais.

125



B B’
X
s AN A Py
D E D E D E
@ ®© ©
Figura 8.5

A reacdo horizontal em E pode entdo ser obtida transformando a estrutura em isostatica e
determinando o esforco que deve ser aplicado na estrutura isostatica para anular o
deslocamento decorrente da liberagdo da estrutura,

A forca H recebe o nome de empuxo, e para sua determinagdo é necessdrio levar em
conta as caracteristicas de deformabilidade do material da estrutura e as caracteristicas
geométricas da estrutura. Por estar fora do escopo desta disciplina, a determinagdo do
empuxo H ndo serd aqui apresentada e serd feita mais adiante no curso.

Deve-se observar que a existéncia de um empuxo horizontal orientado para o interior da
estrutura j& era de se esperar, pois, sob a agdo da forga P, a tendéncia da estrutura é de
abrir-se, sendo entdo necessdrio que os apoios infroduzam esforgcos que impegam a
abertura suq, isto é, forgas horizontais orientadas para o seu interior.

Na Figura 8.6 apresentam-se as reagdes de apoio da estrutura da Figura 8.1 (). o seu
diagrama de momentos fletores e a sua deformada.
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Figura 8.6
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A estrutura da Figura 8.1 (a) recebe o nome de viga poligonal e a da Figura 8.1 (b), o
nome de pértico blarticulado. O que caracteriza a estrutura da Figura 8.1 (b) como sendo
um pdrtico é o fato de os seus apoios nGo poderem apresentar deslocamento horizontal,
O que, como ja se observou, leva ao aparecimento dos empuxos horizontais. O apolo
direito da viga poligonal ndo impede o seu deslocamento horizontal, e nGo surgem
reagdes horizontals na estrutura.

Pérticos blarticulados como o da Figura 8.1 (), pdrticos triarticulados como o da Figura
8.7 (a) e pérticos biengastados como o da Figura 8.7 (b) sdo muito utilizados como
estruturas de galpdes.

@ ()
Figura 8.7

O que caracteriza estas trés estruturas como porticos é o fato de seus apoios ndo
poderem apresentar desiocamento horizontal, o que os leva a introduzirem empuxos
horizontais nestas trés estruturas.

Os pdrticos biarticulados, como se verificou, s@o estruturas uma vez hiperestaticas, e os
biengastados sdo trés vezes hiperestaticos, como se pode faciimente constatar. Ja os
porticos triarticulados, objetos deste Capitulo, sdo isostaticos, pois a retirada de qualquer
um de seus vinculos leva-os a poderem apresentar movimenio de corpo rigido. Caso, por
exemplo, a articulagdo fixa do apoio E do pértico da Figura 8.7 (a) seja transformada em
articulag@o moével, este apoio ird se deslocar para a direita, e a estrutura sé irG parar
quando encostar no chd@o, como mostrado na Figura 8.8. As duas partes do pértico
mantiveram sua forma original, suas barras tendo permanecido retas: a parte esquerda
do pdrtico girou em tomo do apoio esquerdo, e a parte direita apresentou translacdo
horizontal e rotag@o em torno do apolo direito, todos movimentos de corpo rigido.

A c
l P
B’ -
D! Ev
Figura 8.8

127



Estruturas isostaticas e estruturas hiperestdticas apresentam comportamentos esfruturais
bastante distintos, que merecem ser examinados com algum detalhe.

Na andlise que acaba de ser feita do comportamento do pértico biarticulado da Figura
8.1 (b) e da técnica apresentada para determinar seu empuxo, imaginou-se que seus
apoios ndo apresentassem deslocamentos horizontais.

No caso de um poértico real, entretanto, os apoios sempre apresenfardo  um
deslocamento horizontal, mesmo que pequeno, como se pode constatar ao examinar o
pértico da Figura 8.9, apolado em blocos de estacas. Os apoios introduzem um empuxo
no poértico (Figura 8.9 (a)). que, por sua vez introduz esforgos iguais e contrarios nos
blocos, como se mostra na Figura 8.9 (). Sob a a¢do destes esforgos, 0s apoios sempre
irdo apresentar um movimento horizontal, j@ que tanto as estacas como o solo sdo
deformaveis. Observacdes semelhantes se aplicam as cargas verticdis, que levarGo os
blocos a também apresentar deslocamentos verticais.

P
A

(@

D E
T p/2 T P/2
l_3/2l H H l p/2

<« 5
I/ NZ BN EONZN

Figura 8.9
Estes deslocamentos dos apoios Introduzem esforgos na estrutura?

Embora a forca vertical P aplicada no pértico leve os blocos a apresentarem tanto
deslocamentos horizontais como verticals, os efeitos destes deslocamentos podem ser
estudados separadamente, e, para responder & pergunta que acaba de ser formulada,
para simplificar a andlise serd examinado apenas o efeito dos deslocamentos horizontais
sobre o portico.
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Na Fgura 8.10 (@) mostra-se a deformada do pértico biarticulado da Figura 8.9,
decorrente dos deslocamentos horizontais dos seus apoios, tendo-se omitldo o desenho
dos blocos para tornar a figura mais simples. Observa-se que as barras do pdrtico
deixaram de ser retas, encurvando-se, o que indica que nelas atuam momentos fletores; o
aspecto do diagrama de momentos fletores deste pdrtico € apresentado na Figura 8.10

).

@ ©)
Figura 8.10

Verifica-se, portanto, que os deslocamentos horizontals dos apoios introduziram esforcos
no portico.

Se os esforcos decorrentes dos deslocamentos horizontais dos apoios forem muito
pequenos em comparagcdo com os esforgos obtidos com a hipdtese de os apoios serem
indeslocAveis, o efeito dos deslocamentos horizontais dos apoios poderd ser desprezado,
e a estrutura poderd ser calculada supondo-se os apoios indeslocdveis, como se
procedeu ao determinar o empuxo H por meio da estrutura isostatica da Figura 8.5. Se os
esforgos decorrentes dos deslocamentos horizontais dos apoios forem grandes, eles terdo
que ser levados em conta no projeto da estrutura.

Como se mencionou hd pouco, estrufuras isostdticas e hiperestaticas apresentam
comportamentos bastante distintos, o que poderd ser constatado ao examinar-se agora o
efeito que os deslocamentos horizontais dos apoios tém sobre o pértico triarticulado da
Figura 8.7 (0.

Na Figura 8.11 (a), mostra-se o pértico triarticulado antes dos deslocamentos dos apoios,
e. na Figura 8.11 (b). depois destes deslocamentos.
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Figura 8.11
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Verifica-se agora que todas as barras do pdrtico triarticuiado permaneceram retas, o que
mostra que nelas ndo surgiram momentos fletores. A forma da estrutura, entretanto,
modificou-se, em decorréncia dos movimentos de corpo rigido das duas metades do
pdrtico, que apresentaram uma translagdo horizontal € uma rotagdo em torno dos seus
apoios.

Os comportamentos destes dois pdrticos face aos deslocamentos dos apoios sGo muito
distintos: na estrutura biarticulada eles infroduziram esforcos e na estrutura isostatica ndo
introduziram esforgos.

Quando, entdo, os deslocamentos dos apoios intfroduzem esforgcos na estrutura? A
resposta a esta pergunta é simples: quando a esfrutura opde resisténcia a mudanga de
forma que eles introduzem. No caso do pértico triarticulado, os deslocamentos dos apoios
levam os montantes a inclinar-se, e a estrutura ndo oferece nenhuma resisténcia a esta
mudanga de forma, uma vez que as suas duas metades podem girar liviemente em torno
da arficulagdo superior B. J& no caso do pdrtico biarticulado, a trave horizontal oferece
resisténcia & inclinagdo dos montantes, tfendo que ser fletfida para que eles possam
inclinar-se, o que leva ao aparecimento dos momentos fletores na estrutura.

Esta diferenca de comportamento entre as estruturas isostdticas e hiperestaticas também
se manifesta em outras duas situagdes: quando ocorrem variagoes de temperatura e
quando se fem defeitos de montagem. Em ambos os casos, as diferencas de
comportamento entre as estruturas isostaticas e hiperestaticas decorrem do fafo que
acaba de ser andlisado: a resisténcia oferecida pela estrutura & mudanga de forma nela
infroduzida por estas agoes.

Considere-se o pdrtico triarticulado da Figura 8.12 (a@). Um aumento uniforme da
temperatura de sua trave superior leva-o a girar para fora em torno dos apoios, & o
pértico fica com a forma indicada na Figura 8.12 (b); como ele ndo oferece nenhuma
resisténcia a este movimento, nele nGo surgem esforcos e suas barras permanecem retas.
Uma diminuicdo uniforme da temperatura da trave superior leva-o a girar para dentro em
tomo dos apoios, ficando com a forma apresentada na Figura 8.12 (c); novamente, ndo
s&o introduzidos esforgos na estrutura,
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Figura 8.12

Na Figura 8.13 (b) mostra-se a deformagdo do pérfico biarticulado da Figura 8.13 ()
produzida por um aumento uniforme da temperatura da trave superior. Como a estrutura
opde resisténcia & mudanca de forma decorrente da variagdo de temperatura, surgem
momentos fletores em suas barras, que se encurvam. Na Figura 8.13 (¢), apresenta-se o
aspecto do diagrama de momentos fletores deste poértico biarticulado.
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Figura 8.13

Ddé-se o nome de defeitos de montagem aos efeitos decorrentes do fato de os diversos
elementfos que compdem a estrutura ndo terem ficado em sua fabricac@o exatamente
com as dimensdes previstas no projeto.

-

Imagine-se que os pdrticos triarticulado e biarticulado que estdo sendo examinados sejom
metdlicos, construidos em uma fdbrica e levados & obra para serem montados. Quase
que certamente as suas dimensdes ndo serdo as mesmas de seu projeto. Suponha-se, por
exemplo, que a trave superior de ambos tenha ficado maior que o previsto. No caso do
portico triarticulado, para unir suas duas partes serd necessario gird-las em tomo de suas
bases e uni-las por meio do pino da articulagdo superior em B. O pértico ficard entdo com
um aspecto semelhante ao do pértico da Figura 8.12 (b). A montagem ndo introduzird
esforgos na estrutura, e suas barras permanecerdo retas.

No caso do pértico biarticulado, a situagdo serd outra. Na Figura 8.14, mostra-se o pértico
com a base C do montante esquerdo ja ligada ao apolo; como sua trave supetior ficou
mais longa que o previsto, sua base D ndo ficard mais exatamente sobre o apoio D*, e,
para fixdHo & base, serd necessdrio aplicar uma forca horizontal que leve a sua
extremidade inferior D a coincidir com o apoio D*, e ai entdo colocar o pino. Para montar
© portico & necessario deformd-lo, e, uma vez montado, ele terd aspecto semelhante ao
do pértico da Figura 8.13 (). Suas barras ficardo encurvadas, denotando a presenca de
momenfos fletores,

A B
D
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C D*
Figura 8.14
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Como se acaba de verificar, deslocamentos de apoio, variagdes de temperatura e
defeitos de montagem levam ao aparecimento de esforcos na estrutura quando esta
resiste &s mudancas de forma produzidas por estas agdes. Quando a estrutura NnGdo opode
resisténcia as mudancas de forma produzidas por estas agdes, ndo surgem esforgcos na
estrutura.

Uma construgdo da cidade de Sdo Paulo que é extremamente conhecida, mas que
poucos sabem ter sua estrutura principal formada por pérticos triarticulados € o Viaduto
do Chd, mostrado na Figura 8.15 em fotografia tirada na época de sua inauguragdo.

Figura 8.15 (1)

Em 1935, foi aberto um concurso para o projefo do novo viaduto sobre o vale do
Anhangabal, que deveria substituir o viaduto metdlico que, desde 1892, fazia a ligagdo
do centro velho ao centro novo da cidade, € que na década de 1930 ja ndo
comportava mais o tréfego do centro da cidade, que havia aumentado muito e estava a
exigir uma passagem mais larga sobre o vale. Venceu o concurso o projeto do arquiteto
Elisiario da Cunha Bahiana e do engenheiro Gustavo Andréas Gam, e o novo Viaduto do
Cha, construido pela Companhia Construtora Nacional, foi inaugurado no dia 18 de atoril
de 1938.

O memorial descritivo do Viaduto do Chd apresentado pela Companhia Construtora
Nacional foi publicado no nimero de maio de 1936 da Revista de Engenharia Mackenzie,
e nele sdo discutidas as razdes que levaram & escolha do sistema estrutural do viaduto (3).

A primeira frase do memorial explica que a natureza do subsolo impunha a escolha de
um sistema isostatico para o viaduto. Como analisou-se hé pouco, os deslocamentos dos
apoios de uma estrutura isostatica ndo infroduzem esforgos na estrutura, ao passo que
infroduzem esforcos nas estruturas hiperestdaticas, Em uma regido com um solo muito
deformavel, o emprego de estruturas isostdticas evita os esforgos decorrentes de grandes
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deslocamentos dos apolos, e esta foi a razdo da escolha de um sistema isostatico para a
estrutura do Viaduto do Cha.

A opgdo por um pdrtico triarticulado deve-se ao grande vdo de 66 m que deveria ser
vencido, ao fato de que um pdrtico levaria a empuxos menores que um arco triarticulado
- gque, como se verd no préximo capitulo desta apostila, também é uma estrutura
isostatica - e por permitir o gabarito desejado junto aos apoios.

Verifica-se, portanto, que a escolha do pértico triarticulado como sistema estrutural do
Viaduto do Ché& decorreu principalmente do fato de ser uma estrutura em que os
deslocamentos dos apoios ndo introduzem esforgos.

A estrutura principal do Viaduto do Chd é assim constituida por oito pérticos triarticulados
paralelos que ddo apoio ao tabuleiro do viaduto, sendo inferiormente ligados por uma
laje que impedem que sejam vistos externamente. Na Figura 8.16, apresenta-se a seg¢do
transversal do Viaduto do Chd (Figura 8.16 (a)) e o esquema das armaduras de uma das
metades de um dos pdrticos triarticulados (Figura 8.16 (b)), ambos reproduzidos da obra
de Vasconcelos (4).
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Figura 8.16
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Uma construgcdo histérica notdavel que possuia pdrticos triarticulados como elementos
estruturais principais era a “Galerie des machines” (Galeria das mdaquinas), mostrada na
Figura 8.17.

b

"‘ { -J : . @ L e -’-“J_Q > .
Tl : : AP ILvx 3 : wt LA s
i 1 o " .-. " % ; | G
e M-ﬂmwnﬁ s g A A A 8

b 1. L 1
I _l!:- i EO!.'{I imom

-
e

Figura 8.17 (5)

Construida para abrigar a exposicdo de mdaquinas da Exposicdo Universal de 1889,
redlizada em Paris, erq, depois da Torre Eiffel, a segunda maior atra¢do da feira. Projetada
pelo arquiteto Ferdinand Dutert e pelo engenheiro Victor Contamin, que a calculou, a
“Galerie des machines” tinha 420 m de comprimento, 115 m de largura e 43,5 m de alturag,
abrigando a maior area até entdo j&a coberta por um edificio.

Sua estrutura de ago era constituida por uma série de pdrticos triarticulados com 115 m de
vdo, e, fambém no caso desta construgcdo, os pdrticos triarticulados foram adotados por
razoes bem objetivas: para facilitar o cdlculo da estrutura e facilitar sua montagem (6).

Comentou-se no inicio deste capitulo que, sendo os porticos triarticulados isostaticos, suas
reacdes de apoio - e os esforgos solicitantes em suas barras - podem ser calculados
apenas com o emprego das equagdes de equilibrio da estdtica. No caso das estruturas
hiperestdaticas, para a determinacdo das reagdes de apoio - e dos esforgos soficitantes -,
além das equagdes de equilibrio da estdtica, sdo necessdrias equagdes adicionais,
ligadas & deformacdo da estrutura, como se mostrou ao se discutir a obtengdo das
reacdes de apoio do pdrtico biarticulado da Figura 8.4.

Uma das razdes que levaram os engenheiros franceses e alemaes a passarem a utilizar
estruturas triarticuladas - porticos e arcos - em meados do século XIX foi exatamente o
fato de que eram capazes de calcular os esforgos que atuam nestas estruturas, pPois O
cdlculo dos porticos e arcos biarticulados ainda ndo estava tfotalmente dominado (7). O
emprego de estruturas triarticuladas conferia assim muito maior seguranga ao projeto de
estruturas de grande porte; é exafamente o que ocorreu no caso da "Galerie des
machines”, a cobertura mais extensa até entdo construida e que afé hoje € uma das
maiores coberturas ja feitas.
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Na Figura 8.18, mostra-se o detalhe do apoio de um dos pdrticos triarticulados da Galerie
des machines”, e chama-se a atengdo para trés pessoas que aparecem nesta fotografia,
permitindo assim ter-se uma idéia das dimensdes monumentais desta estrutura.

Figura 8.18 (8)

A “Galerie des machines” foi utlizada também na Exposicdo Universal de 1900, e,
posteriormente, até ter sido desmontada em 1909, foi empregada para a realizacdo de
competigcdes de hipismo e como hangar para dirigiveis. Na Figura 8.19, mostra-se a
“Galerie des machines” sendo usada para a realizagdo de uma exposicdo de animais, e,
na Figura 8.20, como hangar de um dirigivel; esta dltima fotografia revela mais uma vez o
enorme tamanho que tinha esta construgdo.
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8.2 Resolugdo dos porticos triarticulados

Feita esta discusso introdutdria sobre 0 comportamento estrutural dos pérticos
triarficulados, serd feita agora a sua resolugdo, isto &, a determinacdo dos esforcos
solicitantes que neles atuam.

Exemplo 8.1
Tragar os diagramas de esforgos solicitantes do pértico triarticulado da Figura 8. 21.
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Figura 8.21

Para obter os esforgos solicitantes deste pértico triarticulado, vai-se proceder exatamente
como no caso das estruturas analisadas no Capifulo 4: os esforcos solicitantes serdo

determinados por meio do teorema do corte.

Para empregd-lo, é necessario conhecer as reagcdes de apolo do pédrtico, que serdo

agora determinadas. Na Figura 8.22, estdo indicadas as reacdes que se deseja obter.

80kN
A B C

—

F o

Figura 8.22

Sob a agdo do carregamento externo ativo - a forca de 80 kN aplicada em B - e dos
esforgos externos reativos, o pértico estard em equilibrio, logo as equagdes de equilibrio

da estdtica devem ser satisfeitas;

Y x=0 X, +X,=0 (8.4)

YY=0 Y, -80+Y, =0 8.5)
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Y M,=0 —80-3+7,-6=0 = Y,=40kN (8.6)
Da equacdo (8.5), obtém-se o valorde Y, :
Y,=80-Y, =40 kN 8.7

Embora as equagdes de equilibrio tenham permitido obter Y, e Y., elas ndo sGo
suficientes para a determinagdo das reacdes horizontais, j@ que se tfem duas incégnitas a
encontrar - X, e X, - e apenas uma das equagdes de equilibrio ainda ndo foi usada, a

equacdo (8.4), da qual se conclui apenas que as duas reagdes horizontais devem ser
iguais e contrarias, isto &, que

X, =—X, ®8)

Como a estrutura é isostdtica, deve ser possivel, entretanto, a obtencdo de todas as
reacoes de apoio por meio de equagdes de equilibrio da estatica.

Poder-se-ia imaginar que, impondo-se o equilforio dos momentos de todos os esfor¢os
externos que atuam no pdrtico em relagdo a um ponto diferente do que j& foi
considerado - o ponto D - seria possivel obter uma das reagdes horizontais. Este
procedimento, entretanto, ndo iria dar certo, pois, sendo a estrutura plana, o ndmero
mdximo de equacdes de equilibrio global da estrutura linearmente independentes & trés,
e esta quarta equacdo de equilibrio seria uma combinagdo linear das 1rés equagdes que
j& foram utilizadas, ndo fornecendo nenhuma informag¢do adicional sobre as reagdes de
apoio do portico.

Para comprovar esta afirmacdo, considere-se a equagdo de equilibrio dos momentos dos
esforcos externos que atuam no pdrtico em relagdo ao ponto A:

Y M, =0 X, 4-80-3+X,-4+Y,-6=0
= X, 4-80-3+X,-4+40-6=0 = X, +X,=0 8.9)

Observa-se que esta equacdo de equilibrio de momentos leva exatamente & equagdo
(8.4) de que ja se dispunha, ndo levando entGdo a nenhuma das reagdes de apoio
horizontais.

O exame do pdrtico que estd sendo resolvido mostra que hd nele um elemento que
ainda ndo foi utllizado, e que é fundamental ndo apenas para a caracterzacdo do
comportamento estrutural do pdrtico, mas também para ¢ determinagcdo dos empuxos: a
articulagdo interna existente em B.

Como ja se comentou, esta articulagdo permite que uma parte do pdrtico gire em
relacdo & outra, possibilitando que o dngulo de 1800 entre as barras AB e BC se modifique.
Como ja se viu anteriormente, rotacgdes sdo impedidas por momentos; o fato de a
articulagdo em B ndo opor nenhum impedimento a rotagdo de uma parfe da estrutura
em relacdo & outra mostra entdo que em B ndo hd a transferénecia de momento de uma
parte & outra do pdrtico, ou seja, que neste ponto do podrtico o momento fletor € nulo.
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O fato de o momento fletor na articulagdo interna B ser nulo leva & quarta equacdo de
equilibrio, que ndo apenas possibiifa a determinagdo do empuxo do pértico como
também caracteriza a diferenga existente entre o pértico triarticulado da Figura 8.21 e o
pdrtico biarticulado que se obteria se a articulagdo em B fosse suprimida. As equagdes de
equilibrio global destes dois pdrticos seriam exatamente as mesmas, as equacoes (8.4) a

P
(8.6) (logo as reagdes verticais do pértico biarticulado também seriam iguais a —2— como

a simetria j& faria supor), e o que distinguiria o pértico triarticulado do biarticulado seria
justamente a presenga da articulagdo em B, que, do ponto de vista de equilibrio, se
traduziria pelo fato de o momento fletor ser nulo neste ponto.

A quarta equagdo de equilibrio necessdria para a determinagdo das reagdes de apoio
do pdrtico da Figura 8.21 é entdo:

3 3

M 0 “Xp 441,320 = X, =1Y,=240=30N  B10)

fletor em B =

Encontrada a reagdo X,, X, é obtida por meio da expressdo (8.8), obtendo-se
X;=-30kN.

Na Figura 8.23, mostram-se todos os esforgos externos que atuam no pdrtico: a forca
externa ativa aplicada em B, as reagdes verticais e 0s empuxos horizontais que acabam
de ser determinados.
80
A B C

T 40 T 40
Figura 8.23

Como j& se comentou, a equagdo (8.10) ¢ uma equagdo de equilibrio, ndo uma
equagdo de equilibrio global do pértico como as equacdes (8.4) a (8.6) e como a
equagdo (8.9), mas uma equagdo de equilibrio de uma de suas partes, a sua metade
direita.

Como o pdrtico triarticulado da Figura 8.21 é uma estrutura isostatica, era esperado que
as suas reagoes de apoio pudessem ser determinadas apenas com o uso de equacdes
de equilibrio da estdtica, e Isto realmente fol possivel, como se acaba de comprovar.

E interessante comentar que em D h&d um empuxo horizontal e uma reacdo de apoio
vertical, cuja resultante R tem a sua linha de agdo passando pela articulacdo interna em
B. como mostrado na Figura 8.24. Isto j& era de se esperar, pois, sendo estas duas forgas os
unicos esforgos externos aplicados & esquerda de B e sendo o momento fletor nulo em B,

139



o momento destas forgcas em relagdo a B deve ser nulo; como a resultante R destas forgas
ndo é nula, o seu momento em relacdo a B s6 serd nulo se a linha de agdo da resultante
passar por este ponto, o que realmente ocorre. Observacdo andloga a esta se aplica
também ao apoio E e a Figura 8.24 mostra que a linha de ag¢do da resultante R* das
reacgdes de apoio em E também passa por B.

80
B

Figura 8.24

Na equacdo (8.10), o momento fletor em B foi determinado por meio do teorema do
corte, reduzindo-se na segdo B os esforcos externos aplicados G sua esquerda.
Alternativamente, o momento fletor em B poderia ter sido deferminado transferindo para
esta se¢do todos os esforgos externos aplicados & sua direita. Neste caso, em lugar de
obter-se a reagdo horizontal X, teria sido determinada a reagdo horizontal X, e X,

seria obtida por meio da expressdo (8.8).

Determinadas as reacdes de apoio do pdrtico, os seus esforgos solicitantes podem ser
obtidos por meio do teorema do corte; por tratar-se de matéria ja vista com grande
detalhe no Capitulo 4, a determinagdo dos esforgos solicitantes do pdrtico ndo serd aqui
explicitada, e os diagramas de esforgos solicitantes deste pdrtico sdo entdo diretamente
apresentados na Figura 8.25.

30 40
[T 1] ol |
REE
e aa
40 40 30 30
N (kN) V (kN)

120V M 7120

M (kNm)
Figura 8.25
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A partir do diagrama de momentos fletores pode-se tracar a deformada do pértico,
lembrando que as barras encurvam-se com a concavidade voltada para o lado
comprimido. A deformada do pdrtico € mostrada na Figura 8.26.

!

Figura 8.26

A deformada do pértico revela muito claramente o que se havia afirmado anteriormente:
a articulagdo inferna em B permite que uma parte do pdrtico gire em relagdo & outra, o
que leva a uma altera¢do do dngulo de 180° que as barras AB e BC apresentavam entre
si na configuragdo indeformada.

Verifica-se também que, sob a agcdo da forga vertical, o pdrtico tende a abrir-se, e os
empuxos impedem que isto ocorra, empurrando-o para dentro, desta forma tracionando
as fibras externas dos montantes, que encurvam-se com concavidade para o interior do
poértico. As duas parfes da frave superior ficam tracionadas em sua parte superior, € se
encurvam também com concavidade para o interior do pértico.

Passa-se agora d resolugdo de um segundo exemplo.

Exemplo 8.2

Tragar os diagramas de esforgos solicitantes do pdértico triarticulado da Figura 8.27 e
desenhar a sua deformada.

C 30kN
A 1.'? C
4m
D E
i 3m v 3m v
A /A /
Figura 8.27

Trata-se, na verdade, do pdrtico examinado no exemplo anterior, mas submetido a um
outro carregamento.

Na Figura 8.28, indicam-se as reacdes de apoio do pdrtico que se deseja determinar, e
que, novamente, serdo obtidas mediante quatro equacdes de equilibrio: as trés
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equagoes de equilibrio global da estrutura e a equagdo correspondente ao momento
fletor nulo na articulacdo interna:

Y Xx=0 Xp,-30+X,=0 @.11)
Y Y=0 Y, +Y, =0 6.12)
Y M,=0 30-4+Y,-6=0 (8.13)
M porems =0 -X,-4+Y,-3=0 (8.14)

A resolugdo deste sistema de equacdes leva ds reagdes de apoio do pdrtico:

X,=15kN (8.15)
Y, =20kN 8.16)
X;=15kN @817
Y. =-20kN 8.18)
A B C 30kN
O <+
Xp ! D Xe l E
TYD TYE
Figura 8.28

Na Figura 8.29, mostra-se o pérfico com todos os esforcos externos que nele atuam,

30
O <«
15 ! 15 !
—— g
T2O lZO

Figura 8.29
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As reagbes de apoio do pértico, que acabam de ser obtidas mediante a resolucdo do
sistema das equagdes de equilibrio (8.11) a (8.14), alternativamente poderiam ter sido
obtidas analisando-se o equilibrio do pértico de uma forma mais fisica e menos analitica:

A forga horizontal aplicada no pdrtico tende a giré-lo no sentido anti-hordrio, e a
tendéncia do ponto D é entdo a de deslocar-se para baixo, e a do ponto E, de
deslocar-se para cima.

Para impedir que o ponto D des¢a, a reagdo vertical em D serd para cima, e, para
impedir que o ponto E suba, a reagdo vertical em E serd para baixo (Figura 8.30

(@).

Como no pértico a Unica forga externa ativa é horizontal, as reagdes verticais
serdo iguais em intensidade e de sentidos contrarios, isto &, constituirdo um bindrio.

O bindrio formado pelas reagdes verticais é que ird se opor & tendéncia de
rotagdo impressa pela forga horizontal aplicada no pértico. Verifica-se, pelos
senfidos j& determinados das reagdes verticais que este bindrio realmente introduz
uma tendéncia de girar o pdrtico no sentido hordrio, contrdria portanto &
produzida pela for¢a horizontal.

O momento da forga horizontal em relagdo & base do pértico é de 120 kNm, logo
0 bindrio formado pelas reagdes de apoio verticais deverd ter este mesmo
momentfo para impedir a rotagdo do pdrtico; como o braco do bindrio é de 6 m,
as reagdes verticais serdo iguais a 20 kN (Figura 8.30 (b)).

Detferminadas as reagdes verticais, como o momento fletor em B é nulo e a
esquerda desta articulagdo interna os Unicos esforgos externos sdo as reacdes de
apoio em D, a linha de agdo desta reagdo deve passar por B, o que permite a
obten¢do da reagdo horizontal em D, de 15 kN, orientada para a direita (Figura
8.30 (©)).

Pelo equilibrio das forgas horizontais, obtém-se a reacdo horizontal em E, também
de 15 kN e também orientada para a direita (Figura 8.30 (d)).

! !

@ )
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<«
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Figura 8.30

Esta forma de determinar as reagdes de apoio pode & primeira vista parecer mais
complicada que a andlitica, feita por meio da resolugdo do sistema de equagdes de
equilibrio, mas, com a prética de fazer este tipo de andlise, ficard mais facil ao leitor
empregar resolugdes deste tipo. Ela tem a enorme vantagem de ser diretamente ligada
ao comportamento fisico da estrutura, portanto muito mais transparente do ponto de
vista de funcionamento estrutural do pértico que a resolugdo analitica. Sugere-se ao leitor
que, ao analisar estruturas simples, procure empregar este procedimento de resolugdo e
por meio dele compreender o comportamento da estrutura que esta sendo examinada.

Um outro hdbito que sugere-se o leitor que procure culfivar é o de, antes de partir para a
resolucdio numérica, ou seja, quantitativa da estrutura, procurar analisa-la do ponto de
vista apenas qualitativo, tentando perceber como ela ird comportar-se. Feita em seguida
a resolucdo numérica da estrutura, o leitor deverd comparar os resultados encontrados
com aqueles que a andlise qualitativa havia sugerido. Quando houver discrepdncias
entre as duas, o leitor devera procurar descobrir as razdes destas diferengas, procurando
sempre fazé-lo tentando entender o comportamento estruturai.

Procedendo desta forma, além de a andlise estrutural tornar-se muito mais interessante, é
com este tipo de abordagem que ird realmente compreender como as estruturas
funcionam.

Vale a pena lembrar que as estruturas s6 passaram a ser calculadas numericamente a
partir do século XVIIl — o cdiculo numérico mais antigo registrado ¢ o do reforgo da
cupula da Basilica de Sdo Pedro, no Vaticano, realizado por Giovanni Poleni, em 1742 -, e
que grande parte das construgdes mais notdveis da humanidade, das pirdmides egipcias
as ponfes romanas, das catedrais gdticas as grandes igrejas do Renascimento, foram
feitas sem cdlculo, com base no conhecimento qualitativo das estruturas.

Hoje, dispde-se de modelos matemdticos extremamente precisos e poderosos para d
andlise das estruturas, mas o seu real enfendimento sé se dard quando seu
comportamento qualitativo for compreendido.

Obtidas as reacdes de apoio do portico, o teorema do corte pode ser usado para
determinar os seus esforcos solicitantes, cujos diagramas sdo mostrados na Figura 8.31.
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Figura 8.31

A partir do diagrama de momentos fletores, pode-se esbocar a deformada do portico,
apresentada na Figura 8,32,

Figura 8.32
Como era de se esperar, a forga horizontal aplicada em C desloca o pértico para a

esquerda, o que leva a sua mefade esquerda a encurvar-se para o interior do pértico e a
sua metade direita, para o exterior do pértico.

Exemplo 8.3

Tragar os diagramas de esforgos solicitantes do pértico triarticulado da Figura 8.33 e
desenhar a sua deformada.
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Figura 8.33

Este pdrtico, que é novamente o pdrtico dos exemplos anteriores, mas com um diferente
carregamento, fem como esforgo externo ativo um momento aplicado em uma secdo
imediatamente a direita da articulagdo interna em B.

Este modelo matemdtico podetia ser, por exemplo, 0 modelo de um pértico triarticulado
real cujo né B & mostrado de forma ampliada na Figura 8.34.

120d

120d

Figura 8.34

Para o determinacdo das reagdes de apoio deste pdrtico, podem ser usadas as trés
equagdes de equilibrio global da estrutura e a equagdo de momento fletor nulo em B. E
importantissimo salientar aqui que o momento fletor na articulagdo sempre serd nulo,
mesmo gue em uma sec¢do imediatamente & sua direita haja um momento externo
aplicado. Isto, porque a articulagdo sempre ird permitir a rotagdo de uma parte da
estrutura em relacdo & outra, ndo opondo resisténcia a este movimento, ndo podendo
entdo transferir momento de uma parte & outra do pdrtico. Isto fica muito claro ao
observar-se a Figura 8.34, em que foi representado o né B de um possivel pdrtico real

representado pelo poértico da Figura 8.33.

As reacdes do poértico estdo apresenfadas na Figura 8.35, e sugere-se gue, como
exercicio, o leitor procure obté-las por meio do procedimento baseado no
comportamento fisico da estrutura discutido no exemplo anterior. Nesta andlise, o leifor
devera perceber, por exemplo, que, sob a agdo do momento externo aplicado, a
tendéncia deste pértico & a de fechar-se, 0 que levard os empuxos a serem agora
orientados para o exterior do pdrtico, impedindo que ele se feche.
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Figura 8.35

E interessante observar que a linha de acdo da reagdo do apoio D do pértico passa pela
articulagdo B, ja que ela é o Unico esforgo externo aplicado & esquerda da articulacdo;
j& a linha de agdo da reagdo do apoio E ndo passa por B, pois, & direita da articulagao

da trave superior, além da reagdo de apoio, € aplicado o momento externo afivo de 120
kNm, gque infroduz momento em B.

Os diagramas de esforgos solicitantes deste pértico estdio mostrados na Figura 8.36.

(1311 ol *

D -
20 20 15 15
N (kN) V (kN)
BC\ /30
120
M (kNm)
Figura 8.36

O momento fletor em B é nulo, e, imediatamente & sua direita, onde é aplicado o
momento externo ativo, hd uma descontinuidade no diagrama de momentos fletores.
Entre estas duas se¢des transversais, hd um trecho em que o momento fletor é nulo, como

se vé na Figura 8.37, em que o detalhe do diagrama de momentos fletores jJunto aond B é
mostrado.
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Figura 8.37

A deformada do pdértico é apresentada na Figura 8.38. Como era de se esperar, o no B se
desloca para cima, o que faz com que todas as barras do pérfico fiquem tracionadas no
lado intermno do pdrtico, apresentando entdo concavidade voltada para o seu exterior.

Figura 8.38

Exemplo 8.4

Na Figura 8.39, indicam-se as forgas aplicadas pelo vento em um dos pdérticos internos de
um galpdo industrial localizado na cidade de Sdo Paulo. O galpdo possui 40 m de
comprimento, 10 m de largura, e os poérficos transversais sdo espagados a cada & m; a
pressdo e as sucgdes do vento foram determinadas por meio da norma NBR 6123 “Forgas
devidas do vento em edificacdes”, de 1988 (11). Tragar os diagramas de esforgos
solicitantes deste pértico.

c 2

<
B D 2m
s
4kN/m 2,9kN/m | 4m
>
A E
A A Y
Figura 8.39
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Antes de iniclar a resolugdo do problema, & inferessante constatar que, neste galpdo, o
vento produz pressdo apenas na parede situada a barlavento - que é o lado de onde
vem o venfo -, produzindo sucgdo nas duas dguas do telhado e também na parede
sifuada a sotavento - que é o lado contrdrio dquele de onde sopra o vento. E por esta
razdo que, quando hd ventos muito fortes, casas e galpdes sdo destelhados, coberturas
de postos de gasolina sdo arrancadas, etc.

Para calcular as reagdes de apoio do pértico, substituem-se as forcas uniformemente
distribuidas pelas forgas mecanicamente equivalentes a elas, indicadas na Figura 8.40; as
componentes horizontal e vertical destas forgas mecanicamente equivalentes também
estdo indicadas na Figura 8.40.

f v

V2,5m V2.5m v 2,5mV2,5m Y
/ 1 / /

A
Figura 8.40

As reagdes de apoio do pértico podem ser obtidas por meio das equagdes de equilibrio
abaixo:

Y X=0 X, +160-4,6+4,6+116+X,=0 ®.19)
Y Y=0 Y, +11,5+11,5+Y, =0 (8.20)
Y M, =0 -16,0-2,0+4,6-50+11,5-2,5+11,5-7,5-4,6-50—
-11,6-2,0+Y, -10,0=0 @8.21)
M poremc =0 —X,-6,0+Y,-50-160-4,0+4,6-10+115-2,5=0 8.22)

A resolugcdo deste sistema leva ds reagdes de apoio, X, =—19,29iN, X, =-831iN,

Y,=-17,02kN e Y, =-598kN, mostradas na Figura 8.41. Como o vento tende a

empurrar 0 portico para a direita, as reacdes horizontais sdo para a esquerda; como
tende a levantd-lo, as reagdes verticais sdio para baixo.
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Figura 8.41

Os diagramas de esforgos solicitantes do pértico estdo mostrados na Figura 8.42: o de
forcas normais na Figura 8.42 (a), o de forgas cortantes na Figura 8.42 () e o de

momentos fletores na Figura 8.42 (c).

9,38
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@ 5,28
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3,51m
1,88m
14,12

10,04
45,16

©) \ 1,13m

11,91
2,87m

M (kNm)
Figura 8.42
Para obter estes diagramas, como habltualmente, utiliza-se o teorema do corte.
A forga normal em BC, por exemplo, é obtida cortando-se esta barra na se¢do B+

imediatamente & direita de B, nela reduzindo os esforgos externos aplicados & sua
esquerda, como indicado na Figura 8.43.

2,3

17,02
Figura 8.43
Tem-se ent@o na barra BC:
N=329cosax+17,02sen ¢ =9,38 (8.23)
A for¢a cortante na segdio B+ é
V=329senax—17,02cosax =—14,58 (8.24)

e a forga cortante na barra BC tem entdo a equagdo
Vix)=—14,58+2,3 x (8.25)

J& o momento fletor em BC tem por equagdo

2

M(x)=4516— 14,58x+2,3i‘2— (8.26)
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Observando o diagrama de forgas cortantes, verifica-se que nas barras CD e DE hd uma
secdo em que a forga cortante se anulg, logo em que o momento fletor passa por um
extremo. Estes extremos estdo indicados na Figura 8.42 (c).

Uma verificacdo interessante de se fazer € a do equilibrio do né C, indicado na Figura
8.44. Os esforcos que nele atuam devem estar em equilibrio, ou seja, as somatdrias das
componentes horizontais e verticais das forgas mostradas na Figura 8.44 devem ser nulas.

Figura 8.44
De fato, tem-se
ZX =-9,38cosa+2,19sen @ + 8,1 sen & + 5,28 cos & = 0,015 (8.27)
e
S Y =-938sen & — 2,19 cos & + 8,1 cos & - 5,28 sen & = 0,043 (8.28)

Embora as duas somas acima ndo tenham sido nulas, sdo praticamente nulas, 0 que
confirma o equilibrio dos esforcos que atuam no nd C; foram os erros de arredondamento
que levaram-nas a ndo darem resultados exatamente nulos.

Na Figura 8.45, mostra-se a deformada do pérfico que estd sendo andlisado. Como era
de se esperar, em decorréncia do vento que o empurra para a direita e tende a levanta-
lo, ele se desloca para a direita e para cima.

Figura 8.45
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O préximo capitulo seré dedicado ao estudo de mais uma estrutura triarticulada, os arcos
triarticulados, e nele serdo discutidas as caracteristicas estruturais impares dos arcos, que
fizeram deles um dos elementos estruturals mais significativos para a evolucdo da
arquitetura e da engenharia de estruturas e o principal sistema estrutural empregado pelo
homem do século | a.C. ao século XIX.
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Capitulo 9: Arcos Triarticulados

EEERERRENEN RN
e

dx

M+dM
ds w
L V+dV
N =
MQ/' p.ds

S P

| |

> M. =0
ds ds
:>—M—V-?—(V+dV)-7+(M+dM)m0

ﬁdV-fizOﬂ—@—Zq’i+dM=0
2 2 2
= dM =Vds
dM
=y
ds

v

=dx=ds-cose
dM V
— _

dx cos&
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9.1 Arcos triarticulados submetidos exclusivamente a esforgos verticais

9.1.1 Determinacdo dos esforcos solicitantes

P, P,

p VI TV TP T3 311

-l

I Xl I
T
C
H recebe o0 nome de
f empuxo do arco
H H
—_— PR

A B
TYA TYB

P, |P.
, rlllllll.lllll_g_"*--...
AT 'C g === Viga auxiiar ou
TY T viga de substituicdo
OA YOB
I x1x

-+
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As reacdes do arco podem ser calculadas a partir dos esforgos que atuam na viga
auxiliar:

Reacoes verticais do arco:
')
Y Y=0=Y,+Y, =B+B+|p(x)-dx
]

I

Y M, =0=-B-x,—B-x,~ [ p(x)-x-dx+¥,-1=0
0

=Y, e ¥

Reacoes verticais da viga auxiliar:

i
Y ¥=0= Y, +Y, =R +B+[p(x)-dx
0
)
Y M, =0=-B-x,—B-x,— [ p(x)-x-dx+¥,-1=0
0

= Yo, € Y

Portanto, podemos concluir;

Y, =Y, e Y=Y,

oL
D O &
A B
T -
/ - N = - Hcosa. - V sena.
o V = - Hseno. + V, Coso
H _ | M= M, - Hy
2
/
= A [

Empuxo do arco:
M.=0=M, - Hf
M
S

H=
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Exemplo 9.1

20 kN/m 50 kN

tedd bbbl

y = 1,2x - 0,06X
g =1,2-0,12x
o = arctg (1,2 -0,12x)

: 10m L 6m L 4Am
Viga auxiliar:
20 kN/m 150 kN
4 v L & o
T 160 T Q0
4 10m , _6bm . 4m
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Exemplo 9.2

Tragar por superposicdo grafica o diagrama dos momentos fletores do arco
triarticulado da figura:

100 kN

y = x - 0,06
H=116,67 kN

A B
. S5Sm , &5m 2m, 8 m L
Solucdo:
180 l]OO
A : s
T] 10 T?O
e 5m | 5m I2 m, 8 m :
M, (kNm)
550 \\ 560
700
Hy (kNm)
437.,5 A, I
560
583.3
M=M, -Hy
(kKNm)
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9.2 Linha das Pressdes

Definicdo; dd-se o nome de linha das pressdes associada a um determinado
carregamento & forma da estrutura triarticulada que, solicitada por aquele

carregamento, apresenta momentos fletores nulos e forgas cortantes nulas em todas
as secdes fransversais.

M=M,-H-y=0
MO

y =—ITI— € a equagdo da linha das pressoes.

Exemplo 9.3

Determinar a linha das pressdes que passa pelos pontos A, B e D correspondente &
carga p uniformemente distribuida sobre todo o comprimento /.

p
PITTII R L b b iid il

—t

: 1/2 . 112 .

2 2
MO
Y=g
_M, _pl*
L sh

pl px* ) 8h 4h _Ahx
yz[?)“TJ??'(’x‘xz)—z—z'("x)

4h
y=l—2-x-(l—x)

A articulacd@o pode ser colocada em qualquer posigdo, por exemplo em C.
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9.3 Arcos com apoios desnivelados

Quando as articulagdes dos arcos ndo se encontram numa mesma horizontal, tem-
se:

w dTTTTTI 0TI 1)

.

-
-

‘.llllJ,&llllll_A_
B_

- H'cos(o—B) - V,sena

N =
e o, V = - H'sen(o—B) + V.cosa
M=M,- H’ycosB
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Capitulo 10: Vigas Gerber

Sistema patenteado em 1866 por um engenheiro alemdo com este nome.

a)

> |p

777 g2
A B C
b)
.- . ° S B
A B o D E F
7477 R A 77
A B C D E =
c)
7757 L o 7
A B & D
=5 e
757 .
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d)

4|

il

ol

ol

4

|

i

<l
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Exemplo 10.1

40 kN 20 kN/m
g | [(TTTTT1]
A B C D
| 2m : 2m 4 3m -
20
4 4 111 31
. DS
ISO T3o
: 140 130
a
70 30

®
V(kN) \IE[\I\

200 60

M(KN.m) _ |

max

Outra maneira de calcular as reagdes:

M, J’40 20
C [TT 1T 1]

TYA Yo
Y =0 Ya+Yo=40+20.3=100 = Ya=7/0

SMa=0  Ma-40.2-20.3.55+Yp0.7=0 = Ma=200
Mc =0 Yo.3 - (20.32)/2 =0 = Yp=30
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Exemplo 10.2

20 KN.m
g ¥
S A
A B C
+ 4m | 4m "
20
_/D
A A

P

V(kN)

—
$)

M(kN.m)

20

Exemplo 10.3

3> AN

4dm

| 4m

e
+ ol

o
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7 s
20
a 7
\
V(kN) 0
20
M(KN.m)
Exemplo 10.4
l 40 kN 20 KN/m l 60 kN
v b 4 v v v L L
o7 s s 55
A B D E F G H
| 2m 4m 3m | 3m i 2m | 2m : 2m L
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. A
Teo |20
20} 20
NPT RE
R

E
oY
o
/
HoN
o

]
V(KN) s e E}l\

40 N40  4im,

/m 4 T
M(kN.m) /(ﬁ\ /ﬂ/PLI\
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Capitulo 11: Estruturas Associadas

75 e ™
b) " T
77977 7 »&»
777 77977 77972
C) O
I s
77977 777

o
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d)

RS

qJe
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f)

|

@]
O

=|

| p
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) H
—
Ivm TY"‘
H l i __,XD
— O
L 2o
T . ] Yo,
l Yc1 '*'Ycz l Ym +Y02
& = P R
A 3 ¢ |
Exemplo 11.1
l 40 kN
e, 1 T
c b E|
20 kN o
5 1
2m
o w4
A F
, 2m  2m
40
[ % % ]v
(o
) I\,
—_—

N\
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0 —_— XX=0 Xa+Xe+20=0 = Xe=-10
YY=0 Ya+Ye=40 = Ya=20
TY SMa=0 -20.2-40.2-Xc. 4+ Ye4=0 = Ye=
20 E 20
- Mc=0 Xa.4+20.2=0 = Xa=-10
X,
Ya
i lzo
—_—— IX=0 Xe+10=0 = Xe=-10
3Y=0 Ye—=20=0 = Yr=20
SMe=0 Mr-10.4=0 = Me=40
Xe
Xl
E
40 120
l 10 10
o < —
- I
20
10 10
+—

Y g OE

il [ 20

= a

™l — 10%

20 N(N) 20 10 V(N) 10
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40
20
M (kN.m) 40
Exemplo 11.2
30 kN
—_— O -
c D E I
4m
60 kN
— O — .
B F
4 m
A G.J-i
e reed i
= 3m | 3m I
C D E B
+
B F
becida et Pl
A
30
X's X,
A —
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-
60 X
= g — o ——
X 4%, T "
Y
777 77977
30
— O
XX=0
¥ =0
>Mp=0
Mp=0
Xs Xe
-—p —’
IY‘B I YF
30
—_— o
15 15
“a— —
l 20 TZO
20
X:B l 15
+ - = X =0
2Y¥=0
Y, >Ms=0
Me=0

Xe+Xe+30=0 = X's=-15
Yes+Yr=0 = Y'p=-20
30.4+Yr.6=0 =Yr=20
Ye. 3+ X 4=0 = Xr=-15

X'3+Xe+15=0 = X's=-15
Y's+ Yo =20 = Y 3=0
Xc.4+Y6.6-20.6=0 =Yc=20
Xe.4=0 =>Xc=0
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15 1 15

L
l

20
r -
0, 90
15 16
o 360G, | 50
$20

Esforgos externos nas subestruturas:

30
—_—— i
15 15
«— -—
l 20 T 20
T 20
60 15
—_— g — ——p <
15 15
360G, | *90

20
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e) 15 20
l | Lcl I I 15 L@
© ®
@) 1© —
/ ® 1 T 15
L15 :
®
20 N (kN) 20
90 V (kN)

Qﬁol T #?0

360 M (kN.m)
Exemplo 11.3

Tracar o diagrama de momentos fletores dos frechos retos da estrutura da figura:

20 kN

40kNlA

3m

Q
1
]

3m

3m 3m 3m 3m

4=
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lzo kN

M (kNm)

40 kN
10
—
110
10
JP_.I :Ego
15

30 | 30
—

15

15 W/
135
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