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CAPITULO 4. DISTRIBUICAO NORMAL MULTIVARIADA

Nas inferéncias feitas em modelos lineares assumimos que o vetor
aleatdrio de interesse tem distribui¢ao normal multivariada.

4.1. FUNGCAO DENSIDADE NORMAL UNIVARIADA

A funcdo densidade de probabilidades (f.d.p.) de uma variavel alea-
téria normal univariada y, de média E (y) = u e var(y) = o2 é dada
por:

o) =—=ew {— L5} (43)

y — »
Lembrando que um vetor aleatoério y = [y4, y2,..., J;]’ envolve p va-
ridveis aleatorias avaliadas em um mesmo individuo.




4.2. FUNCAO DE DENSIDADE NORMAL MULTIVARIADA

A f.d.p. do vetor aleatdrio normal multivariado y = [yy, y2,... ¥p]’,

com E(y) = pecov(y) =Z, em que u é um vetor px1 e X é uma
matriz pXp, positiva definida, é dada por:

fly) = e{—(}’—ﬂ)’z_l(}’—ﬂ)/z} (4.9)

1
(vzm)® |z(1/2

Quando y tem a densidade (4.9) dizemos que “o vetor aleatorio y
tem distribuicdo normal p-variada com vetor de médias u e matriz
de variancias e covariancias X”, ou simplesmente, indicamos que

y ~ Np(”: z)



Construcio do grafico da normal bivariada no SAS:
slet r=-0.75; * Fixa o coeficiente de correlacédo entre yl e y2;

data a;
pi=3.1416;
do yl=-4 to 4 by 0.1;
do y2=-4 to 4 by 0.1;
phi=exp (- (yl*yl-2*&r*yl*y2+y2*y2)/2/ (1-&r*&r)) /2/pi/sqrt (1-&r*&r);
output;
end;
end;
run;

goptions reset=all border;

proc g3d;
title 'Densidade Normal Bivariada (r = ' &r ')';
plot yl*y2=phi / rotate=-20;

run;
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4.3 FUNCOES GERADORAS DE MOMENTOS

Para maiores detalhes: ver Rencher (2008), pag. 90-92.

Momentos sao valores que expressam caracteristicas importantes
de uma variavel aleatéria e sdao calculados por meio do valor espe-
rado de poténcias dessa variavel.

O momento de ordem k, para k =1, 2,..., dav.a. Y é definido como
E(Y*¥), desde que esta quantidade exista.

Exemplo: 4 = E(Y) é momento de primeira ordem dav.a.Y.
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O momento central de ordem k é definido como E[(Y — u)*] sem-
pre que essa quantidade existir e E(Y) < co.

Exemplo: 6% = var(y) = E(y — u)? é o momento central de segun-
da ordem da variavel Y.

Mais exemplos:

¢ Coeficiente de assimetria (skewness): é o quociente entre o 32
momento central e a raiz quadrada do 22 momento central da
distribuigao.

¢ Coeficiente de achatamento (kurtosis): é o quociente entre o 42
momento central e o quadrado do 22 momento central da distri-
buigao.
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A fungio geradora de momentos (f.g.m.) de uma variavel aleato-
ria Y é definida como:

M,(t) =E(e®) = [" e f(y)dy (4.10)

desde que E (e') exista na vizinhanca -h <t<h para algum h R,
positivo e proximo de zero.

Detalhes em: https://www.teses.usp.br/teses/disponiveis/11/11134/tde-
20220207-184408/publico/CorreaAngelaMariaCassaviaJorge.pdf

Supondo que a f.g.m. de Y exista e seja conhecida, entdo o seu k-ési-
mo momento pode ser obtido calculando a derivada de ordem k (k
1,2,3,...) emt =0, ou seja:

a% My, (¢)

")y _ _
My~ (t=0) = otk |t=

JSEXR) (414



https://www.teses.usp.br/teses/disponiveis/11/11134/tde-20220207-184408/publico/CorreaAngelaMariaCassaviaJorge.pdf
https://www.teses.usp.br/teses/disponiveis/11/11134/tde-20220207-184408/publico/CorreaAngelaMariaCassaviaJorge.pdf
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Exemplo: A f.g.m. de uma v.a. com distribuicao normal de média u e
variancia g2, ou seja, Y ~ N(u, 02), é dada por:

t2¢g
My (t) = etht——

Entao:
M,y (t
63;( )_ (u+to?) etwrt?®2 oDt =0)=E@)=p
92 My (t) @) 2V2 4 ;2] ptu+t?c?/2
5z =M, (©) =[(u +ta?)? + o?] ethrto"/

= MP (t = 0) = E(Y?) = P +0?
Mas
var(Y) = E(Y?) — [E(N)]? = MP(t = 0) — [MP (¢ = 0)]
= var(Y) = (u* +0%) - (u)?* = 0?
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Vale observar que:

e Af.g.m. facilita o calculo dos momentos e caracteriza a distribui-
cdo em alguns aspectos muito importantes.

e Af.g.m. determina completamente uma distribui¢do de probabi-
lidades: Se duas variaveis aleatdrias possuem fungdes geradoras
de momentos iguais, elas tém a mesma distribuicao de probabili-
dades.

Por analogia ao caso univariado a f.g.m. de um vetor aleatério y =
[V1, Y2, ..., ¥p]’ € definida como:

M, (t) = E(etyr+t%p) = E(et) (4.15)
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Por analogia a (4.13) temos que:
d My (t=0)

w —EO (4.16)

My (1)

dt, Ot
pode ser usada para calcular a covariadncia entre y, e y;, utilizando
a férmula:

Similarmente, avaliada em t, = t; = 0 fornece E (y,y5) que

COU(yr, ys) = E(yrys) — E()E(ys)

Teorema 4.3A. Se y ~ N,,(u, X) entdo a sua f.g.m. é dada por
M, () = et HHtEL/2 (4.18)




12

Corolario 1. A funcdo geradora de momentos para (y - p) é

M, (t) =et'2t/? (4.22)

Importante:

1. Se dois vetores aleatorios tém a mesma funcao geradora de mo-
mentos = eles tém a mesma func¢do densidade.

2. Dois vetores aleatdrios sdo independentes se e somente se a sua
f.g.m. conjunta puder ser fatorada no produto das suas f.g.m.’s.

Paray = BI,:

Y1 e ¥, sdo independentes & M, (t) = M, (t;) M,,(t;) (4.23)

ty
] et= [t ], tem-se que:
2
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4.4. PROPRIEDADES DA DISTRIBUICAO NORMAL MULTIVARIADA

Teorema 4.4A. Sejam y ~ N,,(u, £), a um vetor pX1 de constantes e
A uma matriz kXp de constantes e de posto k < p. Entao:

i) a variavel aleatoria z = a'y ~ N(a'u, a'a)

ii) o vetor aleatério z = Ay ~ N, (Au, AZA')

Corolario 1. Se b é um vetor kx1 de constantes entio
z=Ay+ b~ N,(Au+ b, AZA")

Obs.: As provas de diversos Teoremas deste capitulo sdo baseadas
na funcao geradora de momentos da normal uni ou multivariada.
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Teorema 4.4B. Se y ~ N,,(u, £) entdo qualquer subvetor X1 de y
tem uma distribuicdo normal r-variada com médias, variancias e
covariancias iguais as da distribuicao normal p-variada original.

Corolério 1. Se y ~ N, (u, X) entdo qualquer varidvel individual y;
em y é distribuida como N (y;, 0;;), ou seja, y; ~ N(u;, 672).

Y1 0 1 0 2
Exemplo:y = |V2| ~N;(u,2),compu = |1|eX=[0 2 1]|entdo:
Y3 2 2 1 5

* Bl ~m(e=[liz=[; 5

e y,~N(u=1;06%2=2)
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Se o vetor aleatdrio v é particionado em dois vetores denotados por
y e x,de dimensdes pX1 e gX1, respectivamente. O vetor de médias
e a matriz de covariancias do vetor aleatério v = Bcl ] ficam:

7} ) )
u=E(v)=[”ﬂ Z=cov(v)=[zg -

XX

Teorema 4.4C. Se o vetor particionado v = Bcl ] ~ N,,q(p, X) entdo

os subvetores aleatdrios y e x sdo independentes se X, = 0.

Corolario 1. Se y ~ N, (i, £) entdo quaisquer duas variaveis indivi-
duais y; e y; sdo independentes se o;; = 0.
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Corolario 2.Se y ~ N,,(u, Z) e se cov(Ay, By) = AZB’ = 0 entdo Ay
e By sdo dois conjuntos de variaveis independentes.

Teorema 4.4D. Se y e x tém distribui¢cdo conjunta normal multiva-
riada com X,, # 0 entdo a distribuicdo condicional de y dado x,
f (y|x), é normal multivariada com vetor de média e matriz de co-
variancias dados por:

E(ylx) = uy + z:yxz;xl (x— w1y (4.26)
cov(y|x) =2, — Z,, T Ey, (4.27)

(Prova:ver Rencher, pag. 95-96)

Veremos exemplos a seguir.
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Como (4.26) é uma funcao linear de x, qualquer par de variaveis
yi e y; em um vetor normal multivariado exibe uma tendéncia li-
near:

E(yily;) = wi + (04/03) v — 1))

A covariancia o;; esta relacionada com a inclinagdo da reta que
associa y; e y; e ¢ uma medida util para quantificar a relacéo line-
ar entre as duas variaveis.

A matriz de covaridncias condicionais em (4.26) nao envolve va-
lores de x.

Para algumas distribui¢des nao normais, cov(y|x) é fungdo de x.
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Corolario 1. Se o vetor v = [y, xq,..., x4]" = [3:,] com u = [Zﬁ] eX =

2 Lt
O o X ~ . . -~ . .
Y Y*|, entdo y|x tem distribuicdo normal univariada com:
ny 2:xx

E(ylx) = Uy + G;ngyg (x— uy) (4.33)

var(y|x) = 0} — 05, X310y (4.34)

Como (4.34), 05, L3y 6, >0 porque X3} é positiva definida, entio:

var(y|x) <var(y) (4.35)
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Exemplo 4.4(a). Para ilustrar os Teoremas 4.4.A, 4.4B e 4.4C, vamos

3 4 0 2
usar o vetor aleatério y ~ Ny(u, ) comu=|1|eX = lO 1 —1].
2 2 -1 3

i) Paraz=y, — 2y, +y;=[1 -2 1]y =d’y tem-se:
3

E(z)=a'u=[1 -2 1]|1|=3

2.

4 0 2 1
var(z)=a'ta=[1 -2 1]|0 1 —1|[-2[ 19=2z~N(3,19)
2 —1

1
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ii) As combinacgdes lineares z; = y;-y,+y; e z, = 3y;+y,—2y; po-

V1
z _
dem ser escritas como: z = [ 1] = [1 1 _;] [)’2 = Ay. Pelos

4 3

Teoremas 3.6B(i) e 3.6D(i) tem-se:
3
1 -1 1 4
v =an=[3 73 2[2| =[]
cov(z) :AZA’=[; - 1][ 1 —1]

14
2 —1 1 2] [

= Pelo Teorema 4.4A(ii) tem-se que: z ~N, ([g] , [144 249 )

1 3
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iii) Para ilustrar a distribuicdo marginal no Teorema 4.4B, tem-se
quey; ~N(3,4),y, ~N(1,1)ey; ~N(2, 3) e que:

bl =w (o 3D e B~ (Gl 5D

iv) Para ilustrar o Teorema 4.4.C note que cov(y,,y,) =0, = 0=
Y, € ¥, sao independentes.

Exemplo 4.4(b). Para ilustrar o Teorema 4.4D, consideremos o ve-
tor aleatério v ~ N,(u, X), em que:

2 9 0 3 3

o= 5e2=0 1 -1 2
-2 3 -1 6 -3

3 2-3 7
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i) Se v é particionado como v = [y,, ¥,, X1, X,]" entdo:

o= lgh =kl el e ne L5
De (4.26) e (4.27) obtemos:

E(y | x) = l“ly + 2:y;vcz;;;vcl(x - l’lx)

= B33 51 I3 =
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Por (4.27) tem-se que:

cov(ylx) = 2:yy - 2:yxza?xlzxy

o T B | I B G

_1 126 —24]
331-24 14
10 9
3+—x1+—x
y|x ~ N, 14 111 ' 131 i ’i 126 —24

Note que:
var(y,) =9 e var(y,|x,,x,) =126/33 = 3,82
var(y,) =1 e var(y,|x,,x,) =14/33=0,42



24

Exemplo 4.4(c). Para ilustrar o Corolario 1 do Teorema 4.4D, con-
tinuamos com um vetor v ~ N,(u, X), em que u e X sdo apresenta-
dos no Exemplo 4.4(b).

2 9 0 3 3
5 0
_—2' 3 - 6 -3
3

Se v = [y, x4, x5, x3]’ entdo:

N~ -
I [
w [N
\1 N

5 1 -1 2
—2leX,, =|—-1 6 -3

1 2 -3 7

my=2evar()=9 p, =
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i) De (4.33) temos que:

Elx1, 2, x3) = Uy + ngxza?;?(x — Hy)

ol ()

95 12
=7__ 1+ x2+ X3

ii) De (4.34) nés obtemos

var(ylxl,xz, x3) = 0_3% - o'gzxz;a}ayx

1 -1 21°%r0 18
=9-[033]|-1 6 -3 3| =—=257

2 -3 7 3



Assim, temos que:

95 12 6 9
ylxl: Xp, X3 ~ N(7_7x1 +;.X2 +;X3,

e que
18
var(y|xy, Xz, x3) = - = 2,57 < var(y)

o que ilustra (4.35).

)

26
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4.5. CORRELACAO PARCIAL

Por conveniéncia, usaremos a notacao dos Teoremas 4.4C e 4.4D,
admitindo que o vetor v é formado por um subconjunto de y’s que
inclui as variaveis y; e y;, € denotado por y e o outro subconjunto
de y’s é denotado por x.

Sejav ~ Np,q(u, Z) e sejav, u e X particionadas como no Teorema
4.4C e 4.4D, ou seja:

V= [i] u=E)= [ﬁﬂ X =cov(v) = [gi’;’ Zyx

XX
A covariancia entre y; e y; na distribui¢do condicional de y dado x
sera denotada por 0y, 4 €m que y; e y; sdo duas variaveis do vetor
4 . _ ! 7z 4 .
de varidveis y e x = [yr,ys, ...,yq] é o vetor com as variaveis que
terdo seus valores fixados.
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Desse modo 0;; . 4 € 0 (ij)-€ésimo elemento da matriz

cov(y[x) =Z,, — z:yxz;xlzxy
Por exemplo:

® 0,3567: epresenta a covariancia entre y; e y; na distribuicao
condicional de y = [y;, V5, ¥3, y4]’ dado x = [ys, ve, V7]’

® 0,,:¢7: 'epresenta a varidncia condicional de y, dado ys, y, € y-.

O coeficiente de correlagdo parcial (populacional) entre y; e y;, na
distribui¢do condicional de y dado x, onde x = [y,, ys, ..., y,]’ é de-

finido como:
Oijrs..q

(4.36)

Pijrs.q =
\/(Uii.rs...q )(Jjj.rs...q)
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O coeficiente de correlagdo parcial amostral, 7;; s 4, sera discutido
posteriormente, na se¢ao 10.7.

A matriz de correlagdes parciais de y dado x pode ser obtida a par-
tir de (3.28) e de (4.27) como:

Py.x = D;%c 2:y.x D}_/'%C (4.37)

em que
_ . 1/2
2, =cov(ylx) =%, — X, 5 1% e D,, = [diag(Z,,)]

A menos que os vetores y e x sejam independentes (%, ,= 0) a cor-
relacdo parcial p;;,s 4 em (4.16) é diferente da correlagdo usual
O_ij

Pij =

, podendo até ter sinal contrario.
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Exemplo 4.5. Vamos comparar p;, com p;, 3, usando a matriz de
varidncias e covariancias, X, do Exemplo 4.4 (b):

9 0 3 3
10 1-1 2
2_3_1 6 —3
3 2-3 7

A correlagdo linear entre as variaveis y; e y, € igual a:

__ 012 ___ 0 _
plz_van g2 (9)(1)

ou seja, as variaveis y; e y, sdo nao correlacionadas.

Com a parti¢do sugerida, podemos identificar:

Zy =g 1b B =[5 ez = 7))



31

Usando (4.27), obtemos a matriz de covaridncias condicionais de
y1 €y, dado yz e y,:

_ 1126 —24
cov(Y|x) = Zyy — ) Ty Xy = wlooa 14
Dai
—24/33
P1234 = J12.34 / =-0,571

V01134 022.34 - J(126/33)(14/33) B

Ou seja, dados (conhecendo/fixando) os valores das variaveis y; e
V4, a correlacdo parcial entre y; e y, € negativa (p;,34 = —0,571) e
diferente da correlacgao linear simples (p;, = 0).

EXERCICIOS: Problemas das p4ginas 101-103 do livro-texto.



