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"Essentially, all models are wrong,
but some are useful"

Box, G. E. P,; Draper, N. R. (1987). Empirical Model-Building and
Response Surfaces, p. 424, Wiley. ISBN 0471810339.



CAP{TULO 1 - INTRODUCAO

Os métodos estatisticos sdo amplamente usados como parte do
processo de aprendizagem do método cientifico.

Na Biologia, Fisica, Ciéncias Sociais, Ciéncias Agrarias, como tam-
bém no agronegocio e engenharias, os modelos lineares sdo uteis
nos estagios de planejamento da pesquisa e na analise dos dados
resultantes dela.

Nas secoes 1.1, 1.2 e 1.3 vamos apresentar uma breve introducao
aos:

e Modelos de regressao linear simples
¢ Modelos de regressao linear miiltipla

e Modelos de andlise de variancia.



1.1. MODELO DE REGRESSAO LINEAR SIMPLES

Objetivo: Modelar a relacdo de dependéncia (causal) entre duas
variaveis quantitativas por meio de uma reta.

Para esta relacdo linear, n6s usamos um modelo da forma:
y=p+pBx+¢ (1.1)
Onde:
y é avariavel dependente ou variavel resposta.
x é avariavel independente ou variavel preditora.

& éavariacao aleatdria (erro) que ocorre na variavel resposta, y,
e que nao foi explicada pela sua relacao com a variavel predito-
ra, x.
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Erro nio significa engano ou equivoco. E um termo estatistico que
representa as flutuacdes aleatérias nas medidas feitas nos indivi-
duos, que evidenciam o efeito de fatores ndo controlados ou sao
erros de medidas.

Exemplos de uso da regressdo linear simples:

Variavel resposta (y) Variavel preditora (x)
Salario atual Nuamero de anos de educagdo
Ganho de peso Consumo de alimento
Temperatura de ebulicao da agua Altitude

Pressao arterial Dose de uma droga

Produ¢do de uma graminea Quantidade de adubo aplicado




Em todos os exemplos:
e Alinearidade do modelo em (1.1) é uma suposicao.

e Podemos adicionar suposi¢des sobre a distribui¢do probabilis-
tica do erro (¢) e a independéncia dos valores observados de y.
Geralmente assumimos que £ ~ N(0, c2)

e Usando valores observados de x e y, nds estimamos g, e g, e fa-

zemos inferéncias, como: calcular intervalos de confianca e rea-
lizar testes de hipoteses sobre esses parametros (Capitulo 6).

e Também podemos usar o modelo estimado para prever o valor
da resposta y para um particular valor de x.
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Exemplo: Relacdo entre a quantidade de nitrito e absorbancia em

amostras de mortadela.
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Grafico de dispersao de absorbancia e quantidade de nitrito

y=0.0724x-0.0044
R?=0.9795

4 6 8
Nitrito (mg/100ml)

10
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1.2. MODELO DE REGRESSAO LINEAR MULTIPLA

Situagdo: A variavel resposta y é influenciada por mais de uma va-
riavel preditora (x).

Exemplo: A producao de uma graminea pode depender (somente)
das quantidades oferecidas de nitrogénio, fésforo e potassio.

De um modo geral, essas quantidades de nutrientes sao controla-
das, definidas ou escolhidas pelo pesquisador.

A produgdo também depende de outras varidveis que ndo podem
ou nao serdo controladas pelo pesquisador, como aquelas associa-
das ao ambiente, por exemplo.
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Um modelo linear de regressao multipla relacionando y com diver-
sas variaveis preditoras tem a forma geral:

y = ﬂO +ﬁ1x1 +ﬁ2x2 + ...+ Ikak + ¢ (12)

em que os parametros S, B, f3,,..., B, sdo chamados coeficientes
parciais de regressao.

Note que o modelo (1.2) é linear nos parametros s, mas existem
modelos que ndo sdo lineares nos S%.

Exemplo: O modelo
Y =Bo + Bixy + Boxf + Bysen(x,) + &
é linear nos parametros, mas o modelo
Yy = Bot Bl + ¢

é ndo linear nos parametros.
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Um modelo fornece uma estrutura tedrica que possibilita um
melhor entendimento do fendmeno de interesse.

E uma construcao matemadtica que pode representar bem o me-
canismo que gerou as observacgoes que temos em maos, como a
solucdo de uma equacao diferencial, por exemplo.

Em muitos casos o modelo é a simplificacdo idealizada de uma
situacdo real e muito complexa.

Os modelos empiricos fornecem aproximagdes uteis das relagcoes
complexas existentes entre as variaveis.

Essas relacdes podem ser associativas ou causais, mas somente
as relagdes causais serdo estudadas nas préximas aulas!
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Os modelos de regressao sao usados para:

e Predicdo: Boas estimativas dos parametros individuais £, g, 5,,
... B, sdo necessarias para fazer uma boa predicdo de y.

o Selegao de variaveis: A énfase do estudo estd na determinagdo da
importancia de cada variavel preditora, x;, em modelar a varia-
caoemy.

Neste caso as variaveis preditoras que explicam uma quantidade
importante de variagdo em y sao mantidas no modelo e aquelas
que contribuem pouco podem/devem ser descartadas.

Estimacao e procedimentos inferenciais serdo discutidos nos Capi-
tulos 7 a 10.
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Exemplo 4. Num estudo com framboesas realizado na Se¢ao de Hor-
ticultura do ISA foram analisados frutos de 14 plantas com o intuito
de estudar a relacdo entre y: teor de s6lidos soluveis brix (em graus
Brix) e
x;: didmetro do fruto (em cm); x,: altura do fruto (em cm);
X3: peso do fruto (em g) e x,: pH do fruto

Parameter Estimates

Parameter Standard
Variable DF Estimate Error t Value Pr > |t]|

Intercept 1 7.11286 0.56301 12.63 <.0001
x1 1 1.73566 0.57318 3.03 0.0143
X2 1 -1.11733 0.44476 -2.51 0.0332
X3 1 -0.24050 0.17679 -1.36 0.2068
x4 1 0.26444 0.24008 1.10 0.2993




Usando o método Stepwise de selecao de variaveis:
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Summary of Stepwise Selection

Variable Variable Number Partial Model

Step Entered Removed Vars In R-Square R-Square F Value Pr > F

1 x1 0.4314 0.4314 9.10 0.0107

2 X2 0.3186 0.7499 14.01 0.0032
Parameter Estimates (MODELO FINAL)

Parameter Standard

Variable Estimate Error Type II SS F Value Pr > F
Intercept 6.62693 0.43702 6.46684 229.95 <.0001
x1 2.18960 0.39323 0.87198 31.01 0.0002
X2 -1.39849 0.37358 0.39411 14.01 0.0032
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0 modelo final ajustado fica:
y =6,6269 + 2,1896x, — 1,3985x,

Com este modelo podemos estimar o teor de so6lidos soluveis brix
(y) das framboesas, medindo somente o seu diametro (x;) e a sua
altura (x,).

O coeficiente de determinacao ajustado, RCZU- = 0,70, indica que o

diametro e a altura explicam 70% da variabilidade do teor de sdli-
dos soluveis brix das framboesas.

O modelo completo, com as 4 variaveis regressoras, apresenta um
R(zlj = (0,71, indicando que as variaveis x; (peso) e x, (pH) sdo pou-
co importantes para estimar o teor de sélidos soluveis brix (y) das
framboesas
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Outras estatisticas usadas na selecao de modelos de regressao mul-

tipla e que serao estudadas em um préximo seminario:

Number in Adjusted
R-Square

Model

N = = =2 DN = ONMNWWWND PN

O OO0 0000000 OoOOo

.7093
.7045
.7031
.6846
.5550
.5494
.4876
.4719
.3840
.3714
.3284
.2752
.0345
.0767
.1090

R-Square

(=)

O O OO0 000000 O0OOoOOoOOo

.7988
L7499
L7716
L7574
.6577

6187

.5665
.5938
.4314
.4681
L4317
.3310
.0451
.0061
.0616
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c(p)

.0000
.1838
.2132
.8505
.3112
.0528
.3901
12.
15.
15.
.4156
19.
32.
34.
33.

1696
4316
7894

9235
7080
4517
9707

-46.
-47.
-46.
-45.
-40.
.4668
-39.
-38.
-37.
-36.
-35.
-35.
-30.
-30.
-28.

-41

AIC

4140
3726
6436
7961
9750

6685
5786
8712
8058
8801
5941
6137
0535
8575

-39.
-43.
.9523
.6426
-39.
-40.
-39.
-38.
-38.
-37.
-36.
-36.
-32.
.7323
.7444

-41
-41

-31
-31

BIC

4757
9885

6747
6050
4909
5198
0734
6135
9785
2890
2062

Variables in Model

x1
x1
x1
x1
x1
x1
x3
X2
x1
X2
x1
X4
x2
x3
x2

X2 x3 x4

x2
x2
X2
x3
x3
x4
x3

x4
x4

x3

x3
x4
x4

x4
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1.3. MODELOS DE ANALISE DE VARIANCIA (ANOVA)

Situagdo: Estamos interessados em comparar diversas populagdes
(grupos) ou comparar diversas condigdes em um experimento.

Exemplo 1: Suponha que um pesquisador deseje comparar o rendi-
mento (y) de quatro catalisadores em um processo industrial. Se n
observacgodes sdo feitas para cada catalisador, um modelo para as 4n
observacgdes pode ser expresso como:

Yij = Wit &;j (1.3)
i=1,234, i=1,2...n

em que y; € o rendimento médio associado ao i-ésimo catalisador.
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Dados de rendimento do processo industrial, por catalisador.
Catalisador
1 2 3 4

Y11 Y21 Y31 Y41
Y12 Y22 Y32 Va2

YIn YZn y3n Y4n
Y1 Y2 V3 Va

Uma hipdtese de interesse a ser testada é que os rendimentos mé-
dios (populacionais) dos 4 catalisadores sdo iguais entre si, ou seja,

Horpty = 1y = 13 = 14,

Para julgar esta hip6tese usaremos as médias amostrais y;, ..., y.
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0 modelo em (1.3) também pode ser expresso de uma forma alter-
nativa (mais comum!), chamada superparametrizada:

Yij =t a; + & (1.4)
i=1,234, j=12,...,n
Nesta forma, a; é o efeito do i- ésimo catalisador na produgdo e a
hipétese de interesse pode ser expressa como:
Ho:a1=a2=a3=a4=0

Veremos detalhes dessas duas parametrizagdes em modelos com
um e dois fatores de tratamento, nos Capitulos 12 a 15.
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Exemplo 2. Um experimento de competicdo de variedades de cana-
de-agucar foi instalado em um delineamento inteiramente casua-
lizado, com 5 repeti¢cdes por tratamento. Foram obtidas as seguin-
tes produgdes (ton/ha):

CB5034 (CB6245 JAC6258 IAC 6529 IAC6814 IAC6538
112,3 1253 118,4 127,9 130,1 115,2
121,0  119,7 120,5 128,3 122,4 123,2
114,3 120,8 119,7 129,5 126,7 117,8
1158 120,5 118,3 126,5 127,3 120,8
117,2 122,3 117,8 127,3 128,9 116,4
Yie 580,6 608,6 594,7 639,5 635,4 593,4
vie 116,12 121,72 11894 127,90 127,08 118,68




23
Quadro de Analise de Variancia (ANOVA)

Causa de Variacao gl SQ QM F
Variedade 5 576,2480 115,2496 18,42 **
Residuo 24  150,1440 6,2560
Total 29 726,3920

s?=6,2560 Vee = 121,74 ton/ha CV =2,05%

C(Hormy =, = ... = g
Testar: T . .
H,: pelo menos duas médias diferem entre si.
Como F,,;. > Fiqp = 2,62 >rejeita-se Hy ao nivel o = 5% e conclui-
se que existem pelo menos duas variedades de cana-de-agicar com
producdes médias diferentes entre si.
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Complicando um pouco: Suponha que no Exemplo 1 o pesquisador
também deseje comparar o efeito de trés niveis de temperatura e n
observacgdes sao tomadas em cada uma das 4*3 = 12 combinac¢des
catalisador-temperatura. O que fazer?

Neste caso o modelo (de médias de casela) envolvendo os dois fato-
res pode ser expresso como:

Yijk = Hij T &ijk (1.5)
Em que: y;j, € o rendimento da k-ésima repeti¢do submetida ao i-
ésimo catalizador e j-ésima temperatura; y;; € a média da (ij)-ési-
ma combinagdo catalisador-temperatura e &;;; € o erro experimen-
tal associado a observagao y; .
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Na forma superparametrizada o modelo fica:
Yijk = W+ a; + B +vi + &ji
i=1,2,34 j=123 k=12,...,n
em que
a; € o efeito do i-ésimo catalisador

B; € o efeito do j-ésimo nivel de temperatura

Yij € o efeito da interagcdo do i-€simo catalisador e j-ésimo nivel
de temperatura.

Note que em (1.5) o pesquisador escolhe os tipos de catalisador e
os niveis de temperatura a serem comparados e aplica diferentes
tratamentos aos objetos ou unidades experimentais sob estudo.
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Rendimento do processo industrial, por catalisador e temperatura

Catalisador Temperatura Dados Média
1 Vi1 Y112 Yiin Y11
1 2 V121 Y122 Yizn Y12
3 V131 Y132 Yian Y13
1 Y211 Y212 Y2in Y21
2 2 Y221 Y222 Yaon Y22
3 V231 Y232 Y2zn Y23
1 V311 Y312 Y3in Y31
3 2 V321 Y322 Yaan V32
3 V331 Y332 Yazn Y33
1 YVa11 Ya12 Yain Va1
4 2 Yaz21  Ya22 Yaan Va2
3 Vaz1  Ya32 Yazn Va3
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Comentadrios gerais:
Também podemos comparar as médias de variaveis medidas em

grupos naturais de unidades, como em um estudo para avaliar os
ganhos de peso dos machos e das fémeas de certa espécie animal.

Modelos de analise de variancia (ANOVA) serao tratados com deta-
lhes nos Capitulos 12-15.

Tépicos adicionais relacionados aos modelos lineares, como anali-
se de covariancia e modelos mistos, serdo cobertos nos Capitulos
l6e17.
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CAPITULO 2. ALGEBRA DE MATRIZES

Nas diversas fases de andlise de dados realizadas usando modelos
lineares, iremos precisar de um bom conhecimento de Algebra de
Matrizes e de Estatistica Matematica

Sugestdo: Reveja/estude os conceitos apresentados nas aulas do
curso de verao sobre Algebra de Matrizes.
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CAP{TULO 3. VETORES E MATRIZES ALEATORIOS

3.1. INTRODUCAO

A ANOVA (ANalysis Of VAriance) é um processo aritmético de
decomposicao da variagdo total dos valores observados, que é ex-
pressa por meio de somas de quadrados.

Os parametros que se busca estimar e/ou comparar sdo formas
lineares ou formas quadraticas das observacoes.
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O termo modelo linear aparece em situacdes nas quais a média de
uma variavel aleatdria y (variavel resposta) pode ser expressa co-
mo uma fungdo linear de (p + 1) pardmetros desconhecidos:

EQ) = fy + B+ oo 4 A%

As variaveis x; sio denominadas variaveis explicativas, preditoras
ou covariaveis e os seus valores podem ser:

e Dicotémicos (0 ou 1): x é uma variavel indicadora da presenca (x
= 1) ouauséncia (x = 0) de uma determinada caracteristica para
aquela observacao.

Exemplo: Colunas da matriz de um delineamento experimental.
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o Estabelecidos ou fixados pelo pesquisador que planeja a pesqui-
sa e observa as respostas, y.

Exemplo: Doses de um nutriente quimico ou biolégico.

e Observados simultaneamente com a resposta y. Neste caso, a va-
riavel x também é uma variavel aleatéria e é chamada de cova-
riavel.

Exemplo: Quando se observa a producdo (y) de certa cultura,
também se observa a temperatura ambiente, o nimero de perfi-
lhos, a pluviosidade, o nivel de infestagcdo por plantas daninhas
etc., que sao candidatas naturais a covariaveis, pois podem inter-
ferir na producao.



32

Vetor aleatdrio é um vetor cujos elementos sdo observacdes de uma
variavel aleatdria.

Variavel aleatéria é aquela cujos valores resultam de um experi-
mento aleatdrio.

Exemplos: Face obtida no lancamento de um dado, ndmero sortea-
do na Megasena, peso de um frango de corte aos 42 dias de idade
escolhido ao acaso de um grande galpao de producao, produgao de
uma parcela experimental de milho que recebeu certo adubo qui-
mico etc.

Formalmente, “variavel aleatéria é uma fung¢ao que associa a cada
elemento do espago amostral um nimero em R”.
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Podemos distinguir duas estruturas diferentes de vetores aleat6-
rios:

1) Um vetor nx1 contendo os valores de uma unica variavel medi-
da em cada um dos n diferentes individuos ou unidades experi-
mentais.

Neste caso, admite-se que os n valores, y;, V5, ..., Vi, da variavel
aleatoria y sao ndo correlacionadas e tém a mesma variancia.

Exemplo: Consideremos o modelo de regressao multipla em que
a producdo de certa forrageira é funcdo das quantidades de ni-
trogénio (x;), fésforo (x,) e potassio (x3) presentes no solo:

Vi = ﬂ0+ﬂ1xi1 +ﬂ2xi2 +ﬁ3xi3 +‘9i) i=1,..,n
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Tratando os x’s como constantes (valores escolhidos pelo pes-
quisador), neste modelo de regressao linear multipla nés temos
somente dois vetores aleatdrios:

V1 €1
€

y= y2 e €= 52 (3.1)
Yn €

n

onde os y;’s sdo as produgdes observadas, mas o0s erros &;’s ndo
sao observados.
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2) Um vetor pXx1 consistindo da medida de p diferentes variaveis
feitas em um Unico individuo ou unidade experimental.

Neste caso, admite-se que as p variaveis aleatérias podem ser
correlacionadas e ter variancias diferentes.

Exemplo: Em um estudo sobre desempenho de alunos na disci-
plina de Modelos Lineares foram avaliadas diversas caracteristi-
cas dos alunos: nota final na disciplina, idade, nimero de horas
de estudo por semana, nota em Calculo, em Matrizes e em Proba-
bilidade etc.

De um modo geral, um vetor desse tipo é escrito como:

Y1
Y2
Yy=1:

Yo
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3.2. MEDIA, VARIANCIA, COVARIANCIA E CORRELACAO.

Defini¢do: Se f(y) é a funcao densidade de probabilidade (f.d.p.)
da variavel aleatdria continua, y, a média (populacional) ou o valor
esperado de y é definido como:

p=E)=["_yfQ)dy (3.2)

O valor esperado (média) de uma fung¢do da variavel aleatdria y é
definido como:

Elu@)] = [ u@) f() dy (3.3)

e pode ser obtido diretamente, sem a necessidade de se obter a den-
sidade de probabilidade de u(y).
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Propriedades importantes: Para uma constante a € R e fungdes
u(y) e v(y) segue de (3.3) que:

E(ay) = aE(y) (3.4)
Eluy) +viy)] = E[u(y)] + E[v(y)] (3.5)

A varidncia (populacional) de uma variavel aleatéria y é definida
como

o =var(y) =EQy-w?*=[_-w*dy (3.6

A raiz quadrada da variancia de y é conhecida como desvio padrao
(populacional):

o =Jvar(y) = JE(y — p)? (3.7)
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Usando (3.4) e (3.5), a variancia de y pode ser expressa na forma:
o? =var(y) = E(y)* — [E(y)]? (3.8)

Propriedade: Se a é uma constante, podemos usar (3.4) e (3.6) para
mostrar que:
var(ay) = a’var(y) = a’c? (3.9)

Para avaliar o grau de relacionamento entre duas variaveis y; e y;

de um vetor aleatorio [yl, e yp]’ definimos a covariancia (popula-
cional) entre y; e y; como:

oy = cov(y;,y;) = E[(y; - .Ui)()’j - #j)] (3.10)

emqueu; =E(y)eu; = E(yj) sdo as médias das variaveis y; e y;,
respectivamente.
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Usando (3.4) e (3.5), cov(y;, ;) pode ser expressa na forma:
a;= cov(y;, ;) = E(viy;) - min (3.11)

Nota: Vale notar que o;; assume valores em R e se g;; = 0 dizemos
que as variaveis y; e y; ndo sdo correlacionadas.

Defini¢do: Duas variaveis aleatdrias y; e y; sdo ditas independentes

se a sua densidade conjunta puder ser fatorada no produto de suas
densidades marginais:

fuy) = )fi(y)) (3.12)

Em que a densidade marginal de y;, f;(y;), é definida como

o) =1 f(vuy) dy;
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Propriedades:
1) Se y; e y; sdo independentes entdo E (y;y; )= E(y)E(y;) (3.13)
2) Sey; e y; sdo independentes entdo o;; = Cov(yl- ,yj) =0 (3.14)

No primeiro tipo de vetor aleatério definido na Secdo 3.1, as varia-
veis yi, ¥2,-.., Yn Sa0 tipicamente independentes se foram obtidas
de uma amostra aleatdria de uma populagio de individuos.

Exemplo: Vetor com as alturas de n = 6 alunos da disciplina.

Neste caso, a condi¢do de independéncia implica ndo haver correla-
¢do entre as medidas, ou seja, implica admitir que g;; = 0 para todo
[#].
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Geralmente, para as variaveis y;, ¥,,..., y,, do vetor aleatdrio do se-
gundo tipo tem-se g;; # 0 para alguns valores de i e j.

e E importante reforcar que Cov(yl- ,y]-) = 0 ndo implica em inde-
pendéncia entre y; e y;. [ver Exemplo 3.2, pag. 64-67]

A esperanga condicional da variavel aleatoria y para um dado valor
de x é definida como:

E|x)=[yfQlx) dy,

fxy) ,

em que f(y|x) = 0 é a densidade condicional de y dado x.

Se a esperanca condicional ndo depender dos valores de x, pode-
mos concluir que as variaveis aleatorias y e x sdo independentes.




42

Problema: Como a covariancia o;; depende da escala de medida das
duas variaveis y; e y;, € dificil saber se existe um alto grau de depen-
déncia entre as duas variaveis.

Para padronizar a covariancia, 0;j, nos dividimos o seu valor pelo
produto dos desvios padroes de y; e y;, obtendo assim a correlagdo
linear (populacional) entre y; e y;:

Oij
pij = corr(y;,y;) = m (3.17)

em que 0; = dp(y;) e g; = dp(y;). Vale notar que —1 < p;; <1

Importante: Valores p;; proximos a 1 ou a —1 indicam forte relagdo
de dependéncia linear.
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3.3 VETOR DE MEDIAS E MATRIZ DE COVARIANCIA PARA VETO-
RES ALEATORIOS

3.3.1 Vetor de médias

O valor esperado de um vetor aleatdrio y (px1) é definido como o
vetor de valores esperados das p variaveis aleatorias yy, v, ..., ¥p
de y:
V1 E(yy) H1
Y2 E 127
Yol LE(y,)] Lt

em que E(y;) = u; = [~ ¥; f () dy;, usando a notagdo f(y;) para
a densidade marginal da variavel aleatéria y;.

(3.18)
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Propriedade: Se x e y sao dois vetores aleatdrios de dimensdes
(px1), segue de (3.18) que o valor esperado da soma desses veto-
res aleatdrios é a soma de seus valores esperados:

E(x+y) = E(x)+E(y) (3.19)
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3.3.2 Matriz de covaridncias

As variancias ¢2, 07, ..., aj de y1, ¥2, ..., Yp € as covariancias oy;,
para todo i # j, podem ser convenientemente arranjadas em uma
matriz de covariancias, denotada por X, pXp, que tem a seguinte
forma:

2
of Oy, 012 O1p
O' e O'
o O' oo 22 2p
L=cov(y)=|"?% "2 .. | 320
o o
Op1 ap p2 pp

Quando as variaveis y’s sdo variaveis aleatérias continuas e nao
existe qualquer dependéncia linear entre essas variaveis, pode-
se garantir que a matriz X é simétrica e positiva definida
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e Se existir alguma relacao linear entre as variaveis y’s nés assu-
miremos que a matriz X é positiva semidefinida.

Por analogia com (3.18), nds definimos o valor esperado de uma
matriz aleatéria Z, formada pelas medidas de p variaveis aleatorias
(colunas) feitas em n individuos (linhas), como a matriz de valores
esperados:

Ziy1 Ziz "t Zip| [E(z11) E(z13) - E(z1p)

E(Z)=E 2?1 Zfz Zap |E(221)E(Z.22) E(Z.Zp)l 3.21)

Zn1 Zn2 " Znp [E(znl)E(znz) E(znp)
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A matriz de covaridncias £ = cov(y) em (3.20) pode ser expressa
como o valor esperado de uma matriz aleatoria.

e 0 (ij)-ésimo elemento da matriz (y — u)(y — n)’ é o produto da
i-ésima linha (y — u) pela j-ésima coluna de (y — u), ou seja:
i — ) — ).

De (3.10) e (3.21) o (ij)-ésimo elemento de E[(y — w)(y — p)']
éE(y; — ui)(yj — uj) = 0;;. Entdo:

011 012 = O1p
, 021 022 ** Opp
t=Ey-wo-wl=|: . 7| ©2
Op1 Op2 ' Opp
ou
L=E(yy)-mu (3.23)

que é uma forma analoga a (3.8) e (3.11).
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Vamos ilustrar (3.22) parap = 2:

2 =El0-mo-mT=E{[) Z b —my - wl)

—E[ — wy)? 1 — 1)y, — Hz)]
(2 — uz)(yl 1) (v — 12)?

_ E(y; —u)? E(yy — ) vz — u2) ]
E(y, — 1) (1 — 11) E(y, — uz)?

_ [ 012]:[012 012]:[ var(y;)  cov(yy,¥,)
021 022 0, OF cov(yz, y1) var(y;)
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3.3.3. Varidncia generalizada

Uma medida de variabilidade geral na populacao dos y’s pode ser
definida como o determinante da matriz de variancias e covarianci-
as do vetor aleatorio y:

Variancia generalizada = det(XZ) = |X| (3.24)

Ideia: Se |Z| é um valor pequeno entao os y’s estdo concentrados
mais proximos do vetor de médias u do que quando |Z| é um valor
grande.

Problema: Um pequeno valor de |X| também pode indicar que as
variaveis y;, y,, ..., ¥, sdo fortemente correlacionadas!

Neste caso, os y’s tendem a ocupar um subespago do espacgo p-di-
mensional e X deixa de ser positiva definida.
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3.3.4. Distdncia padronizada

Para obter uma medida util da “distancia entre um vetor aleatério
y e o seu vetor de médias E(y) = u”, sugere-se levar em conta as
variancias e as covariancias dos y;’s do vetor aleatério y.

Por analogia ao caso univariado, em que z = (y - u)/o tem média
0 e variancia 1, a distdncia padronizada de um vetor aleatoério, y, ao
vetor de médias, u, é definida como:

Distancia padronizada = (y — )’ 1 (y — u) (3.25)

que é muitas vezes chamada Distincia de Mahalanobis.
O uso de £~ em (3.25) padroniza as variaveis y;, que passam a ter

meédia igual a zero, variancia igual a 1 e todas elas passam a ser nao
correlacionadas entre si.
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3.4. MATRIZ DE CORRELACOES

A partir da matriz de covariancias, X, podemos obter a matriz de
correlagdes, P,, que é definida como:

1 piz = Py

p 1 . p
Pp=(.0ij)= 21 : ?p

o1 Ppz 1

(3.26)

O_ij

definido em (3.17).

em que p;; = € a correlagdo entre as variaveis y; e y;, como

Por exemplo: a segunda linha de P, contém a correlagdo entre y, e
cada uma das outras variaveis y;'s.
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Definindo:
= [diag (2)]*/? = diag (0, 0, , 0,) (3.27)

Por (2.31), podemos obter P, a partir de X e vice-versa:
P,=D;'EZD;’ (3.28)

£=D,P,D, (3.29)

Exercicio: Verifique as igualdades (3.28) e (3.29) para o caso de um

Y Y1 . cn . A
vetor aleatorio y = [y ] com matriz de variancias e covariancias
2

¥ = [ 0'12]
071
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3.5.VETOR DE MEDIAS E MATRIZ DE COVARIANCIAS DE VETORES
ALEATORIOS PARTICIONADOS

Suponha que o vetor aleatério v seja particionado em dois subcon-
juntos de variaveis, denotados por y (p X 1) e x (g X 1):

_yl_

-Bl- 2

Exemplo: O vetor y é formado por p variaveis zootécnicas (peso,
consumo, conversao alimentar etc) e o vetor x, por q variaveis de
qualidade de carcaga (peso da carcaga fria, peso do contrafilé, do
filé mignon etc.)
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O vetor de médias e a matriz de covariancias do vetor aleatério par-

ticionado v = B:] podem ser expressos como:

n=Ew=E[|= [gfﬁ] - [”y] (3.30)
X =cov(v) =cov [y] [Z zyx (3.31)

Em que:
e O subvetor u,= [E(y1), E(¥2), ..., E(}p)]’ contem as médias de

Y1, Y2,--- Yp €0quanto g, contem as medias das variaveis x’s.

e X,, = cov(y) é uma matriz pXp de covariancias de y contendo
as variancias de y,, y,,..., ¥, na diagonal principal e as covarian-
cias 0;; de cada y; com cada y; (i #j) fora da diagonal, ou seja:



2

l[ O-J/1 03’13’2
2

Y = |O_J/ZJ/1 Oy,

[GYpY1 Oypy2
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J)’ﬂ’p]

Oy,vp

ajp J

o X, =cov(x)éumamatriz q X q de covariancias de x4, x,,..., Xg.

e X,, =cov(y,x) é uma matriz p X g que contém as covariancias

entre cada y; e cada x;, ou seja:
UY1x1
, O-YZX1
2:yx =E[(y- ”y)(x_ n)'l = :

O-J/pxl

I,, € atranspostade X,

GY1x2
G)’zxz

O-prz

O-Y1xq

0.
Rl (3.32)

prxq
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Note a diferencga entre

Y] _ [Evy 2:yJC]
cov [x] = [zxy T em (3.31)
e
cov(y, x) =X, em (3.32).

Usamos a mesma notac¢ao “cov” de trés maneiras distintas:
(1) cov(y;, y;) = 0;j € um escalar
(2) cov(y) =X, ¢ uma matriz quadrada, pXp, simétrica e posi-
tiva definida.

(3) cov(y, x) = X, € uma matriz retangular pXxq
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3.6. FUNCOES LINEARES DE VETORES ALEATORIOS

Situacdo: Em muitas aplicagdes trabalharemos com combinag¢des
lineares das variaveis yy, ¥,,..., y, de um vetor aleatorio.

Seja a = [ay, a,,..., a,]" um vetor de constantes. Uma combinagao

linear dos y;'s usando os a;’s como coeficientes pode ser escrita co-
mo:
Z=a'y =ay;+ay; +...+ a,y, (3.33)

3.6.1 Média de uma fungio linear de vetor aleatdério

Perceba que: Se y é um vetor aleatdrio p-dimensional = a combina-
¢do linear z = @’y é uma varidvel aleatdria univariada.
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Teorema 3.6A. Se a é um vetor pXx1 de constantes e y é um vetor
px1 de variaveis aleatodrias, entdo a média de z = a’y é dada por

u,=E(@y)=aE(y)=a'u (3.34)

Caso mais geral: Se tivermos k combinacdes lineares de y com coe-
ficientes constantes, a; It

Zy = a11y11a12Y2 t.oo+ QipYp = a,’y

Zy = AyY1+AxY, T+ Ay = a,’y

Zx = Q1 Y1H A2Vt QrpYp = @iy

Essas k fungdes lineares podem ser escritas na forma matricial co-

mo.:
z=Ay (3.35)




em que

Zk

Mais comum:

aqq
azq

A1

az;

A2
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Trabalhar com k < p combinag¢des, em que as linhas de A sao li-

nearmente independentes.

Neste caso, posto(A) = k, ou seja, A tem posto linha completo.

Note que:

Se y é um vetor aleatdrio = cada z; = a;’y é uma variavel aleato-
ria univariada = z = [z,, z,,..., Z;]' € um vetor aleatério kx1.
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Teorema 3.6B. Supondo que y é um vetor aleatério, X é uma ma-
triz aleatoria, a e b sdo vetores de constantes e A e B sdo matrizes
de constantes. Entdo, assumindo que as matrizes e os vetores em
cada produto sejam conformes, temos:

(1) E(Ay) = AE(y) (3.36)
(ii) E(@Xb) = dE(X) b (3.37)
(iii) E(AXB) = AE(X)B (3.38)

Corolario 1. Se A é uma matriz kxp de constantes, b é um vetor kx1
de constantes e y é um vetor aleatoério px1, entao:

E(Ay+b)= AE(y) + b (3.39)
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3.6.2 Variancias e covaridncias de fungdes lineares de vetores alea-
torios

Teorema 3.6C. Se a é um vetor pX1 de constantes e y é um vetor
aleatorio px1 com matriz de covariancias X, entdo a variancia de
z = a’y é um escalar calculado por:

02 =var(z) =var(a'y) = a’ta (3.40)
Prova:
var(z) =var(a'y)
=E[a'y — E(a'y)]? mas E(a'y) = a'p

!

=E[a'y — a'p]?
=E[a'(y - w]?
=E[a'(y —wa'(y — w)] masa'(y—p) =y —-mw'a
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Entao:

var(z) = E[a'(y — p)(y — p)'a] pelo Teorema 3.6B(ii)
=a'E[(y-w(@y—-w'a E[(y —w(y —w)']=cov(y)
=da'cov(y)a=a'Xa

Portanto:

var(z) =var(a'y) = a'la
[lustrando para p = 3 temos:

var(a'y) = var(a,;y,+a;y, +azys)

01 O3 a1
Ny 2
—aza— [al a’Z a3] 0-21 0-2 0-23

031 O3

=a?0? + a0} + a30? + 2a1a2012 + 2a,a30,3 + 2a,a,0,3
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Exemplo: Seja y = [y;,¥,, V3]’ um vetor aleatério 3x1. Calcular a
variancia da soma das 3 variaveis, z =, sabendo que
2
01 012 O13
— 2
L=[0y, 05 0Oy
2
031 032 O3

V1

Y2
V3

Resolugdo: Podemos escreverz = Y3_,y; = [1 1 1] =a’y.Por

(3.40) temos que:

of 12 013
var(z) =[1 1 1] |0y, 023

2
031 032
= 0-12 + 0-22 + 0-3 + 20-12 + 20-13 + 20_23
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Corolario 1. Se a e b sdo vetores pXx1 de constantes, entao:
cov(a'y,b'y) = a'th (3.41)

Teorema 3.6D. Sejam z = Ay e w = By, onde A é uma matriz kXp de
constantes, B é uma matriz mXp de constantes e y é um vetor
aleatdrio pXx1 com matriz de covariancias X. Entdo:

(i) cov(z) = cov(Ay) = AZA’ (3.42)
(ii) cov(z,w) = cov(Ay, By) = AXB’ (3.43)

e Geralmente k <p = a matriz A, kXp, é de posto linha completo
= pelo Corolario 1 do Teorema 2.6B, AXA’ ¢é positiva definida
(desde que a matriz X seja positiva definida).
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7

e Se k > p, entdo pelo Corolario 2 do Teorema 2.6B, AXA’ é posi-
tiva semidefinida. Neste caso, AXA’ ainda é uma matriz de cova-
riancias, mas é singular e ndo pode ser usada como numerador
ou denominador da densidade normal multivariada.

e Note que AXB’ é uma matriz retangular kXm contendo as cova-
ridncias de z; com cada w;, isto é, cov(z, w) contem cov(z;, wj),
i=1,...,k j=1,..., m Essas km covariancias podem ser calcula-
das individualmente por (3.41).

Corolario 1. Se b é um vetor kX1 de constantes, entio:
cov(Ay + b) = AZA’ (3.44)

Exercicios: Problemas das paginas 83 a 85 do livro texto.




* Exemplo de cdlculo de matriz de Covaridncias e de Correlagdes

* amostrais;

K
* Weights of Cork Boring (in Centigrams) in Four Directions for
* 28 trees;

* Applied Multivariate Statistics with SAS Software;

* Khattree & Naik(2003) - p. 11;

proc iml;

’

’
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yl = {72,60,56,41,32,30,39,42,37,33,32,63,54,47, 91,56,79,81,78, 46,

39,32,60,35,39,50,43,48};

y2 = {66,53,57,29,32,35,39,43,40,29,30,45,46,51, 79,68,65,80,55, 38,

35,30,50,37,36,34,37,54};

y3 = {76,66,64,36,35,34,31,31,31,27,34,74,60,52,100,47,70,68,67,37,

34,30,67,48,39,37,39,57};

y4 = {77,63,58,38,36,26,27,25,25,36,28,63,52,43, 75,50,61,58,60,38,

37,32,54,39,31,40,50,43};

Y = yllly2lly3lly4;

create Cork var {North East South West}; * Cria SASdataset Cork;
append from Y;

Close Cork;



p = ncol(Y);

n = nrow (Y);

In = I(n);

jn = j(n,1,1);
Jnn = J(n,n,1);

Sigma = (1/(n-1))*t(Y)* (In-(1/n)*Jnn)*Y;

D = sgrt(diag(Sigma)) ;

corr = inv (D) *Sigma*inv (D) ;

Verifica = D*corr*D;

title 'Matriz de varidncias e covaridncias amostrais
iml';

print ,,Sigma[format=8.4],, 'Matriz de correlacgdes:'
corr|[format=8.5],, Verifica[format=8.4];

mi = (1/n)*t(jn)*y; * Calcula vetor de médias;
print 'Vetor de médias:' mi[format=5.2],,;
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utilizando proc

DM2 = j(n,1,0); * Inicia cédlculo da disténcia de Mahalanobis;

i=1;

do while (i<=n);

yi= Y[i,];

DM = (yi-mi)*inv(Sigma)*t(yi-mi);
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DM2[i] = DM;
i=i+1;
end;

rank = rank (DM2) ; * Calcula a ordem de cada valor do vetor DM2;
print

'Distédncia de Mahalanobis de cada ponto (y) ao vetor de médias (mi)',

proc corr cov data=cork;
title 'Matriz de varidncias e covaridncias utilizando proc corr';
var north east south west;

run;



