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1 — Introducéo

O objetivo deste curso € introduzir nocBes basicas de circuitos elétricos. Podemos
dividir o estudo de circuitos elétricos em duas partes: o estudo dos elementos que
constituem o0s circuitos e o0 estudo dos circuitos propriamente dito. Neste curso,
tentaremos abordar 0s conceitos essenciais de ambas as partes. O curso parte do principio
que o aluno esta familiarizado com conceitos de eletricidade e magnetismo, tipicamente
tratados no curso SEL 0410.

Todos os elementos e dispositivos elétricos e eletrdnicos tém como objetivo controlar
o0 transporte de cargas. Assim, antes de comecar a estudar os elementos propriamente
ditos, é util abordar os principais mecanismos de transporte de cargas, o que € feito no

capitulo seguinte.

2 — Noc0es de transporte: corrente de arrasto e corrente de
difuséo

Existem dois tipos de transporte de cargas: a corrente de arrasto e a corrente de difuséo.
A corrente de arrasto € a mais comum em eletrbnica passiva, mas ambas correntes
desempenham papel igualmente importante em eletrdnica ativa.

2.1 — Corrente de arrasto

A corrente de arrasto é a que ocorre quando alguma forca impde uma direcdo uniforme
ao deslocamento de cargas. Na maioria esmagadora das vezes, essa forca advém de um
campo elétrico. Uma situacdo tipica € ilustrada na Figura 1. O cilindro de area A poderia
ser um resistor ou um outro elemento qualquer. Os pontos pretos indicam cargas, podendo
ser tanto positiva quanto negativa. A presenca de uma forca externa (advinda de um
campo elétrico) “arrasta” as cargas e faz com que elas movam na mesma diregdo e com a

mesma velocidade média.

L = vAt
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Figura 1 Exemplo de corrente de arrasto



Suponha que a densidade de corrente seja J (densidade de corrente € a corrente total
dividido pela &rea transversal, que no nosso exemplo € a area A), a densidade volumétrica
de cargas no cilindro seja p e a velocidade seja v. Pergunta: qual é a relagéo entre J, p e
v?

Para encontrar essa relacédo, lembre-se que corrente nada mais é que a quantidade de
cargas que passa pela se¢do transversal por unidade de tempo (e essa definigdo do que é
corrente é expressa na sua unidade, que é coulombs por segundo). Entdo, para
determinarmos a corrente, temos que contar o0 nimero de cargas que passa pela secédo
transversal em um determinado intervalo de tempo At. Entdo vamos supor que nesse
intervalo de tempo At passem Nat cargas. Assim, a corrente | sera, obviamente:

N

|= At

At

Equacéao 1
Mas se a velocidade das cargas for v, entdo a carga percorre uma distancia L = vAt em
um intervalo de tempo At. Isso significa que, no intervalo de tempo At, todas as cargas
que estiverem dentro do volume V = AL=AvAt (ou seja, 0 volume delimitado pela area A
e comprimento L = vAt) vao passar pela secdo transversal. Portanto, Nat nada mais € que
a quantidade de cargas dentro desse volume. Se a densidade de cargas for p, entdo,

obviamente, temos que:
N, = pV = pAVAt

Equagéo 2

Substituindo a Equacdo 2 na Equagéo 1:

_ PAVAL
At

| PAV

Mas como J = I/A, temos finalmente que:
J=pv
Equagéo 3

A Equacéo 3 sera utilizada mais adiante no curso.

Antes de encerrar essa secdo sobre corrente de arrasto, € importante responder a
pergunta: quando aparece uma corrente de arrasto? A resposta € bem simples: como a
corrente de arrasto esta associada & uma for¢a, que na maioria esmagadora das vezes é a
forca de Coulomb (ou seja, advinda da presenca de um campo elétrico), entdo a corrente

de arrasto aparece na presenca de um campo elétrico. Em outras palavras, a corrente de
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arrasto é a corrente advinda da diferenca de uma diferenca de potencial eletrostatico (ja
que a presenca de um campo elétrico esta associada a diferenca de potencial eletrostatico),

que usualmente expressamos em unidade de volts (joules por coulomb).

2.2 Corrente de difuséo

A corrente de difuséo ocorre quando existe uma diferenca de concentragéo de cargas
em algum ambiente. Se vocé tiver dois compartimentos, um cheio de oxigénio e 0 outro
com VAacuo, e vocé abrir uma porta entre eles, apds um tempo ambos 0s compartimentos
estardo com igual concentracao de oxigénio. Isso ocorre por causa do processo de difusdo
de moléculas de oxigénio, que migram do compartimento de maior concentracao para o
compartimento de menor concentragdo. Se, ao invés de oxigénio vocé tiver cargas, havera
uma corrente elétrica, resultante da diferenca de concentracdo de cargas. Note que nédo é
necessario a aplicacdo de nenhuma forca externa para que ocorra corrente de difusao
(basta agitacdo térmica das cargas, ou moléculas).

Considere uma situagdo modelo, onde temos duas caixas idénticas de comprimento Iz
dividida em dois compartimentos, sendo que o compartimento da esquerda possui
concentracdo maior que o compartimento da direita.

Definindo o eixo z como mostrado na Figura 2, e definindo a densidade de corrente de
cargas que cruzam a caixa da esquerda para a caixa da direta por Je.q € a densidade de
corrente de cargas que vao da caixa direita para a esquerda por Jg-e, entdo, obviamente, a
corrente total em zo seré:

J=Je4—Jge

Na maioria das situacdes praticas, a quantidade de cargas que ird cruzar o ponto zo da
esquerda para a direita sera proporcional a concentracao de cargas no lado esquerdo.
Analogamente, a quantidade de cargas que passa da direita para a esquerda sera
proporcional a concentracao de cargas na parte direita da caixa. Essa relacdo de proporcao
é chamada de Lei de Fick. Assim, pela lei de Fick, temos que:

J..s =Bp(z,-12)

e

Jo. =Bp(z,+12)
Equacéo 4

Onde B é a constante de proporcionalidade e p(z) é a concentracdo de cargas (que agora
é funcéo de z). Note que p(z-1z) é a concentragdo no compartimento esquerdo e p(z+lz) é

a concentragdo no compartimento direito. Mas a corrente de difusdo total Jp € dada por:
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Equacéo 5
(Claro que, se a quantidade de cargas que passa da direita para a esquerda for igual a
quantidade de cargas que passa da esquerda para a direita, entdo a corrente sera nula).
Substituindo a Equacédo 4 na Equacéo 5:
Jp =Bp(z, —1z)-Bp(z, +1z)=B[p(z, - 1z) - p(z, +12)]

Equacdo 6

Mas:
op
p(ZO - IZ)_ p(ZO T IZ) ~-——2l,
oz
Equacao 7
Portanto:
op
J,=-D—
° oz
Equacéao 8

Onde D = 2BIlz. O parametro D é chamado de coeficiente de difusdo. Assim, a corrente
de difusdo é proporcional a variagdo na concentracdo espacial de cargas, o que faz sentido
(note que se a concentracao for uniforme, entdo a corrente de difusdo sera nula, ja que o
mesmo tanto de cargas que “pula” da caixa esquerda para a direita também “pula” da
direita para a esquerda).

Note o sinal de negativo na Equacdo 8. A interpretacdo fisica para esse sinal é a
seguinte: se caixa da esquerda tem maior concentracdo que a caixa da direita, entdo a
corrente total vai da esquerda para a direita, ou seja, a dire¢do das cargas € no sentido de
z positivo. Acontece que, neste caso, a derivada da concentracdo de cargas € negativa, ja
que a concentracdo diminui a medida que z aumenta (ir para a direita corresponde a
aumentar z). Em outras palavras, considerando que p seja positivo, entdo caixa da
esquerda com concentragdo maior implica em J positivo e dp/dz negativo.

Mas e 1z? O que determina o comprimento da caixa |z? Esse parametro é um parametro
estatistico chamado de caminho livre médio (mean free path) e expressa o comprimento
tipico que as cargas percorrem antes de chocarem umas nas outras ou no material. Em
outras palavras, o caminho livre médio é o caminho percorrido pelas cargas com

velocidade constante (uma vez que o choque altera a velocidade da carga).



Um dltimo comentario para encerrar o capitulo de transporte: dissemos na se¢édo
anterior que a corrente de arrasto esté associada a presenca de uma diferenca de potencial
eletrostatico e € o tipo de corrente associado a lei de Ohm. E a corrente de difusédo? Ja
sabemos que a corrente de difusdo esta associada a uma diferenca de concentracdo. Mas
a concentracdo de um elemento qualquer é expressa em termos de um parametro chamado
“potencial quimico”. Portanto a corrente de difusdo estd associada a diferenca de um
potencial quimico. Uma bateria, por exemplo, funciona mantendo uma diferenca de
potencial quimico entre seus terminais atraves da ionizacao de elementos quimicos. Essa
diferenca de potencial quimico induz uma corrente de difuséo dentro da bateria. Portanto,
quando vocé conecta uma bateria a um resistor, havera dois mecanismos de transporte:

arrasto no resistor e difusdo na bateria.

1z Iz

o' b ”
LA O

4]

Z,- 1z z,+ Iz

Figura 2

QUESTAO 2.1

De quais parametros fisicos espera-se que o coeficiente de difusdo dependa?

3 — Componentes eletronicos passivos

Neste capitulo vamos estudar as nog¢des basicas relevantes a componentes passivos que
sdo comumente utilizados em circuitos elétricos. Existem duas classes de elementos
passivos: elementos que dissipam energia e elementos que armazenam energia. Resistores
fazem parte da primeira classe, enquanto capacitores e indutores fazem parte da segunda
classe. Os elementos que dissipam energia sao chamados de dissipativos (porque somos
muito criativos) e 0s elementos que armazenam energia sdo chamados de reativos.

Neste capitulo, vamos tratar primeiramente de resistores. Comegaremos tratando da

lei de Ohm, que descreve as caracteristicas de transporte em materiais resistivos e que
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nos levara naturalmente a nocéo de resisténcia. Em seguida, trataremos de capacitores e
indutores.

3.1 Lei de Ohm

A primeira coisa que precisamos saber sobre a lei de Ohm € que a lei de Ohm néo é
nem aqui, nem na China, uma lei. O que eu quero dizer com isso é que a lei de Ohm nao
é uma lei fundamental da fisica, como as leis de Newton ou as equacdes de Maxwell.
Alids, como veremos nessa se¢do, 0 mundo seria meio esquizofrénico se a lei de Ohm
fosse uma lei fundamental da fisica. Na verdade, a lei de Ohm nada mais é do que uma
observacao empirica de um fendmeno estatistico. Nosso objetivo aqui € encontrar um
modelo fisico que explique a lei de Ohm e discutir quais condi¢es devem ser satisfeitas
para que essa lei seja valida.

Na sua forma mais geral, a lei de Ohm afirma que a densidade de corrente em um
material (podemos considerar que o material seja um resistor) é proporcional ao campo
elétrico nesse material. Chamando a proporgdo de o, em linguagem matematica a lei de
Ohm é:

J=0oE
Equacdo 9

Ja podemos identificar de cara que a corrente que a lei de Ohm trata € a corrente de
arrasto, ja que é a corrente devido ao um campo elétrico. Agora, vamos pensar bem no
que essa lei nos diz: ela afirma que a corrente em um material é proporcional ao campo
elétrico aplicado ao material. Mas ja sabemos que a corrente é proporcional a velocidade
das cargas (Equacdo 3). E sabemos também que as cargas estdo movendo porque tem um
campo elétrico, ou seja, tem uma forca agindo sobre elas. Entdo a lei de Ohm esta
efetivamente nos dizendo que a velocidade das cargas € proporcional a forca aplicada nas
cargas!!! Mas isso ndo pode ser, porque, de acordo com a segunda lei de Newton, a forca
é proporcional a aceleracdo, e ndo a velocidade. Foi Aristoteles quem pensou que forca
era proporcional a velocidade. Mas todo mundo sabe que, em matéria de fisica, Newton
estd muito mais de parabéns que Aristdteles. Entdo como pode a lei de Ohm ser verdade,
se ela é uma lei Aristotélica?

Na verdade, tem mais coisas na historia. De fato, a lei de Ohm ¢ a expressdo de um
parametro estatistico: ela expressa a velocidade média de cargas que sdo submetidas a
uma forga, aceleram por um tempo e depois trombam no material, perdendo velocidade.
Essa trombada aquece o material e € responsavel pelo aquecimento da agua do seu

chuveiro. Portanto, a lei de Ohm ja subentende que existe perda de energia no sistema
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(energia das cargas sendo transferida para o material e, assim, aquecendo-0). Toda vez
que voceé ver alguma forca que seja proporcional & velocidade, pode saber que tem perda

na historia.

QUESTAO 3.1
De um exemplo de outro caso em fisica onde uma forca dissipativa (perda) é expressa
como sendo proporcional a velocidade de um corpo. (Dica: revise seu oscilador

harmonico).

Vamos tentar achar um modelo fisico entdo que explique a lei de Ohm. Podemos
considerar um material uni-dimensional, como mostrado na Figura 3. As bolinhas na
figura simbolizam locais de choque e o pontinho é a carga. Vamos considerar entdo como
primeiro modelo um caso onde a carga sai do repouso, é acelerada pelo campo elétrico,
tromba na bola, e para, comec¢ando o processo novamente. Meio que como um bébado
tentando ir para casa e trombando em tudo quanto é poste. Nosso objetivo é calcular a
velocidade média da carga e ver se conseguimos chegar na lei de Ohm. E claro que, para
calcular a velocidade média do percurso inteiro, basta calcular a velocidade média entre
dois choques consecutivos. Para nosso propdésito, podemos considerar que a forca seja
constante. Se a distancia livre for L, entdo a relacdo entre L e a aceleracdo a (constante)

sera:

Onde t é o intervalo de tempo entre duas colisdes. A velocidade média, obviamente, é

dada por:

Para saber se esse modelo explica a lei de Ohm, temos que saber se v sera proporcional
a forga, ou seja, se v sera proporcional ao campo elétrico. Para isso, temos que nos livrar

do tempo, o que é facilmente feito expressando o tempo em termos da distancia L e a

a /2L /La
V=— | — = [—
2V a 2

aceleracdo a. Assim:



Agora sO precisamos expressar a aceleracdo em termos do campo elétrico. Pela

segunda lei de Newton temos que:

que:
2m
L L L

Figura 3

@

Entdo 0 nosso modelo nos leva a uma relagdo de proporcionalidade entre v e a raiz de
E. Em outras palavras: nosso modelo deu errado, ja que ndo explicou a lei de Ohm. De
fato, a lei de Ohm afirma que a velocidade é proporcional ao campo elétrico, e ndo a raiz
do campo elétrico.

O que deu errado no nosso modelo foi o fato de termos ignorado a agitacdo térmica
das cargas. No nosso modelo, as cargas estariam paradinhas caso ndo houvesse um campo
elétrico externo. Mas isso ndo € verdade: devido a agitacdo térmica, as cargas estdo
voando caoticamente para tudo quanto é lado. Mas, na auséncia de um campo elétrico
externo, a média das velocidades das cargas é nula e, portanto, a corrente é nula. Por outro
lado, quando aplicamos um campo elétrico externo, vai haver uma aceleracao na direcao
da forca e, portanto, uma componente extra na velocidade das cargas. Essa componente
extra, devido ao campo elétrico externo, é que resulta em uma corrente diferente de zero.
Tudo o que precisamos fazer é achar qual é a velocidade média advinda da aceleragédo
externa, ou seja, qual é a velocidade média desse componente extra. Como a aceleragéo
é constante, ainda podemos utilizar a relagdo v = at/2. A diferenca é que agora o tempo
entre colisdes é determinado pela velocidade termica das cargas, que é tipicamente muito
maior que a velocidade advinda da aceleracdo. Chamando a velocidade térmica de v,
temos entdo que t ~ L/vi. Assim, temos que a velocidade média sera:

_at_al
2 2v,

Ou seja:



V= aL E
2my,,

Equacdo 10
Agora sim chegamos a uma relagdo de proporcionalidade entre v e E. Portanto, nosso
modelo sé explica a lei de Ohm se considerarmos que o tempo de colisdo é determinado
somente pela velocidade térmica. E isso sO é verdade se a velocidade térmica for muito
maior que a velocidade advinda da forca externa.
Agora que chegamos em um modelo que explica a lei de Ohm, podemos expressar o
parametro ¢ em termos de parametros mais fundamentais. Para isso, basta substituir a

Equacdo 10 na expressdo para a densidade de corrente:

gL
2my,,

J=pv=p

Equacédo 11

Comparando a Equacdo 11 com a Equacéo 10, concluimos que:

L
O = ,Oq
2mv,,
Equacéo 12

Ou seja, a proporcdo entre J e E depende de parametros do material (concentracdo de
cargas p e comprimento L), da massa da carga (que é a massa do elétron) e da velocidade
térmica, que depende, é claro da temperatura. A propdsito, o € chamado de condutividade.
Note que a condutividade é diretamente proporcional a p. Isso faz sentido, ja que, quanto
maior for p, mais cargas teremos para contribuir para corrente. Além disso, a
condutividade também é proporcional a L, j& que quanto maior for L, maior serd a
distancia que a carga sera acelerada antes de colidir e, portanto, maior serd a sua
velocidade. Por outro lado, a condutividade é inversamente proporcional a velocidade
térmica, ja que quanto maior for a velocidade térmica, menor serd o tempo entre duas
colisoes.

Diante desse modelo podemos ganhar uma intuicdo importante a respeito do
comportamento térmico de materiais. Na maior parte dos casos, a condutividade de um
material diminui quando a temperatura aumenta. 1sso ocorre porque, quanto maior for a
temperatura, maior serd a velocidade térmica vin. Em alguns materiais, entretanto, a
condutividade pode aumentar com 0 aumento da temperatura. Isso é possivel porque a

concentracéo de cargas p pode aumentar com a temperatura. Assim, 0 aumento de p pode
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compensar 0 aumento de v, fazendo com que a condutividade aumente com a

temperatura. Mas materiais com essa propriedade sdo, em geral, materiais especiais.

3.2 Resisténcia

Suponha agora que vocé tenha um resistor feito de um material cuja condutividade é
o. Suponha também que o resistor seja um cilindro de comprimento d e de secéo
transversal A. Pergunta: qual é a resisténcia desse resistor?

Facil: sabemos que, por definicdo, a resisténcia nada mais é que a proporcéo entre a
diferenca de potencial eletrostatico e a corrente total. Entdo tudo o que precisamos fazer
é usar a lei de Ohm e expressar o campo elétrico em termos do potencial eletrostatico e a
densidade de corrente em termos da corrente total. Essa ultima é muito 6bvia: J = I/A. A
primeira também é muito facil: vocé sabe do curso de eletricidade e magnetismo que a
diferenca de potencial é a integral de linha do campo elétrico. Mas se 0 campo elétrico
for constante, entdo a integral é simplesmente uma multiplicacdo: V = Ed, onde d é o

comprimento do resistor. Assim:

J=okt
Pode ser reexpresso por:
I \
— =0 —
A d
Portanto:
V= i |
oA
Ou seja:
R=2
oA
Equacéo 13

Onde R é a resisténcia. Assim, a resisténcia depende ndo sé de qual material o resistor
é feito (que entra na relacdo através da condutividade), mas também da geometria do
resistor: quanto maior for a se¢do transversal A, mais cargas contribuirdo para a corrente
total e, portanto, menor sera a resisténcia. Por outro lado, quanto maior for o comprimento
d, menor sera o campo elétrico para um mesmo valor de V e, portanto, menor sera a

corrente para um mesmo valor de V, ou seja, quanto maior d, maior sera R.
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QUESTAO 3.2
Se te dessem laboratério de eletrdnica bem equipado e te pedissem para fazer um
experimento com um resistor convencional que DISPROVE a lei de Ohm, o que vocé

faria?

Como foi mencionado mais acima, a lei de Ohm ja subentende que ha dissipacdo de
energia. Resta entdo, para fechar essa se¢do, quantificar a dissipagéo de energia em um
resistor. Essa é uma tarefa simplissima: se a diferenca de potencial no resistor é V, isso
significa que cada portador de carga perde uma energia de E = VQ, onde Q é carga do
portador (que geralmente € um elétron), dada em coulombs. Se essa afirmacéo nao te for
6bvia, lembre-se que a diferenca de potencial eletrostético € dada em volts, que nada mais
é que joules/coulomb (volts = joules/coulomb), o que significa que a diferenca de energia
potencial (joules) de uma particula carregada é a diferenca de energia potencial
eletrostéatica (volts) vezes a carga da particula, ou seja joules = volts x coulomb (E = VQ).

Entéo cada portador perde uma energia E = VQ quando passa pelo resistor. E claro que
essa energia € transmitida para o resistor em forma de calor. Agora, se temos uma corrente
I, isso significa que temos | coulombs por segundo passando pelo resistor. Em outras
palavras, se N for nimero de portadores que passam por segundo e Q for a carga de cada
portador, entdo | = NQ. Como cada portador perde uma energia E, entdo N portadores
por segundo irdo dissipar uma POTENCIA W = NE (lembre-se que poténcia é dada em
watts = joules/segundo). Mas como E =VQ e N = I/Q, entéo:

W =VI
Equacéo 14

Mas voce ja sabia disso.

3.3 Capacitores

Considere um objeto qualquer carregado, como mostrado na Figura 4.
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Figura 4

Vocé aprendeu no curso de eletricidade e magnetismo que o potencial eletrostatico
devido & esse objeto e dado por:

V()= L [oree
4rgyy [F-F

Equacéo 15

Onde V(r) ¢ o potencial no ponto r (tomando o potencial no infinito como sendo zero),
eo € a constante dielétrica do vacuo, 7’ é o volume do objeto, p € a densidade volumétrica
de carga no objeto (e € funcdo do espaco) e os vetores posicdes estdo representados na
Figura 4. Note que a integral é feita em relagdo a coordenada r’ e abrange todo o objeto.

Agora suponha que carga total do objeto seja Q. Em termos matematicos, temos que:

Q=[p(Fld

Equacéo 16

Suponha também que vocé calculou V(r) para esse objeto com carga total Q (ou seja,
que vocé efetuou a integral da Equacédo 14). Provavelmente te deu um trabalho tremendo
para fazer isso. Ai alguém te conta que a situagdo mudou: vocé ainda tem exatamente o
mesmo objeto, mas a carga total ndo é mais Q: agora a carga total é o dobro de Q. Vamos
chamar a carga dessa segunda situacdo de Q.. Em termo matematicos, temos, obviamente,
que:

Q,=2Q

Equacéo 17
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E agora vocé tem que calcular o potencial V2(r) advindo da carga Q2. Se vocé é meio
jacu, voce vai resolver a integral outra vez para determinar V2(r). Mas se vocé for esperto,
voceé vai notar que, como o objeto é o mesmo, a forma da distribuicdo de cargas ndo vai
alterar. Em termos matematicos, se o objeto ndo mudou, entdo a nova densidade de cargas
p2 tem que ser:

po(F')=2p(F)
Equagéo 18

Essa relacdo so é verdade porque a forma com que as cargas se distribuem no objeto
ndo depende da carga total. De fato, a forma depende apenas da geometria do objeto e do
material do qual ele é feito. Entdo, se eu dobrar a carga, a forma ndo muda, apenas a
quantidade total que muda, 0 que esta expresso matematicamente na Equacdo 18.
Observando esse fato, fica facil provar que V2(r) = 2V(r). A prova é bem simples. Partindo
da expressao para o potencial devido a carga Q2, temos:

vV (r): 1 pz(f’)dT'
0 dme [P

Equacédo 19

Substituindo a Equagédo 18 na Equagéo 19:

1 (2p(F)de’ 1 ¢ p()z
(1) 472'50-[ [ 4ng£ F -7 r)

Equagéo 20
Portanto, para um mesmo objeto, se eu dobro a carga total, eu dobro o potencial. E
claro que isso também € verdade se eu triplicar a carga e por ai vai. Entdo a conclusao é
que a Equacdo 15, combinada com o fato de que a forma da distribuicdo de cargas é
independente da quantidade total de cargas, resulta no fato de que O POTENCIAL E
PROPORCIONAL A CARGA TOTAL DO OBJETO. Para vocé saber qual é a
proporgao, vocé precisa resolver a integral da Equagdo 15. Mas vocé so precisa fazer isso

uma Unica vez! Para isso ficar absolutamente claro, vamos chamar essa proporcao de C,

ou seja:
c=2
Vv
Equacéo 21
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Entdo para achar essa proporcdo, vocé tem que dividir a carga total pela integral da

Equacéo 15, ou seja, vocé tem que fazer a seguinte conta:
[ p()dz’

1 ;p(F)de
azg,d [F-7

c-2._
\

Equacéo 22

Onde o numerador € a carga total (Equacdo 16) e o denominador € a integral da
Equacdo 15. Entdo, se para um determinado valor de Q, vocé fizer essa conta e encontrar
um determinado valor de C, entdo para qualquer outro valor de Q, vocé vai encontrar o
mesmo valor de C! Por exemplo, suponha que a nova carga seja A = mQ, onde m é um
numero real qualquer. Chamando a densidade de carga de pa, entdo a razdo da Equacéo

22, calculada em termos de A, sera:

[oes [moleke [eleie [l
C — 7’ — 7’ — m 7’ — 7’ — C
S| pA(F)dz’ 1 J-mp(F')d 7 m 1 p(F)e 1 ¢ p(F)de
Are, |F - F'| Are, |F - Are, |F - Are, |F -
Equacéo 23

Ou seja, se vocé calcular a proporcdo Ca para a carga A, vocé vai encontra 0 mesmo
resultado que encontrou para a carga Q. E 6bvio que essa proporgao é muito Gtil, porque
ela te permite encontrar V dado um valor qualquer de Q sem tem que ficar fazendo integral
toda hora. Mas como tudo que é util ganha um nome, essa proporcdo é chamada de
capacitancia.

No contexto de circuitos elétricos, a capacitancia é geralmente utilizada para denotar
a proporc¢do entre a diferenca de potencial de dois objetos metalicos carregados com
cargas espelhadas, como representado na Figura 5 (lembre-se que o potencial em um

objeto metalico é constante).
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+Q -0

Vi V.

C=0AV,-V)=0/4V)
Figura 5

Os objetos podem ser diferentes, mas a defini¢do de capacitancia nesse caso pressupde
que a magnitude da carga seja igual em ambos os objetos. Essa pressuposi¢do faz sentido
porque, no contexto de circuitos, esses objetos vao ser carregados pelo circuito, entdo a
carga que chega em um sera igual a carga que sai do outro. Portanto, nesse caso (quando
eles sé@o carregados pelo circuito), as cargas sempre terdo a mesma magnitude, mas sinal
contréario. Esse sistema formado por dois objetos metélicos é chamado de capacitor.

Como existe uma diferenca de potencial entre as placas do capacitor, existird um
campo elétrico entre eles. Agora, suponha que vocé queira carregar um capacitor com
uma carga total Q. Pergunta, quanto de energia a bateria vai ter que desprender para
carregar o capacitor com carga total Q?

Para responder essa pergunta, suponha que, em um determinado momento, durante o
carregamento, a diferenca de potencial seja V. Quanto de energia precisamos para
aumentar a carga do capacitor de uma quantidade infinitesimal dg? Lembre-se que, como
existe uma diferenca de potencial eletrostatico entre as placas do capacitor, existe uma
barreira de energia entre as duas placas. Essa barreira é analoga a barreira de potencial
gravitacional. De fato, se trocassemos a forca eletrostatica pela forca gravitacional, entdo
seria como se uma placa do capacitor estivesse mais alta que a outra. Carregar o capacitor
seria analogo a levar bolinhas da placa de baixo para a placa de cima. Em ambos os casos,
a energia que vocé tem que dar para as cargas (ou para as bolinhas) € igual a diferenca de
energia potencial entre as placas. Entdo, para carregar o capacitor de um tanto dq, vocé
precisa desprender uma energia dE igual a energia potencial que dg adquire, ou seja:

dE =Vdq

Equacédo 24

Mas, se a capacitancia for C, temos entdo que:

16



g
dE=—d
C q

Equagéo 25

Onde q ¢ a quantidade total de carga no capacitor no momento que acrescentamos o
diferencial dg. Se o capacitor possui inicialmente carga zero, e 0 carregarmos ate atingir
a carga total Q, entdo a energia total que tem que ser desprendida (e sera armazenada no
capacitor) pode ser facilmente obtida integrando a Equacéo 25:

Q 2
E:J‘gdq:—Q
\ C 2C

Equacéo 26
No contexto de circuitos elétricos, € mais Util expressar a energia em termos da
diferenca de potencial, ao invés de expressar em termos da carga total. 1sso pode ser

facilmente obtido substituindo Q = CV na expressao acima. Assim, temos:

_Q oV’
2C 2
Equacdo 27

Entdo, se vocé quiser carregar um capacitor até que a diferenca de potencial nele seja
V, vocé vai ter que desprender a energia CV2/2. Note que essa energia nada mais € que a
energia potencial eletrostatica das cargas na placa do capacitor. Como essa energia
potencial advém da presenca do campo elétrico entre as placas (do mesmo jeito que a
energia potencial de alguém em cima de um prédio advém da forca da gravidade),
costuma-se dizer que a energia esta armazenada no campo elétrico. E a mesma coisa.

Vimos entdo quanto de energia precisamos desprender para carregar um capacitor.
Mas do mesmo jeito que a energia potencial gravitacional de bolinhas em cima de uma
placa alta pode ser reutilizada (basta derrubar as bolinhas), a energia potencial
eletrostatica das cargas de um capacitor pode ser reutilizada. Por isso dizemos que um
capacitor € um elemento reativo. Como foi dito anteriormente, esse termo denota o fato

do capacitor armazenar energia (enquanto um resistor apenas dissipa energia).

QUESTAO 3.3
A unidade de capacitancia é chamada de faraday e capacitores convencionais sdo da
ordem de nanofaradays. Suponha que um capacitor possua capacitancia C = 12nF (12

nanofaradays) e que a diferenca de potencial entre as placas do capacitor seja de V = 2V
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(2 volts). Agora suponha que esse capacitor descarregue em cima de um resistor de

resisténcia R = 10 Q (10 ohms). Qual é a energia total que é dissipada em cima do resistor?

Ja que vamos utilizar capacitores em circuitos, é interessante encontrar a relacdo de
corrente e tensdo no capacitor. Essa relacdo pode ser facilmente deduzida a partir da
seguinte observacao: se um capacitor estd sendo carregado por uma corrente I, isso
significa que a carga do capacitor estd aumentando a uma taxa de | coulombs por segundo.
Essa afirmacdo é simplesmente uma questdo de bom senso: se a corrente € |, significa que
chegam | coulombs por segundo na placa do capacitor. Como essas cargas nao vao para
lugar nenhum, entéo € claro que a carga tem que aumentar a uma taxa de | coulombs por
segundo. Portanto, em um capacitor, a taxa de variacdo temporal da carga € igual a

corrente que esta carregando (ou descarregando) o capacitor. Em termos matematicos:
I = 1Q
dt
Equacdo 28

QUESTAO 3.4
A relacdo acima é sempre valida? Eu poderia afirmar que essa relagdo também é valida

para a corrente que passa por um resistor?

Como Q = CV e C ndo depende do tempo (a ndo ser que as placas do capacitor

deformem), entdo podemos derivar os dois lados da relacdo Q = CV para obter:

Equacéo 29
Essa relacdo sera utilizada no capitulo seguinte quando estudarmos a dinamica de

corrente versus tensao em um circuito envolvendo capacitores, resistores e indutores.

QUESTAO 3.5

Um capacitor é formado por duas placas paralelas com area A, separadas por uma
distancia d. Encontre C em funcdo de A e d (suponha que as placas estejam separadas por
ar). Dica: utilize a lei de Gauss para encontrar o campo elétrico advindo de uma placa

infinita, e depois calcule a diferenca de potencial advinda desse campo elétrico.
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QUESTAO 3.6
Uma bateria perde 150 nJ ao carregar um capacitor. A tensdo no capacitor depois de
carregado é de 5V. Qual é a sua capacitancia?

3.4 Indutores

Assim como capacitores, indutores também sdo elementos reativos, ou seja, indutores
sdo elementos que armazenam energia. Mas, enquanto em um capacitor energia é
armazenada em forma de campo elétrico, em um indutor a energia é armazenada na forma
de campo magnético.

A lei da Fisica que esta no coracdo do funcionamento de um indutor é a lei da inducao
de Faraday (ou, mais convenientemente, lei de Faraday). Como visto no curso de
eletricidade e magnetismo, a lei de Faraday afirma que a variacdo de um campo magnético
gera um campo elétrico. Em termos matematicos, a lei de Faraday pode ser expressa
como:

§I§~df=—ﬂ%‘f-dé

Equacéo 30

Onde subentende-se que a area da integral do lado direito da equacéo ¢é definida pelo
caminho fechado na integral do lado direito. Para facilitar a notagcdo, podemos denotar o
fluxo magnético pelo termo ¢g, ou seja, definindo:

4 = [[B-da
Equacéo 31

A lei de Faraday pode entdo ser expressa como:

= o7 = 9%
§E.d| - dtB

Equacéo 32
A lei de Faraday € uma das leis fundamentais do eletromagnetismo (lembre-se que
existem 4 leis fundamentais do eletromagnetismo, que sdo as equagdes de Maxwell; a lei
de Faraday é uma das equacdes de Maxwell). Isso significa que a lei de Faraday néo pode
ser deduzida de outro conjunto de leis. NOs a sabemos porque alguem (o Faraday) a

descobriu experimentalmente. Mas isso € tudo o que sabemaos.
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A lei de Faraday pode ser convenientemente ilustrada através de um exemplo simples,
mostrado na Figura 6. Nele, temos um arco metélico por onde passa um fluxo magnético
que varia no tempo. Nesse arco metélico existe um pequeno resistor. Pergunta: qual sera

a diferenca de potencial no resistor?

B
Figura 6
Para responder a essa pergunta, lembre-se que a diferencga de potencial no resistor nada
mais € que a integral de linha do campo elétrico sobre o resistor. Denotando as

extremidades do resistor pelos pontos a e b, temos entdo que:

V, -V, =—[E-dl
b
Equacéo 33

Note que essa integral € parte da integral sobre todo o percurso fechado. De fato,
podemos dividir o percurso fechado em duas partes: a parte do aro metalico e a parte do

resistor. Assim, temos que:

Equacéo 34
Onde a primeira integral, de b até a, € feita pelo resistor e a segunda integral, de a até
b, é feita pelo aro metalico. Mas o campo elétrico no aro metéalico é zero (o campo em um

metal perfeito é zero). Portanto:
fE-dl =[E-dI
b

Equacéo 35

Substituindo a Equacdo 35 na Equacéo 33:
V, -V, =—§E-dl

Equacéo 36
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Mas da lei de Faraday temos que a integral do lado direito corresponde a variacao do

fluxo magnético. Portanto:

V, v, =av = 4%
dt

Equacéo 37
Esse exemplo mostra um efeito geral advindo da lei de Faraday: a passagem de um
fluxo magnético variante no tempo por um arco induz uma diferenca de potencial. Essa
diferenca de potencial induzida é um exemplo de forca eletromotriz.
Agora, considere uma espira, ou seja, uma sequéncia de varios arcos enrolados muito
préximos um do outro, como mostrado na Figura 7a. O que vai ocorrer se conectarmos

esse elemento a um circuito? Em outras palavras, o que o0 ocorre se uma corrente passar

(HMOIOOD) - (OEERREE,

Figura 7
Vocé ja sabe que uma corrente induz um campo magnético e que esse fendmeno, que
é chamado de lei de Ampére, é expresso matematicamente pela relacéo:
§I§ -dl = g,

Equacéo 38

Onde It é a corrente total que atravessa o caminho fechado.

Entdo, se a corrente induz um campo magnético, vai haver um fluxo magnético e, se
esse fluxo variar no tempo, vai aparecer uma diferenca de potencial através dos terminais
da espira. Podemos inclusive expressar qual seré a relagdo entre a diferenca de potencial
e a corrente que passa pela espira. Para isso, precisamos primeiro calcular o campo
magnético. Por simetria, 0 campo magnético s6 pode ser paralelo ao eixo dos arcos (eixo
z na Figura 7b: 0 campo magnético é representado pelas setas azuis que estdo dentro da

espira) e ndo varia nessa direcdo (B nédo é funcdo de z). Tomando o caminho como um

21



retdngulo de lado d e altura h, cujos lados denotamos pelas letras A, B, C e D, a integral

do lado esquerdo da Equacéo 38 fica:

§E§-dl‘:TB-d|‘+
A

W —y O

B-dl +[B-dl +[B-di
C D
Equacéo 39
Como o campo magnético € paralelo ao eixo z, entdo ele é perpendicular a dl no
caminho de B para C e no caminho de A para D. Assim, a segunda e quarta integrais no
lado direito da Equacéo 39 sdo zero. Além disso, 0 campo magnético fora da espira é zero
(para provar isso, basta aplicar a lei de Ampére em um percurso fora da esfera: neste caso

a corrente serd zero e, portanto, o0 campo também serd zero). Assim, a integral sobre o

percurso fechado é reduzida a integral entre A e B:
—_ —_ B —_ —_
§B-dl = [B-dI =Bd
A

Equacéo 40

Substituindo esse resultado na Equacao 38:
Bd =l

Equacéo 41

Mas, se a corrente que circula pela espira for I, entdo It sera It =1 x N, onde N é o
namero de voltas dentro do comprimento d. Definindo a densidade de voltas como n (n é

0 numero de voltas por unidade de comprimento), temos obviamente que N =n x d, ou

seja:
Bd = ,Ind
Equacéo 42
Portanto:
B = y,nl
Equacéo 43

N&o é de se surpreender que o campo magnético seja proporcional a corrente. Essa

proporcao e consequéncia da relagdo linear entre B e | na lei de Ampére.
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Agora que sabemos 0 campo magnético, sé precisamos calcular o fluxo para acharmos
a diferenca de potencial nos terminais da espira. Se 0 aro possui raio r, o fluxo ¢sa em
cada aro seré:
fon = || B-da = Bar? = yonlar?
Equacdo 44
Como o fluxo total é o fluxo em cada aro vezes a quantidade de aros, temos que, para
um comprimento D de espira, 0 nimero total de espiras sera nD. Assim:
$er = ND g, = p1on*ar DI
Equacdo 45
Como esperado, o fluxo magnético é proporcional a corrente (ja que o campo
magnético é proporcional a corrente). Além disso, a constante de proporcionalidade
depende apenas da geometria do sistema. Esse € um resultado geral: para qualquer
geometria, o fluxo sera proporcional a corrente. E isso é verdade porque na lei de Ampére
temos uma relacéo linear entre o campo magnético e a corrente. E claro que, entdo, € (til
dar um nome para essa constante de proporcionalidade entre o fluxo magnético e a
corrente. Essa proporcéo é chamada de indutancia e denominada pela letra L (a unidade
de indutancia é chamada de Henry), ou seja:
¢y = LI
Equacéo 46
No caso da nossa espira, ja deduzimos que:
L= y,n’7r’D

Equacéo 47

De maneira muito criativa, chamamos o elemento do qual calculamos a induténcia e
por onde passa o fluxo (no nosso exemplo a espira) de indutor.

Voltando para a lei de Faraday, sabemos que a diferenca de potencial serd proporcional
a variacao do fluxo magnético (Equacéo 37). Expressando o fluxo em termos da corrente,

temos entéo que:

AV = d(L1) _,a
dt dt
Equacéo 48

E importante notar que, se AV =V, — Vb, entdo V, é 0 potencial do lado do indutor por

onde entra a corrente, e Vy, € 0 lado por onde sai a corrente.
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Pergunta: quanto de energia precisamos desprender para passar uma corrente de |
coulombs/s por um indutor com indutancia L?

Para responder a essa pergunta, lembre-se que a poténcia (energia por segundo) é P =
VI. Portanto, se existe uma tensdo V'’ e uma corrente |’ no indutor em um intervalo de

tempo dt, a energia desprendida (e armazenada) nesse intervalo de tempo sera:

dE =Vt
Equagéo 49
Mas, se existe uma diferenca de potencial V no indutor, é porque a prépria corrente
estd variando no tempo (veja a Equacdo 48). No intervalo de tempo dt, a corrente varia
de um tanto dl’ dado por:
dl’

dl'=—dt
dt

Equacéo 50
Mas, da Equacdo 48, temos que:
di’ Vv’
dt L
Equacéo 51

Portanto:

V!

dl'=—dt

Ou seja:

dt=£d|'
V’

Equacéo 52
Podemos entéo expressar a energia armazenada no tempo dt em termos do aumento de
corrente dl. Substituindo a Equagéo 52 na Equagao 49:
dE = LIdl’
Equacéo 53
Integrando de 0 a I, teremos entéo a energia total armazenada no indutor quando passa

uma corrente 1 no mesmo é:
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| 2
E:ju'dl'zi
) 2

Equacédo 54

Como dito anteriormente, essa energia estd armazenada no campo magnético. No
capitulo seguinte estudaremos em mais detalhes a dindmica de carga e descarga de

capacitores e indutores.
Capitulo 4 Circuitos Elétricos: Introducéo e ferramentas

4.1 Introducéo

Agora que temos as relagdes entre corrente e tensdo para resistores, capacitores e
indutores, podemos passar para o estudo de circuitos elétricos.

Em primeiro lugar, € bom ja enfatizar uma questao de terminologia: o termo “circuitos
elétricos” denota circuitos que possuem apenas elementos passivos, enquanto 0 termo
“circuitos eletronicos” denota circuitos que possuem tanto elementos ativos quanto
passivos. Portanto, um circuito elétrico vai ter sO resistor, capacitor e indutor
(estritamente falando, poderia ter um diodo também, mas é mais didatico incluir o diodo
na familia de componentes eletrénicos).

Antes de comecar a analisar circuitos elétricos, € dtil, inteligente e eficiente tentar
identificar propriedades gerais dos circuitos que possam auxiliar a nossa analise. Para
iss0, vou colocar aqui embaixo as trés relacGes de tensao e corrente que vimos no capitulo

anterior; respectivamente, as relacdes para resistores, capacitores e indutores sdo:

V =RI, I:Cd—v, V:Ld—I
dt dt
Equacéo 55

Observando essas trés relacfes, podemos identificar de cara uma propriedade muito,
super, ultra, importante: todas as trés relacfes sao lineares. Em todas as relagdes, se eu
dobrar um termo (a tensdo, por exemplo), o outro termo dobra junto (a corrente, por
exemplo). Esse fato, por si s, ja fornece um tremendo avango na anélise de circuitos. Por
que? Facil: porque somos muito bons em analisar sistemas lineares. VVocé aprendeu a
fazer isso no curso de Algebra Linear, que é de longe o curso de matematica mais
importante da graduacgéo. E o que foi que vocé aprendeu de mais importante nesse curso

gue é 0 mais importante? Resposta: que, se um sistema for linear, eu posso descreve-lo
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em termos da sua resposta a uma classe de funcGes base. Isso € praticamente tudo o que
voceé precisa saber. Mas, é claro, eu tenho que ser um pouco mais especifico. Entdo, eu
vou fazer uma breve revisdo do que vocé viu em algebra para conseguir te mostrar como
analise de circuitos nada mais € que um problema de autovalor e autovetor. Esse € 0 meu
principal objetivo nesse capitulo.

Em Algebra Linear vocé trabalhou com um espago chamado espago Euclidiano, que é
0 espaco de vetores. VVocé tinha basicamente dois objetos: vetores e matrizes. Como a
multiplicacdo de uma matriz por um vetor gera outro vetor, n6s chamamos a matriz de
operador. A notacdo que vocé provavelmente utilizou em algebra para representar a
transformacéo de um vetor por um operador foi algo do tipo:

V=Al

Onde U é o vetor operado, V é o vetor resultante da operagéo e A éo operador (a
matriz). O operador pode significar um monte de coisas: uma mudanca de coordenadas,
uma operacao fisica (por exemplo, o vetor U pode ser uma grandeza fisica em um certo
tempo inicial e o vetor V pode ser a mesma grandeza depois de um certo tempo; nesse
caso, 0 operador representa alguma lei da fisica que descreve a evolucdo temporal dessas

grandezas).

Aqui, vamos usar uma nota¢do um pouquinho diferente. Como A éum operador,
vamos colocar um par de chaves na frente do A para ficar absolutamente claro qual é o
vetor que esta sendo operado. Dessa forma, ao invés de representar uma multiplicacéo
matricial como foi feito na equacgéo anterior, vamos representa-la assim:

v =Ald)
Equacéo 56

Essa notacdo entdo diz que o vetor V é o resultado da multiplicacdo matricial entre a

matriz A{ } e o vetor G .

Agora, suponha que vocé tenha algum problema onde vocé tenha que aplicar uma certa
operacdo em um campo vetorial. Lembre-se que um campo vetorial € um conjunto de
infinitos vetores (cada vetor sendo associado a um ponto do espaco). Aplicar a operacéao
em um unico vetor € moleza: basta multiplicar a matriz pelo vetor. Mas aplicar a operagao
em um campo vetorial é um trabalho impossivel, porque requer infinitas multiplicacfes
vetoriais. Entdo o que vocé faz? Primeiro vocé se pergunta: o meu operador € linear? Se
a resposta for sim, entdo é valida a seguinte relacdo (que é a propria definicdo de
linearidade):
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Alaii +bv} = aAfii}+bA{V}
Equacéo 57
Onde a e b sdo constantes. Entdo, se o operador for linear, ao invés de efetuar a
operacdo para infinitos vetores (0 que € impossivel), eu efetuo a operacao apenas para
os vetores da base e utilizo a linearidade para expressar o resultado da operagéo sobre
um vetor qualquer. Assim, utilizando a linearidade do operador, eu ndo preciso fazer a
operacdo para infinitos vetores, mas somente para 0s vetores da base.
Por exemplo, suponha que o espaco vetorial tenha trés dimensdes. Nesse caso, a base
é formada por trés vetores unitarios e ortogonais, que podemos chamar de X, y e Z.Um
vetor U qualquer pode ser escrito como a soma dos vetores base:
U=ax+by+cZ
Equacéo 58
Entdo, se o operador for linear, a operagdo um vetor U qualquer em pode ser obtida a
partir da operagdo nos vetores base:
Ali}= Afag+by +c2} = aA{x}+bA{y}+cA{z}

Equacéo 59

Assim, para saber o resultado da operacdo em um vetor G qualquer, tudo o que eu
preciso saber é o resultado da operacdo nos vetores base. Neste exemplo, se tivéssemos
um campo vetorial, teriamos infinitos vetores. A linearidade do operador nos permitiria
saber o resultado da operagédo nesses infinitos vetores a partir do resultado da operagéo
em apenas trés vetores! Acho que todo mundo concorda que uma teoria que te permite
trocar infinitos calculos por trés calculos é bem util.

Mas ndo para por ai. Existe um problema particularmente importante onde a nocéo de
base e de linearidade desempenham um papel crucial. O problema pode ser facilmente
exemplificado novamente com a relagdo:

v =Ald)
Equacéo 60
Se eu te der o operador (matriz) ,Z\{ } e o0 vetor U e te pedir o V, é moleza de vocé

cumprir sua tarefa: basta multiplicar a matriz pelo vetor. Mas, se eu te der o vetor Ve te

de pedir 0 U, ai encrenca. Esse € o famoso problema de inversdo de matriz. De fato, a

tarefa de encontrar U a partir de V equivale a tarefa de encontrar a matriz l§{ } tal que:
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B{V}=u
Equacéo 61
E claro que a matriz B{ } é a inversa da matriz A{ } (lembre-se que uma matriz é a

inversa da outra se a multiplicacdo das duas resulta na matriz identidade). Entdo o

problema de encontrar U a partir de Vv equivale ao problema de encontrar a matriz
inversa de A{ }. E por conta de que eu estou te contando isso? Porque um monte de

problemas, mas um monte mesmo de problemas, de fisica e engenharia, incluindo analise
de circuitos, equivale ao problema de encontrar o inverso de um operador. Mas antes de
chegar 14, quero te lembrar como resolvemos o problema de inverter uma matriz.

O método mais facil e mais Gtil e mais elegante de se inverter uma matriz é
encontrando os autovalores e autovetores da matriz. Lembre-se que um autovetor de uma
matriz € um vetor que, quando multiplicado pela matriz, resulta em um vetor proporcional

a si mesmo. E essa constante de proporcionalidade é o autovalor. Em linguagem
matematica, se o vetor & é um autovetor da matriz ,&{ } com autovalor a, entdo, por
definicdo, a seguinte igualdade é verdadeira:
Ald}=aa
Equacédo 62

Lembre-se que, se 0 espaco possui N dimensdes, entdo existem N autovetores da matriz
,Z\{ } e, além disso, é sempre (quase) possivel encontrar uma base para o espaco que seja
formada por N autovetores.

Agora, suponha que vocé tenha uma certa matriz A{ }, em uma base qualquer. Se vocé

efetuar uma mudanca de base, e a nova base for formada pelos autovetores da matriz K{ }

, entdo a matriz nessa nova base sera uma matriz diagonal. Talvez vocé nédo recorde o
porqué disso ser verdade, mas ndo é dificil entender o porqué. Primeiro, suponha que a

base original (que pode ser uma base qualquer) seja formada pelos vetores p, , p,e p,.
Entéo um elemento Amn da matriz ,Z\{ } nessa base corresponde ao produto escalar entre
o vetor base p,, e o vetor Z\{bn} , OU seja:
A = B @ AlP, )
Equacéo 63

Onde o é 0 simbolo para o produto escalar e os indices m e n podem adquirir os valores

1, 2 ou 3 (no nosso exemplo tri-dimensional).
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Agora, se ao invés da base qualquer f, , p,e p,tivermos a base de autovetores 4, ,

a, e 4,, entdo os elementos serdo:
A =8,° A4, }=2,(4,°4,)
Equacéo 64
Mas como o0s autovetores sdo ortogonais, o produto escalar sera zero se m for diferente
de n. Em outras palavras, Ann = 0 se m #n. Além disso, é 6bvio que Ann = an. Assim, na
base formada por seus autovetores, a matriz 5\{ } é uma matriz diagonal. Além disso, 0s

elementos da diagonal correspondem a seus autovalores (Ann = an).
E o que isso tem a ver com o problema de inversao matricial? Tudo a ver, porque se a
matriz for diagonal, entdo é muito facil encontrar a sua inversa. De fato, a inversa de uma

matriz diagonal é outra matriz diagonal cujos elementos sdo o inverso da matriz original.

Em outras palavras, se ¢ A{ } for uma matriz diagonal com An, = an, ent&o a sua inversa

B{ }sera também uma matriz diagonal com Bnn = 1/ay.

Entdo qual é o trugue? Se eu sei como inverter uma matriz diagonal, eu faco uma
mudanca de base para diagonalizar a matriz (ou seja, eu passo para a base de autovetores),
inverto ela e depois devolvo para base original. Vamos utilizar o nosso problema original
como exemplo. Nosso problema original era encontrar U a partir de V na relagéo:

v = All)
Equacéo 65
Entdo, em primeiro lugar, eu encontro os autovetores e autovalores de E{ } e expresso

tanto U quanto V na nova base. Assim:

=V,q, +V,a, +Vsd,

o <

U=ud, +U,a, +U,a,
Equacéo 66
Lembre-se que as coordenadas podem ser facilmente encontradas com o produto
escalar. Por exemplo a coordenada vy €:

V=8 eV

Equacéo 67
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Lembre-se também que no meu problema eu conhego V mas ndo conheco . Em
outras palavras, eu conhego as coordenadas vi, V2 € v3 mas ndo conhego as coordenadas

ui, U2 e us. Mas encontra-los agora € facil. Como:

Vig, +V,a, +V3a; = A{ula:l. +u,a, + U3a3}: a,u,a, +a,u,a, +au;a,

Equacédo 68
Entéo:
Vv Vv v
ul :—1,u2 :_2’u3 :—3
4 a, a,
Equacédo 69

Se vocé ndo estiver convencido que as igualdades acima séo verdadeiras, basta aplicar
0 produto escalar por um dos vetores base no lado esquerdo e direito da Equagéo 68. Por

A

exemplo, se vocé aplicar o produto escalar com o vetor &, s vai sobrar a igualdade
v, =au, .

De certa forma, vocé ja resolveu o problema, porque vocé ja determinou o vetor G .
Mas, por enquanto, vocé achou o vetor U na base de autovetores e, provavelmente, vocé
quer saber qual € o vetor na base original. Chamando novamente essa base original de
P, , P,e P,, 0que vocé quer na verdade € encontrar as coordenadas pm tal que:

u= p1p1+ pzpz + psbs
Equacéo 70

Mas por enquanto vocé encontrou U na base de autovetores, ou seja, por enquanto
vocé conhece s6 as coordenadas u dessa base:

U=Uu,4 +U,a, +U,a,
Equacéo 71

Entdo tudo o que te resta agora é voltar para a base original. Isso é muito facil, basta
aplicar o produto escalar com o vetor base correspondente. Por exemplo, a coordenada p:
pode ser obtida com o produto escalar entre p1 e G . Assim:

pp=p eU=Up ®d +U,P ed, +U,p, *&,
Equacéo 72

E pronto!
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E pronto!

Mas isso foi, a priori, s6 uma revisio de Algebra Linear. Mas valeu a pena, porque
tudo o que vocé precisa saber de anélise de circuitos esta embutido nessa revis&o.

Eu vou explicar melhor o que eu quero dizer com isso. Existem varios espacos
algébricos, sendo que o mais comum deles é o Euclidiano. Mas existe também o espaco
de funcbes, que é chamado de espaco de Hilbert. Nesse espaco, cada fungédo é um vetor.
Além disso, uma equacdo diferencial € um operador! A equacdo diferencial
desempenha no espacgo de Hilbert o mesmo papel que a matriz desempenha no espaco
Euclidiano. Entdo tudo o que vocé sabe sobre inverter matrizes pode ser utilizado para
resolver equaces diferenciais. Mas antes de te mostrar como isso é feito e 0s nomes que
as coisas ganham, eu preciso primeiro te contar qual € a opera¢do “produto escalar” no
espaco de Hilbert. A definicdo é muito simples: dada duas fungdes (ou seja, dois vetores),

g(t) e f(t), entdo o produto escalar entre esses dois vetores sera:

g(t)s f(t)= [ o (®)f (L)t
Equagéo 73

Onde * é complexo conjugado da funcdo. Note que a ordem da operacao importa, a
n&o ser que as fungdes sejam reais.

Uma outra diferenca importante entre o espaco de Hilbert e 0 espago Euclidiano ¢ a
dimensdo: enquanto o espaco Euclidiano tem dimensdo igual a 3, a dimensao do espaco
de Hilbert € infinita. Isso quer dizer que, enquanto uma base do espaco Euclidiano tem 3
vetores, uma base do espago de Hilbert tem infinitos vetores (ou seja, infinitas funges).
Por exemplo, uma base importante para o espaco de Hilbert é conjunto de funcGes
impulso J(t-to), onde cada to (que pode ser qualquer numero real) define uma funcdo. Para
verificar que esse conjunto de funcbes forma uma base, basta lembrar que uma funcgéo
qualquer pode ser escrita como uma soma infinita (ou seja, uma integral) de funcbes

impulso:

f (t): j f (to)é‘(t _tohto
Equacéo 74
Nessa forma, a funcdo f(t) é interpretada como sendo formada pela soma de infinitas

funces o(t-to) (ou seja, infinitos vetores base), cada uma com coordenada f(to). Note que

a integral € sobre to, porque cada to define um vetor 6. Assim, a Equagdo 74 é a
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decomposicéo vetorial de f(t) na base J(t-to) ( e f(to) nada mais € que a coordenada do
vetor J(t-to)).

Vamos ver entdo um exemplo tipico de como circuitos elétricos (ou qualquer outro
sistema descrito por uma equacéo diferencial linear) se reduz ao problema de inversédo
matricial.

Suponha que nds temos o circuito abaixo, composto por uma fonte de tensdo V(t), um
resistor e um capacitor. Vamos supor também que eu esteja interessado em determinar a

tensdo em cima do capacitor, que chamei de Vs(t).

R
4U]
A0

¢

Figura 8

Eu sei que a queda de tensdo no resistor mais a queda de tensdo no capacitor - que é

Vs(t) - tem que ser igual a tensdo da fonte V(t). Em termos matematicos:
V(t)=RI +V,(t)
Equacéo 75

Onde RI € a queda de tensdo no resistor. Mas eu também sei que a corrente que passa
pelo resistor é a mesma corrente que passa pelo capacitor. Entdo o termo | na equacao
acima € também a corrente que passa pelo capacitor. Portanto esse | € funcdo de Vs(t).
Mais precisamente:

dv,
dt

Equacéo 76

S

I=C

Substituindo na Equagéo 75 temos:
V(t)=RC d\(/j;t(t)ws (t)

Equacéo 77

Como dito anteriormente, a equacéo diferencial desempenha no espacgo de Hilbert a

mesma fungdo da matriz no espaco Euclidiano (ambos sdo operadores, ja que ambos
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transformam um vetor em outro vetor). Assim, podemos definir o operador E{ } da

seguinte forma:
A{ }=1+RC d
dt

Equacédo 78

De maneira que operagéo de ,&{ } em um vetor x(t) qualquer resulta no vetor y(t) de

acordo com a relacao:

y(t)= A} = x0)+ R

Equacédo 79
Com essa notacdo, podemos expressar a Equacdo 77 como:
V(t)= Al (1)}
Equacéo 80
Compare essa igualdade com igualdade da Equacdo 60. E a mesma coisa! Os
problemas sao iguais, apenas em espacos algébricos diferentes. Além disso, em geral nds
conhecemos a fungdo V(t) (que é a fonte) e queremos determinar a fungéo Vs(t) - o que é
exatamente 0 mesmo problema de se determinar G a partir de Vv na Equacéo 60. Entéo
n6s ndo precisamos reinventar a roda. E s seguir o mesmo procedimento: encontre os
autovetores e autovalores do operador 5\{ } depois expanda as funcdes nessa base de
autovetores, resolva o problema nessa base (que € ultra-facil, veja a Equacéo 69) e depois
volte para base original.
Entdo o nosso principal desafio é encontrar os autovetores (e autovalores) do operador
A{ }. Mas quais funcdes sio autovetores do operador A{ }? Lembre-se que um autovetor
é uma funcdo que, quando transformada pelo operador, resultar em um madltiplo de si
prépria (Equacdo 62). Como um operador linear s6 tem derivadas e multiplicacdes por
constantes (ja que ele é linear), o autovetor sera a funcé@o que se torna um multiplo de
si mesma quando derivamos elal!! E que qual funcdo é um mdaltiplo da sua prépria
derivada? Facil ne, é a funcdo exponencial. Assim, se ,&{ } for um operador linear, entdo
seus autovetores serdo da forma:
a(t)=exp(jat)
Equacéo 81
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Onde j € o numero imaginario puro. Note que, como o espaco de Hilbert é infinito,
temos infinitos autovetores. De fato, cada valor de o define um autovetor diferente. Como
w € qualquer nimero real, temos infinitos autovetores!

Uma maneira alternativa de expressar o autovalor é substituir o termo w, que
associamos com frequéncia em radianos por segundo, pelo termo f, que associamos com
frequéncia em Hertz (ou seja, @ = 2xf). Assim, podemos, de maneira completamente
equivalente, definir o autovetor da Equagéo 81 como:

a(t) = exp(j2Aft)
Equacéo 82

Agora que ja sabemos quais sao os autovetores fica facil encontrar os autovalores. Para
ndo confundir os autovalores com a funcgéo (j& que agora ndo tenho mais a flechinha para
diferenciar os dois), vamos chamar o autovalor 1 (antes chamamos o autovalor de a, veja
a Equacdo 62). Note que o autovalor 4 é funcdo de f, ja que cada autovetor (definido por
um valor especifico de f) tem o seu proprio autovalor.

E muito facil encontrar os autovalores, é sé utilizar a prépria definicdo de autovalor,
ou seja, € so utilizar a condicéo:

Afa(t)}=a(t)
Equacédo 83
Por exemplo, para 0 nosso circuito, temos que:

Ala(t)! = a(t)+ RC %

Equacéo 84
Como ja sabemos que a(t) é uma exponencial (Equacdo 81), temos que:

Afa(t) = Afexp(j2At)) = exp(j27t) + RC M

Ou seja:
Afa(t)}= @+ j2A4RC)exp(j2t) = (1+ j2A4RC)a(t)

Equacéo 85
Comparando a Equacao 85 com a Equacao 83 concluimos que:
A =(1+ j2ARC)

Equacéo 86
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Estamos quase la entdo. Agora, so precisamos expandir nossa funcdo V(t) na base de
autovetores, dividir as coordeandas dessa expansdo pelos correspondentes autovalores
para encontrar as coordenadas de Vs(t) na base de autovetores (como fizemos na Equagéo
69), e devolver a resposta para a base original.

Entdo vamos l&: para um determinado autovetor exp(j2zft), qual é a coordenada da
funcdo (ou seja, do vetor) V(t) para esse autovetor? Vocé ja sabe como fazer isso: é s6
tomar o produto escalar entre os vetores (veja Equacéo 66 e Equacdo 67). Chamando essa
coordenada de V(f) (que é funcdo de f porque para cada autovetor eu tenho uma
coordenada diferente), temos que:

V(f)=exp(j2At)eV(t)
Equacéo 87

Da operacao produto escalar no espaco de Hilbert (Equacédo 73), temos entéo que:

V(£)=exp( jzﬂft).v(t)=_fexp(_ J2AAt) ()t

Equacéo 88
Lembre-se que isso implica que V(t) pode ser obtido como a soma dos infinitos
autovetores, cada qual com coordenada V(f). Em termos matematicos, essa soma infinita

(que, é claro, vira uma integral, ja que temos infinitos termos) é expressa pela relagéo:

V()= [V(FJexp(j2rftpt

Equacéo 89

Onde a integral é feita sobre a variavel f, j& que estamos simplesmente somando 0s
infinitos autovetores exp(j2zft), cada qual com a sua coordenada V(f).

Um adendo: como a funcdo exp(j2zf't) € um autovetor para qualquer operador linear,
ela aparece toda hora em fisica em engenharia. De fato, todo sistema fisico que € linear é
descrito por uma equacéo diferencial linear cujo autovetor é a funcéo exp(j2zf't). Por isso,
ndo é de se estranhar que a decomposicdo vetorial (Equagdo 88) e a correspondente
composicdo vetorial (Equacdo 89) ganhem nomes especiais: esse par de equagdes é
chamado de par Transformada de Fourier (TF) (a Equacéo 88 é a Transformada de Fourier
direta e a Equacdo 89 ¢ a transformada de Fourier inversa).

Entdo o produto escalar da Equacdo 88 (ou seja, a Transformada de Fourier) nos

permite encontrar as coordenadas V(f). Para encontrar as coordenadas nessa mesma base
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do vetor Vs(t), ou seja, para encontrar Vs(f), tudo o que precisamos fazer é dividir pelo
autovalor correspondente (igualzinho fizemos na Equacdo 69). Para o exemplo do nosso

circuito, temos que entdo que:

V(f):V(f)_ v(f)

A (1+ j24RC)
Equacéo 90

Onde utilizamos o autovalor 4 encontrado na Equacéo 86.

Formalmente, ja terminamos o problema. Mas vocé provavelmente vai querer Vs(t), e
ndo Vs(w) ou seja, vocé quer as coordenadas na base original (que € a base J(t-to)). Mas
isso € moleza, basta recompor o vetor, como fizemos na Equagdo 89. Assim, a resposta
final sera:

V,(0)= v.(Heso(jzatr = [ ) en(jontyio
J J (1+ j2ARC)
Equacéo 91

Onde V(f) é dado pela Equacéo 88 (que é a Transformada de Fourier).

A principio, eu ja te contei tudo o que vocé precisa saber para resolver qualquer
circuito elétrico com qualquer fonte de tensdo (na verdade, o seu professor de Algebra
Linear ja te contou tudo o que vocé precisa saber para resolver qualquer equacao
diferencial linear). O resto é apenas uma questdo de nomenclatura, atalhos e algumas
firulas.

4.2 Nomeclaturas, atalhos e algumas firulas

Como vimos na secdo anterior, a ideia central na resolucao de circuitos elétricos (e de
qualquer sistema linear) é resolver o problema utilizando a base de autovetores. Como ja
sabemos quem s&o esses autovetores, o problema realmente consiste apenas em encontrar
os autovalores. Dessa forma, estamos sempre procurando encontrar a resposta do sistema
(os autovalores) para a base de autovetores. Em outras palavras, estamos sempre supondo
que a fonte (que estamos chamando de V(t)) seja da forma exp(j2zft) para, em seguida,
podermos determinar os autovalores correspondentes ao autovetor exp(j2zft). Se a fonte
ndo for dessa forma, ndo tem importancia: basta expandir a entrada nessa base de
autovetores (ou seja, aplicar a Transformada de Fourier), resolver o problema e depois
voltar para base temporal (ou seja, aplicar a Transformada de Fourier inversa), como
vimos em detalhe na sec¢do anterior.

Nessa se¢do vamos entéo estudar o comportamento do circuito na base de autovetores.

Isso € equivalente a estudar o circuito para um caso particular de fonte, que € a fonte V(t)
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= exp(j2zft). E claro que tudo vai ficar bem facil agora, ja que estamos na base de
autovetores.

A propriedade mais importante na analise de circuitos na base de autovetores €: se a
entrada corresponder a um autovetor (V(t) = exp(j2xft)), entdo, necessariamente, a
dependéncia temporal em todos os pontos do circuito é dada pela funcéo exp(j2xft).
Isso é consequéncia do fato de que o operador linear ndo altera a funcdo exp(j2z/t), ele
apenas a multiplica por um ndmero complexo (que é o autovalor). Em termos
matematicos, temos que, dada uma relacéo linear entre fonte e saida (a saida pode ser
qualquer ponto do circuito):

V(t)= Al (1)}

Equacéo 92

Entéo, se V(t) for um autovetor, teremos, necessariamente, que Vs(t) também seré
um autovetor. Ou seja, Vs(t) sera proporcional a V(t). Para provar isso formalmente,
basta expressar Vs(t) em termos de V(t), ou seja, basta inverter o operador A{}. Chamando
o inverso do operador A{} de operador B{}, podemos expressar a Equacdo 92 como:

BV (t)}=V.(t)

Mas se A{} for linear entdo B{} também serd linear e, portanto, exp(jewt) também é
um autovetor de B{}. Chamando o autovalor correspondente de S, temos que, se a fonte
for V(t) = exp(j2zft), entdo a saida sera:

V,(t)= Blexp(j2ft)} = pexp(j2rit)

Equacéo 93

Note também que 4 nada mais é que o inverso do autovalor de A{} (6 = A, veja
Equacdo 90). Entdo, para uma fonte V(t) = exp(j2xft), a saida serd sempre
proporcional a exp(j2xft). Portanto, se a fonte for V(t) = exp(j2z/t), entdo as tensdes e
correntes em qualquer ponto do circuito serdo proporcionais a exp(j2zft). A constante de
proporcao depende da frequéncia (ja que cada frequéncia define um autovetor diferente)
e também depende do ponto do circuito onde vocé esta calculando a corrente ou tensao
(j& que o operador depende do ponto circuito que vocé esta analisando). Mas, em cada
ponto, a corrente e tensdo serdo proporcionais a exp(j2zft).

Vamos entdo tirar vantagem desse conhecimento prévio e vamos supor que a entrada

seja da forma V(t) = exp(j2zft) (repetindo: se a fonte ndo for dessa forma, ndo tem
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importancia: basta expandir a entrada nessa base de autovetores). Assim, como ja
sabemos que, em qualquer ponto do circuito (e para qualquer circuito linear) as correntes
e tensdes serdo proporcionais a exp(j2zft), usaremos uma notacdo onde esse fato é
colocado de maneira explicita, da seguinte forma:

V(t)=V exp(j2ft)

e

1(t)= 1 exp(j2~ft)

Equacéo 94

Onde tanto V' como | sdo as constantes de proporcéo (lembre-se que esses termos sdo
constantes se fixarmos a frequéncia f, mas se vocé trocar a frequéncia os termos mudam;

isso significa que os termos sdo, na verdade, fungdes da frequéncia). Em qualquer ponto

do circuito, a tensdo e corrente serd da forma da Equacdo 94, mas tanto V. como |
dependem do ponto do circuito. Lembre-se também que esses termos sdo numeros
complexos, ja que os autovalores sao nimeros complexos.

Por exemplo, no circuito exemplo da secdo anterior, onde determinamos V;(t),

teriamos que, para uma fonte da forma V(t) = exp(j2zft), a saida seria:

Vs(t)zlz exp_(j27zft)
A (L+ j2ARC)

Equacéo 95

Ou seja, naquele exemplo, temos que, utilizando a notacéo da Equacdo 94:

V,(t)=V, exp(j2rft)

onde

o1
(L+ j2AfRC)

QUESTAO 4.1
Para o circuito da Figura 8, prove que a relacdo da Equagio 95 é verdadeira. E claro

que, para isso, vocé tem que assumir que a entrada seja V(t) = exp(j2z/t)

Assim, em qualquer ponto do circuito, a tensdo e corrente serdo dadas por algum

namero complexo (que representamos pela bolinha em cima da letra) vezes a fungdo
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exponencial. Essa é a milésima vez que eu repito esse fato. Se eu estou repetindo tanto é

porque essa € uma propriedade crucial. T&do importante que esse nimero complexo recebe

um nome especial: ele é chamado de fasor. Repetindo: os nUmeros complexos Vel
como definidos na Equacéo 94 sdo chamados de fasores. Essa nomenclatura serd utilizada
de aqui em diante.

4.3 Impedancia

Ja sabemos entdo que, para a fonte da forma V(t) = exp(j2zft), teremos que as correntes
e tensGes em qualquer ponto do circuito serdo proporcionais a V(t) = exp(j2zft), e
denotamos a constante de proporcdo pelo termo fasor. O passo natural seguinte €
determinar a relagéo entre os fasores de tenséo e corrente em cada elemento do circuito,
porque dessa forma poderemos saber de antemao como cada elemento se comporta em
relacdo a frequéncia.

Passemos entdo para a relagdo entre tensdo e corrente nos componentes, sempre

assumindo que a tenséo de entrada é da forma exp(j2zft).

No caso do resistor, utilizando a nomenclatura fasorial, temos:

Como

1(t) = I exp(j2ft)

V(t)=V exp(j2-At)
entéo
Y, exp(j2At)=R I exp( j2rft)
Equacéo 96
Assim, em um resistor, a relacdo fasorial entre corrente e tensdo é:
V =RI
Equacéo 97
Para o caso do capacitor, podemos encontrar a relacdo com facilidade tambem
(Ilembre-se que o fasor € s6 um numero complexo, que ndo depende do tempo, portanto a

dependéncia temporal da tenséo e corrente esta s6 na exponencial). De fato:
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o d[ver(jy)| o
I exp(j2Aft)=C = j2ACV exp(j2xft)

dt
Equacédo 98

Assim, para um capacitor, temos que:
v=-1ti-z.1
JaC

Equacéo 99

Onde

7oL
j274C
Equacdo 100

E, finalmente, para o indutor, temos:

V(t)= Ld;—?)

d(l exp(j27zft)J

Y, exp(j27ft)= L = j2ﬂfLiexp(j27zft)

Equacédo 101
Portanto, para um indutor:
V= j2All =7, |
Equacéo 102
Onde
Z = j2A4L
Equacéo 103
Assim, para todos os elementos, o fasor de tensdo é proporcional ao fasor de corrente
(como esperado) e essa proporcao depende do componente (que entra pelos parametros
R, C e L) e também depende da frequéncia. No caso do resistor, a propor¢do é

simplesmente R e é independente da frequéncia. No caso do capacitor, a proporgao € um

namero complexo, que chamamos de Zc e € inversamente proporcional & frequéncia,
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enguanto no caso do indutor a propor¢do também é um ndmero complexo, que chamamos
de Z_ e é diretamente proporcional a frequéncia.

Essas proporgdes sdo chamadas de impedéancias. A impedancia do resistor é R, a do
capacitor é Z¢ e do indutor é Z.. Como a impedancia é a propor¢édo entre o fasor tensdo e
o fasor corrente, a nogdo de impedancia pode ser entendida como sendo o analogo da
resisténcia, mas agora no caso de uma entrada cuja dependéncia temporal é da forma
exp(j2z/t). Essa € uma nog¢do Util porque permite intuir como o circuito vai se comportar
para diferentes frequéncias. Por exemplo, podemos deduzir de cara que um capacitor com
baixa frequéncia possui alta impedancia enquanto um capacitor com alta frequéncia
possui baixa impedéancia, enquanto o contrario ocorre para o indutor. Assim, de certa
forma, capacitores e indutores podem ser interpretados como sendo resistores
(complexos) dependentes da frequéncia.

Se quisermos manter essa interpretacdo de impedancias como sendo resistores
complexos que dependem da frequéncia, é natural nos perguntarmos qual o significado
fisico desse nimero complexo. O significado fisico ficara mais claro na se¢do seguinte,
mas ja podemos explicitar algumas informacdes importantes aqui. Uma delas é que, como
todo nimero complexo possui dois graus de liberdade, entdo uma impedancia carrega
duas informagdes. E (til e instrutivo explicitar quais sdo os significados dessas duas
informacdes. Isso fica bem facil se colocarmos a relacdo fasorial em notacdo polar. Para
iss0, suponha entdo um elemento qualquer possua impedancia Z. Assim, nesse elemento,
a tensdo e corrente possuem a seguinte relagdo:

V=2I
Equacéo 104

Expressando cada termo em notacéo polar:

i

o

exp(j4, )

o

exp(j0,)

Z =|z|exp(j6,)

Equacéo 105

A relacdo da Equacéo 104 fica:
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llexp(i(6, +6,)

F

De onde fica ébvio que:

exp(wv)=|2|exp(wz){i exo(i6,)=[2]

Equacéo 106

|-l
€

6, =0, +6,

Equacdo 107

Assim, concluimos que o modulo de Z fixa a relacdo de amplitude entre a tensdo e
corrente no elemento com impedancia Z enquanto a fase de Z define a diferenca de fase
entre a tensdo e a corrente.

Veremos alguns exemplos no capitulo seguinte de como o conceito de impedéancia
facilita a analise de circuitos. Mas antes, é Util e necessario explicitar como a analise
fasorial se relaciona com o mundo real.

4.3 Significado fisico de fasores

Eu ja te ensinei (espero) a calcular os fasores de um circuito: basta colocar a entrada
na forma V(t) = exp(j2zft) e determinar a saida, como fizemos no exemplo do circuito da
Figura 8. Mas e se eu te pedisse para medir um fasor? Em outras palavras: se eu te der
um circuito elétrico qualquer, montado no laboratério e te pedir para vocé determinar o
fasor em algum ponto do circuito experimentalmente. O que vocé faz?

Certamente vocé ndo pode colocar uma fonte no seu circuito que seja V(t) = exp(j2z/t).
Essa seria uma fonte com parte real e parte imaginaria, mas como o mundo ndo é Narnia,
nenhuma fonte fisica tem parte imaginaria. Entdo como vocé pode determinar o fasor
experimentalmente?

Seguindo o bom senso, vocé escolhe a funcdo real que seja a mais parecida possivel
com a fungio complexa V(t) = exp(j2zft). E claro que a funcio real mais parecida com a
funcdo complexa V(t) = exp(j2zft) € a parte real da funcdo complexa, ou seja, vocé
escolhe:

V(t) = Re{exp( j27ft )} = cos(2t)
Equacéo 108
E dai? E dai que podemos descrever o que ocorre com a entrada cosseinodal em termos

do que aprendemos com a entrada V(t) = exp(j2z/t). Para isso, basta utilizar a linearidade
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do sistema. E isso pode ser feito de maneira conveniente relacionando a entrada (fonte) e
saida do circuito por um operador linear, como temos feito ao longo deste capitulo. Entéo,
vamos supor que vocé queira saber o fasor de tensdo em um determinado ponto de um
circuito descrito pelo operador A{}, cujo inverso é o operador B{}. Chamando o ponto
de interesse de Vs(t), temos entdo que:
V,(t)=B{v (1)}
Equagéo 109

Ja sabemos também que, se V(t) = exp(j2z/t), entdo Vs(t) serd proporcional a V(t), onde

essa proporcao é o préprio fasor que queremos determinar experimentalmente. Assim,

em termos matematicos, sabemos que:

V, exp( j27ft) = Bexp(j2t)}
Equacao 110
Agora vamos determinar a relagéo entre a operacdo B{} em uma entrada cosseinodal
com a saida fasorial. Isso é fécil, basta expressar o cosseno em forma exponencial e
utilizar a linearidade de B{}. Assim:

V. (t) = Blcos(2t)} = B{exp(jZ;zft)+2exp(— j27zft)} _ B{exp(2j27zft)} N B{exp(—2 j2xft)}

Equacgéo 111
Ja sabemos que o resultado da operacdo na exponencial com argumento positivo
(primeiro termo da dltima igualdade acima) € o proprio fasor vezes a exponencial
(Equacdo 110). Além disso, note que exp(-j2zft) também é um autovetor do operador

linear, entdo sabemos também que o resultado da operacdo em exp(-j2zft) serd

proporcional a exp(-j2zft). Chamando essa proporcao de V; , temos:

exp( j27ft)+ exp(- j27zft)} _ V, exp( j2ft) N V. exp(— j2rft)

V,(t) = B{cos(2t)) = B{ . 2 2

Equacédo 112

Pergunta: os fasores V, e V. sdo independentes? Pense o seguinte: o operador B{}

descreve a relagéo entre entrada e saida de um circuito. O circuito € uma coisa que existe,
gue vocé pode montar no seu laboratorio, enfiar o dedo e tomar um choque. Entdo,
qualquer funcdo que vocé coloque na entrada do seu circuito (a entrada é a fonte V(t) )

vai ser uma funcéo real (claro) e, necessariamente, a funcdo de saida também sera real,
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afinal de contas, a saida do circuito também € algo fisico, que existe. Eu ndo estou dizendo
que vocé nunca vai achar um B{} tal que para uma entrada real vocé tenha uma saida
complexa: é até muito facil escrever operadores que resultam em uma saida complexa
para entrada real — 0 que eu estou dizendo é que esse operador com saida complexa
NUNCA vai ser a descricao de um sistema fisico.

Entdo, Vs(t) na Equacdo 112 tem que ser uma funcdo real. Mas o primeiro termo de
Vs(t) € um namero complexo (ja que tanto o fasor quanto a funcdo exp(j2zft) sdo
complexas). Assim, necessariamente, o segundo termo tem que ser o complexo conjugado

do primeiro. Portanto, para que Vs(t) na Equacdo 112 seja real, é condicdo necessaria e

V= (vj

Equacao 113

suficiente que:

Agora fica mais conveniente expressar o fasor em notacdo polar. Denotando a fase do

\/DS ='\/DS

Equacdo 114

i o

Equacgéo 115

fasor por s temos:

exp(jo.)

O que implica entdo que:

exp(- jo,)

E, portanto:

exp(j2ft+6,) 'vos exp(— j2ft—6,)

V. (t) = Blcos(2t)) = P : . - P

+ cos(2ft + 6,)

Equacéo 116

Assim, concluimos que:

V. (t)= Blcos(2ft)} = P

Equacéo 117

cos(2ft + 6,)
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Podemos tirar duas conclus6es importantes da Equacgéo 117.

A primeira é que, se vocé colocar uma fonte cosseinodal na entrada de um circuito
linear, entdo as tensGes e correntes em qualquer ponto do circuito serdo sempre fungdes
cossenoidais, mas com amplitude e fase diferentes do cosseno de entrada. Essa concluséo
é justificada pelo fato do operador B{} poder descrever a tenséo (ou corrente) em qualquer

ponto do circuito.

A segunda conclusdo € a resposta para a nossa pergunta “como medir o fasor V,”? O

fasor € um nimero complexo, entdo precisamos determinar duas grandezas (parte real e
imaginaria ou, se preferir, médulo e fase). De acordo com a Equacéo 117, o modulo do
fasor corresponde a amplitude da funcdo cosseinodal no ponto de interesse,
enquanto a fase do fasor é a diferenca de fase entre a entrada (que tem fase zero no
nosso modelo) e a fungao cosseinodal no ponto de interesse.

Note que o fasor carrega duas informacdes: seu modulo determina a amplitude da onda
e a sua fase determina a fase da onda. Que um Unico fasor carrega duas informacdes ndo
é de se estranhar, ja que o fasor € um nimero complexo e nimeros complexos carregam
duas informacgdes.

Finalmente, podemos concluir também que, para uma entrada cosseinodal, em um
elemento com impedancia Z, entdo o mddulo de Z corresponde a razdo entre a amplitude
da tensdo e a amplitude da corrente no elemento (veja Equacdo 107), enquanto a fase de
Z define a diferenca de fase entre a tenséo e corrente (veja Equagéo 107 outra vez).

Para encerrar esse capitulo, vamos fazer um resumo do método de analise de circuitos.
Para isso, suponha que vocé tenha um certo circuito e que vocé utilize notacéo fasorial
para determinar a tensdo em algum ponto do circuito. Vamos chamar essa tensdo que vocé
determinou pelo termo H(f) (que é as vezes chamado de funcéo de transferéncia). Assim,
utilizando anélise fasorial (ou seja, supondo que a entrada seja exp(j2zft), vocé
determinou o fasor de saida em algum ponto. Esse fasor de saida é um nimero complexo
que depende da frequéncia, portanto o fasor de saida é uma funcdo complexa da
frequéncia, funcéo essa que vocé chamou de H(f). Assim, utilizando analise fasorial, vocé

determinou que:
V, =H(f)
Equacéao 118
Determinar a funcdo de transferéncia é o feijdo-com-arroz da anélise fasorial. Mas,
agora vamos supor que vocé vai colocar uma funcao temporal qualquer na entrada do seu
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circuito (uma mausica por exemplo). Vamos chamar essa tensdo de entrada qualquer de
V(t) Como utilizar a fungéo de transferéncia para determinar a tensdo de saida no circuito
Vs(t)? Como vimos amplamente, basta utilizar a transformada de Fourier inversa. Assim,

a tensdo de saida sera:
V,(t)= [V, exp(j2aft)df = j\}(f)H(f)exp(jz;zft)df

Equacéo 119
Onde os fasores de entrada séo obtidos pela transformada de Fourier direta do sinal de

entrada:

V()= Tv(t)exp(— j2Aft)dt

Equacdo 120

Portanto, a Transformada de Fourier te permite saber a resposta do circuito para

qualquer entrada, como vimos repetidas vezes nesse capitulo.

QUESTAO 4.2
Se a fonte (entrada) do circuito da Figura 8 for A = cos(wt + ¢), qual sera tensdo na

saida?

QUESTAO 4.3
Por que engenheiros eletricistas adoram resolver problemas supondo que a entrada é

da forma exp(jw?)?

QUESTAO 4.4

Considere um circuito formado apenas por um capacitor de capacitancia C em série
com um resistor de resisténcia R, como mostrado na figura abaixo. Se no tempot=0a
tensdo no capacitor for Vo, descreva a dependéncia temporal da tensdo no circuito e
explique o seu comportamento qualitativo. Além disso, de um significado fisico para o

termo RC
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QUESTAO 4.5

Repita o problema anterior para o caso de um indutor em série com um resistor.
Considere que a corrente no tempo t = 0 seja lo. Determine a dependéncia temporal da
corrente. Qual pardmetro desempenha o mesmo papel que RC desempenhou no exercicio

anterior?

QUESTAO 4.6

Considere 0 seguinte circuito, formado por um capacitor e um indutor. Esse circuito é
conhecido como circuito tanque. Encontre a equacdo diferencial que descreve o
comportamento da tensdo nesse circuito. Qual tipo de sistema fisico ultra-famoso é
descrito por essa equacao diferencial? Quais sdo 0s parametros equivalentes? Descreva
quantitativamente e qualitativamente o que estd ocorrendo no circuito (descricao

quantitativa é a funcao temporal da tensdo).

8. —C

QUESTAO 4.7

Repita o problema anterior, mas acrescentando um resistor em serie com o capacitor.

QUESTAO 4.8
Prove que a impedancia equivalente Zeq de duas impedancias Z;1 e Z» colocadas em
Sél‘ie é Zeq = Zl+ ZZ

QUESTAO 4.9
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Prove que a impedéncia equivalente Zeq de duas impedancias Zi e Z» colocadas em
paralelo € Zeq = Z12Zo/( Z1+2>)

QUESTAO 4.10
Suponha que vocé tenha um circuito qualquer e que a fonte seja cosseinodal. Se vocé
medir a tensdo e a corrente em um capacitor, qual serd a diferenca de fase? E a relacao
entre as amplitudes?

Repita o problema para um indutor

QUESTAO 4.11
Suponha que vocé coloque um resistor em série com um capacitor e que vocé queira tratar
esses dois elementos em série como um Unico elemento. Se a fonte do seu circuito for
cossenoidal, expresse as relacdes de amplitude e fase entre corrente e tensdo no seu
elemento em termos de R, C e ®. Explique o que ocorre com as relagdes de amplitude e

a fase entre tenséo e corrente quando vocé varia a frequéncia entre 0 e infinito.

5 Aplicacgoes de circuitos eléetricos: filtros passivos

O melhor exemplo de aplicacdo e analise de circuitos elétricos sdo os chamados filtros
passivos. Em engenharia elétrica, o termo filtro € utilizado para designar um circuito que
“filtra” frequéncias. Isso quer dizer que o circuito deixa passar certas bandas e frequéncias
e corta outras. O exemplo classico vem da musica: se vocé quer cortar sons agudos, vocé
tem que passar o sinal por um filtro passa-baixas (que, como indicado pelo nome, s6 deixa
passar frequéncias baixas). Caso queira cortar sons graves, Vocé tem que passar o sinal
por um filtro passa-altas. Entdo se vocé colocar uma musica do AC/DC em um filtro
passa-baixas, vai ficar sem vocal.

Filtros sdo muito importantes no tratamento de ruidos também, porque geralmente
ruidos tem uma faixa de frequéncia bem maior que a do sinal de interesse, entdo vocé
consegue cortar o ruido sem cortar o sinal utilizando filtros.

Nesse capitulo vou te mostrar os principais tipos de filtros e utiliza-los como exemplo
de andlise de circuitos elétricos utilizando fasores.

5.1 Filtros passa-baixas

O circuito da Figura 8 € um exemplo de filtro passa-baixas. Na verdade, esse € 0

exemplo mais simples de um filtro passa-baixas, mas que basta para nosso propasito.
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Por razdes pedagdgicas, vou calcular novamente a tensao de saida no circuito da Figura
8, mas agora utilizando nocéo de fasores e impedancia. Esse circuito é constituido de duas
impedancias em série, uma advinda do resistor e a segunda do capacitor. Para sabermos
a resposta do circuito em funcgéo da frequéncia, basta encontrarmos a relagéo entre o fasor
de saida e o fasor de entrada. Assim, utilizando a notacéo fasorial (para enxugar a notagédo
vou utilizar a frequéncia em radianos por segundo) para as tensdes de entrada e de saida,

temos:

Vent(t) :\}ent eXp(ja)t)
5]

S

V,(t) =V exp(jat)

Equacdo 121

Como a tensdo de saida € a tensdo no capacitor, entdo a tensdo de saida € igual a
corrente vezes a impedancia do capacitor, ou seja:
V=12,
Equacao 122
Que € a relacdo estabelecida na Equacédo 99 e na Equacdo 100 .

Além disso, o fasor de corrente sera o fasor de entrada dividido pela impedancia

equivalente (como vocé provou na Questdo 4.8). Assim:

o o

i:\h: Vent
Z, R+Z,

Equacéo 123

De onde concluimos com facilidade que:

1
\;SZV;ntL:V;nt JO)C = ;nt 1
R+Z, Ry 1 1+ jwRC
joC

Equacéao 124

Portanto:
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Ve 1
v 1+ jeRC

ent

Equacéao 125

Essa relacdo é absolutamente idéntica a da Equagdo 90. Ambas afirmar exatamente a
mesma coisa, carregam exatamente a mesma informagao e sdo exatamente 0 mesmo
objeto matematico. S6 a notacdo (que é convencdo) € que € um pouco diferente.
Compreender que a Equacdo 125 e a Equacdo 90 sdo a mesma coisa pode ajudar a
aprofundar o entendimento do que é um fasor, porque essa comparacdo explicita que um
fasor com frequéncia @ nada mais € do que uma coordenada do vetor (fun¢éo) exp(jw?),
guando a funcdo temporal é expandida nessa base de autovetores.

A Equacdo 125 nos diz tudo o que precisamos saber sobre o circuito, pois ela
estabelece qual € a relagdo entre as amplitudes das ondas de entrada e saida, bem como
qual é a relacdo de fase.

Em engenharia, ambos sdo importantes, mas, para ndo alongar demais, eu vou me reter

na relacdo de amplitude. Assim, temos que:

o) e

V;m B \/l+ (wRC Y

Equacéo 126

Onde H(w) é chamado de resposta em frequéncia do circuito.

A Equacdo 126 nos varias coisas. Em primeiro lugar, se entrada for continua (w = 0),
entdo a saida sera igual a entrada. Isso faz sentido, porque estamos pegando a saida em
cima do capacitor e sabemos que em regime continuo o capacitor funciona como um
circuito aberto (o que € também manifestado pela impedancia infinita do capacitor quando
w = 0). Entdo, em regime continuo, a corrente sera zero e toda a tensdo caira sobre o
capacitor.

Além disso, a Equacéo 126 nos diz que a amplitude da saida vai caindo a medida que
a frequéncia aumenta. Isso é novamente culpa do capacitor: a medida que a frequéncia
aumenta, a impedancia do capacitor se aproxima de um curto e, portanto, a tensdo em
cima do capacitor vai para zero quando a frequéncia vai para infinito.

Entdo o que a Equagdo 126 nos diz é que, se a frequéncia for baixa, entdo a tenséo de
entrada vai cair no capacitor; mas, se a frequéncia for alta, entdo a tensao de entrada vai

cair no resistor. Portanto, a tensdo de entrada s “aparece” na saida quando a frequéncia
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é baixa. Assim, um sinal temporal qualquer (uma musica, por exemplo) que seja colocado
na entrada desse circuito tera suas frequéncias altas cortadas.

Essa é a descrigdo qualitativa do circuito. Mas é bem (til decidir qudo baixa a
frequéncia deve ser para considerarmos que ela “passou” pelo filtro. Isso ¢ uma questao
de convencdo e a convencdo mais comum é considerar a frequéncia de corte como sendo
aquela na qual o médulo da resposta em frequéncia é o inverso da raiz de dois. Assim,

por definicéo, a frequéncia de corte w¢ € aquela que satisfaz a sequinte condig&o:

()=

Equacdo 127

Para 0 nosso circuito em particular, ndo é dificil de provar que wc = 1/RC .

Vamos ver um exemplo para finalizar a histéria. Suponha que vocé queira que o seu
circuito funcione como um filtro passa-baixas para frequéncias de audio. Neste caso, uma
boa opcao para a frequéncia de corte seria algo em torno de 2.5 kHz. Isso corresponderia
entdo a:

o, =27rx25x%x10° =15.708x10° rad/s

Isso significa que vocé tem que escolher o resistor e 0 capacitor de maneira que:

RC =i=;3= 63.6x10° s
o, 15.708x10

e
Como capacitores sdo tipicamente da ordem de nano-faradays, vocé precisaria de um
resistor da ordem de kilo-ohms, o que é bem comum.
Entdo vamos supor que vocé cumpriu as suas especificacdes e construiu seu circuito.
Agora voceé quer ver a resposta dele em frequéncia. Entéo vocé plota Amplitude = | H(w)],

0 que resulta em algo do tipo:
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Amplitude
[—]
n

0 1 2 3 4 5 6
Frequencia (rad/s) x 10

Figura 9 Amplitude = | H(w)|
Horrivel né: para vocé conseguir plotar o gréfico caindo até proximo de zero vocé teve
que ir para uma frquencia na casa de 600 x 103 rad/s, bem acima da sua faixa de interesse
(a faixa audivel termina em torno de uns 60 x 10° rad/s).
Entdo vocé resolve plotar outra vez, mas mostrando sé a sua faixa de interesse. Sai

algo do tipo:

= = =
~1 e E-] —
T T

1 1

Amplitude
=
>
T
|

0.5

0 1 2 3 4 5 6
Frequencia (rad/s) x 10

Figura 10

Melhorou né, mas ainda néo te da uma visdo “macroscopica” do filtro. O melhor jeito
é plotar o eixo horizontal em escala logaritmica e o eixo vertical em unidade de decibéis.
Definindo:
Magnitude =10 Ioglo(]H (a))|2): 20l0g,,(H (e))

Equacéao 128
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Note que

a magnitude (cuja unidade € o decibel, cujo simbolo é dB) refere-se a razdo

entre as energias dos sinais de entrada e saida, ja que é a funcdo de transferéncia entra

como modulo quadrado (falaremos de energia mais adiante). Plotando a magnitude em

funcdo da frequéncia, com essa Ultima em escala logaritmica, fica algo do tipo:

Magnitude (dB)

201

=251

=30}

235! L L L - L L | L |
10! 10? 3 10* 108

10 10
Frequencia (rad/s)

Figura 11

Ai fica bem melhor!

Diagramas desse tipo (dB na vertical e eixo logaritmico na frequéncia) sdo chamados

de diagramas de Bode.

Em geral,

seja, ganho
mais rapida

projetista de

o papel do projetista do filtro é tentar manter a faixa proxima de 0dB (ou
1) o mais “dentro” possivel da sua regido de interesse. Além disso, quanto
for a queda da magnitude apds a frequéncia de corte, melhor. Em suma: o

senvolve circuitos que tenham o diagrama de bode mais parecido possivel

com a metade de um quadrado (linha reta até a frequéncia de corte e depois despenca

abruptamente).

QUESTAO 5.1

Qual é o valor da magnitude da funcdo de transferéncia, em dB, na frequéncia de corte?
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5.2 Filtros passa-altas
Como ndo é dificil de imaginar, o filtro passa-altas mais simples é composto por um
resistor em série com um indutor, jA que o indutor possui baixa impedancia para

frequéncias baixas e alta impedancia para frequéncias altas.

Figura 12

Como é muito facil encontrar a resposta em frequéncia, ja vou colocar o resultado

direto aqui:
Ho)= Ve Jdot 1
Vent R+(JCOL) 1_17
Lo
Equacéao 129
QUESTAO 5.2

Determine a frequéncia de corte do filtro passa-altas da Figura 12.
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QUESTAOS5.3
Projete um filtro para remover sons graves. Escolha valores razoaveis de R e L (veja na
internet quais sdo os valores tipicos de indutancia e depois escolha o valor de R) que
resultem na frequéncia de corte que vocé escolheu. Plote o diagrama de Bode
correspondente (caso sua preguica de ligar o computador seja intransponivel, faca pelo
menos um rascunho do que vocé acredite ser a forma do diagrama de Bode)

5.3 Filtros passa-faixas
Um filtro passa-faixas, como indicado pelo nome, deixa passar uma faixa de
frequéncias e corta o resto. Entdo um filtro passa-faixas nada mais é que um filtro passa-

baixas em série com um filtro passa-altas. Uma configuracdo bem simples é mostrada na

Figura 13.
|
p— v, (1t
éL —— 5 (1)
Figura 13
QUESTAO 5.3

Encontre a resposta em frequéncia do circuito da Figura 13. Quais sao as frequenciaS (no
plural) de corte?
Qual ¢ a frequéncia na qual a funcgéo transferéncia possui maxima amplitude? O que essa

frequéncia tem a ver com o circuito tanque (veja Questdo 4.6)? De uma explicacéo fisica.
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6 Poténcia em regime de tensao alternada

Frequentemente estamos interessados em quantificar a dissipacéo de poténcia em um
circuito. J& sabemos que a poténcia dissipada em um resistor € dada pelo produto entre a
tenséo e a corrente, e isso é verdade tanto para tensdes e correntes continuas como para
tensdes e correntes que variam no tempo. Portanto, do ponto de vista cientifico, eu néo
tenho nada a acrescentar no que diz respeito a poténcia dissipada em circuitos elétricos
com fontes alternadas. Porém, do ponto de vista de engenharia, € necessario esclarecer
como as tensOes e correntes sd0 comumente expressas e como a poténcia é usualmente
definida em regimes com fontes cossenoidais. Mas séo sé convencdes, entdo é muito facil.

J& sabemos que, se a fonte de um circuito elétrico for cosseindal, entdo em qualquer
ponto desse circuito teremos tensdo e correntes também cosseinodais, mas com
amplitudes e fases que dependem do circuito. Além disso, sabemos também que a
corrente e a tensdo estdo em fase em cima do resistor. Como sdo os resistores que dissipam
poténcia, entdo podemos concentrar a atengdo na relacao de tensdo e corrente em cima do
resistor. Como elas estdo em fase, temos entéo, que para um resistor:

V,(t) =V, cos(at + ¢)
l.(t)=1,cos(et + @)= \%cos(a)t +9)

Equacéo 130

Onde coloquei o sub-indice r para lembrarmos que a fase ¢ s6 ¢ a mesma para corrente

e tensdo em cima do resistor. Assim, a poténcia dissipada no resistor é:

P(t) = Vg (t)I,(t) =V, 1, cos?(at + ¢)

Equagdo 131

Entdo essa é a poténcia dissipada em um resistor. S0 que note que ela é uma fungéo
temporal periddica. Entdo essa € uma forma muito inconveniente de se expressar a
poténcia. Por exemplo, suponha que vocé saiba quem é Vo e lp. Vamos chamar o seu
produto de Po = Volo. Vamos supor que vocé tenha um chuveiro e que vocé sabe que para

0 seu chuveiro Po =10 KW. Se eu te perguntar qual é a poténcia dissipada pelo seu
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chuveiro, vocé vai ter que me responder que € uma funcdo do tempo com amplitude Po =
5 kW e eu vou ficar frustrado porque queria algum nimero e vocé me deu uma funcao.

Para resolver essa inconveniéncia, primeiro note que o periodo da funcéo é o inverso
da frequéncia da rede de distribuicdo. Por exemplo, quase todos os paises possuem
frequéncia de 50 ou 60 Hz. No Brasil, a frequéncia € de 60 Hz, o que equivale a um
periodo de 0.017 segundos. Entdo a poténcia que o seu chuveiro dissipa é uma funcéo do
tempo, mas é uma funcdo que se repete a cada intervalo de 0.017 segundos. Como esse
intervalo € muito curto comparado com escalas do cotidiano, faz muito mais sentido vocé
me contar qual é a poténcia média em um ciclo do chuveiro. Por isso que quando
perguntamos qual é a poténcia de algum aparelho na verdade estamos perguntando qual
é a poténcia média. Denotando a média pelo simbolo <>, temos que:

<P(t)> = Til P(t)jt = _Ii_ivolo Cosz(a)t +¢ht =V0|0%:[C082(a)t + ¢)jt _ \%

onde o periodo é

s

(0

Equacgdo 132

Assim, ao invés de me dizer que a poténcia do seu chuveiro é uma funcdo cosseno
quadratico com amplitude Po = 10 kW, se eu te perguntar qual é a poténcia do seu
chuveiro, vocé me responde que é P =5 kW, onde fica subentendido que a sua resposta é
na verdade a média tomada sobre um ciclo (para o caso do Brasil, o ciclo é T = 0.017
segundos).

Porque estamos interessados quase sempre na poténcia média, e a poténcia média €
dada pela amplitude da tenséo vezes a amplitude da corrente, dividido por 2, entdo alguém
resolveu que valia a pena definir um novo termo, chamado de tenséo ou corrente eficazes,
onde esse termo 2 ja apareceria de cara.

Entdo, por definicdo, se a amplitude da tensdo cosseinodal é Vo e a amplitude da

corrente cosseinodal é 1o, 0s seus valores eficazes sao:

V
Vows = 7

IO
s = 5

Equacéo 133
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O termo RMS vem do inglés Root Mean Square. Estritamente falando, uma funcgéo

periodica qualquer f(t), com periodo T, possuira valor RMS dado por:

1% .,
fRMS: ?J‘f (t)jt
0

Equacéao 134
Entdo se f(t) for a funcéo cosseno o valor RMS corresponde a amplitude dividido pela
raiz de 2, como mostrado na Equacéo 133. Finalmente, em termos dos valores eficazes, a

média da poténcia é, obviamente:

<P(t)> = :VRMSIRMS

Equacdo 135

QUESTAO 6.1
Nesta questdo, suponha que a fonte seja cosseinodal.
1 - Escreva a forma geral para a tensdo e a corrente em um capacitor. Repita o problema
para um indutor.
2 — Escolha um dos casos (capacitor ou indutor) e encontre a poténcia “dissipada” pelo
elemento (ou o capacitor, ou o indutor, tanto faz). Note que a poténcia instantanea nao é
zero.
3 — Faca um rabisco do gréafico da poténcia instantanea (poténcia x tempo).
4 — Calcule a poténcia média
5 — Explique fisicamente os resultados da parte 3 e 4 dessa questéo.
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