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Introducgao a recorréncia/recursividade em algoritmos

Nesta se¢do examinaremos o conceito de algoritmos recorrentes, ou recursivos. A ideia de
recursividade é a de um processo que é definido a partir de si proprio. No caso de um
algoritmo, esse é definido invocando a si mesmo.

Outros materiais sobre recursividade: fatorial recursivo e busca binaria; sobre gerao de
numeros binarios.

Exemplos de imagens envolvendo recursividade sdo os fractais geométricos, como no fractal
que apelidamos de Tetra-Circulo, formado por circunferéncias com metade do raio original,
construidas a partir dos pontos médios entre seus polos e seu centro, como na imagem abaixo.

Fig. 1. Representacbes dos 3 primeiros niveis de recorréncia para construir o fractal tetra-circulo.
Apos estudarem o material dessa pagina, examinem essa pagina que tem mais exemplos de
algoritmos recursivos.

Ideia de recursividade

Na area da computacgao, existe um importante projeto cujo nome € uma brincadeira
envolvendo recursividade, o projeto GNU. Uma das pagina do projeto, na qual é explicado o
significado do acrénimo GNU, encontramos: The name 'GNU" is a recursive acronym for "GNU's
Not Unix". Que em uma traducdo direta poderia ser: GNU néo é Unix,

Um outro exemplo de recursividade pode ser obtido ao conectar uma camera a uma tela de
computador, jogando a imagem capturada para a tela, usando como foco de captura a prépria
tela. Criamos a imagem a seguir dessa forma (usando software do projeto GNU).
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Fig. 2. Filmando uma tela com o resultado da filmagem.

Exemplo inicial de funcao recursiva

Vamos examinar dois exemplos simples fun¢des recursivas, que apenas imprimem um
contador. Mas ilustraremos o comportamento em uma delas fazendo um impressao antes e
na outra apés a volta da chamada recursiva.

Simulando a func¢édo pre(n,k). Alguma outra fun¢do invoca inicialmente pre (0, 3), ao

entrar 0!=3 entdo executa print (" k=%d" % 0) e daiachamada pre (0+1, 3). Dentro

de pre (1,3),como 1!=3, executa print (" k=%d" % 1) e daiinvocapre(1+1,3).Dentro
de pre (2,3),como 2!=3, executa print (" k=%d" % 2) e daiinvocapre (2+1,3).Dentro
de pre (3, 3), COMO 3==3, executa return, voltando para a chamada pre (2, 3), mas nao existe
mais comandos a partir do ponto de retorno, entdo volta para a chamada pre (1, 3), na qual
novamente ndo existe mais comandos, entdo volta para a chamada pre (0, 3), na qual
novamente nao existe mais comandos, entdo volta para a fun¢do que primeiro chamou a
funcao.



Exemplo de Fungdes recursivas com re(0,3)
impressao antes e depois da chamada k=0
recursiva
re(1,3)
C Python k=1
#include def pre_ik, 'f” : re(2,3)
<stdio.h> if (k__N) : k:2
. . return;
void pre (int k, s
int N) { print( re(3,3)
if (k==N) k=%d" % k);
return; pre(k+1, N);
printf(" <nada>
=%d\n", k); def pos (k, N) : )
re(k+1, N); if (k==N) :
F}) return; 05(0:3)
void pos (int k, pos(k+1, N);
int N) { print("
if (k==N) k=ssd" % k) ; os(1,3)
return; =0
pos(k+1, N); def main () :
printf (" 0s(2,3)
=%d\n", k); print("pre:"); _
} pre(@, 3); R

void main (void) 05(3,3)
{ print("pos:"); k=2
printf("pre:\n"); pos(0, 3); \ <nada>
pre(0, 3); main(); )
Drintf("pos:\n"); Fig. 3. As imagens ilustram as pilhas de
pos(@, 3); execucgdo para as fungoes pre (0,3) e pos (0,3).

S

Exemplo de funcdo ou defini¢do recursiva

Para entender um novo conceito € sempre interessante examina-lo sob alguma perpectiva
conhecida, assim talvez valha a pena pensar na defini¢ao (simplificada) recursiva do conceito
de expressao aritmética (EA). O conceito de EA é introduzido ainda no ensino fundamental,
mas de modo informal, a partir de exemplos, entdo como fazer para definir formalmente o
conceito? Uma maneira de fazer isso é usar novamente uma defini¢do recorrente, vejamos com
fazer isso usando apenas operadores de soma e de subtracdo:

EA := constante

EA := EA + EA
EA := EA x EA
EA := (EA)
EA = -EA

Ou seja, na regra 1 trata do caso basico, qualquer constante numérica, por definicdo é uma EA
(isso define a "base da recorréncia"). As demais regras definem recursivamente uma EA, por
exemplo, se EA1 e EA2 sdo uma expressdes aritméticas corretas, entdo também sao
expressdes aritméticas corretas as composi¢des "EA + EA", "EA * EA", "(EA)" e "-EA".
Experimente o conceito com "2" e "2-3" no lugar de EA1 e EA2.

Entretanto, chamamos a atencdo para essa definicao ser uma simplificacdo, pois ela nao
elimina ambiguidades, e.g., para a expressao (sintaticamente correta) "2+3*2", existem dois
possiveis resultados... Pois a sequéncia EA -> EA+EA -> 2+EA -> 2+EA*EA -> 2+4EA*2 ->



2+43*2 -> 246 -> 8resulta8 mMasEA -> EA*EA -> EA*2 -> EA+EA*2 -> 2+3%2 -> 5*2 -
> 10 resulta 10. Para entender a ordem das substitui¢cdes veja a imagem abaixo.

EA EA

EA + EA EA - EA

2 EA * EA EA + EA 2

3 2 2 3

Fig. 4. A drvore da esquerda produz como resultado para a expressdo o valor 8 e a da direita resulta
10.

Outro exemplo interessante é funcdo fatorial, geralmente apresentada no Ensino Médio

comon! = 1, sempre que n=0, caso contrario n! = n*(n-1)!.0u seja, no caso geral, a

definicdo da fungao usa ela prépria, de modo recorrente, esse é o principio de uma funcao

recursiva/recorrente. Usando a notacao usual de fun¢do matematica, a funcao fatorial pode ser

definida como: £:D->I, sendo f(n) = { 1, se n=0; n*f(n-1), se n>0}.

Um primeiro exemplo de fun¢do matematica intrinsicamente recursiva é a funcéo

fatorial (digamos fat: IN -> IN). Geralmente no Ensino Médio essa funcdo é apresentada de
modo informal, a partir de exemplos: fat(0) = 1, fat(1) = 1, fat(2) = 2 e generaliza-se afirmando
que fat(n) =n x (n-1) x (n-2) x ... x 2 x 1. E o sentido das reticéncias é inferido.

Mas pode-se apresentar uma definicao foraml para fatorial dizendo-se que o fatorial de 0, é 7 e
que o fatorial de n, paran > 0, é o produtudo de n pelo fatorial de n-1, ou seja,

f:N—N
B 1, n=~0
J(n) = nxf(n—-1), n>0
Assim, como no lado direito da definicdo da funcao fatorial usa-se a prépria funcao fatorial, essa

é uma defini¢do recursiva. Todas as funcdes recursivas tem essa caracteristica, o nome da
fun¢do aparecer tanto a esquerda, quanto a direita do simbolo de atribui¢ao (=).

De modo pratico, sem nos preocuparmos ainda com a implementagdo e execu¢do de um
algoritmo, para computar, por exemplo, fat(4) =4 x fat(3) =4 x 3 x fat(2) =4 x 3 x 2 x fat(1) =4 x 3
x2x1xfat(0)=4x3x2x1x1=24.Paraver com mais detalhes como é realizada as chamadas
recursivas na funcao fatorial, siga este apontador.

Implementando recursiva para fatorial em C e em Python



Geralmente as liguagens de programacao permitem defini¢des recursivas de fung¢des.
Comecemos examinando precisamente a func¢do fatorial. Implementando-a de

modo iterativo fazemos algo como fat = 1; for i de 2 até N : fat = fat * i;,0U
seja, usamos uma variavel contadora para enumerar os naturais entre 2 e N e interrompemos
a repeticdo quanto i chegar a N.

No caso da defini¢do recursiva de fatorial, o processo de chamada recursiva deve ser
interrompido quanto n tiver o valor 0. Entdo essa condicao deve aparece no inicio da defini¢ao
da funcdo (caso contrario, ocorrera um laco infinito). Na tabela abaixo, apresentamos
implementac¢des recursivas para a func¢do fatorial tanto na linguagem C, quanto em Python.

. . # Fatorial recursivo

#incl <stdio.h> ) .

/] Eazgiiai gegursivo def fatRec (n) : # os finalizadores ';' sao

int fatRec (int n) { op;ionais em Python _ )
if (n==0) return 1; // final de recorrencia 1ft(n==0) :friéur? 11)_ : final ge ricorrenCﬁa
return n * fatRec(n-1); // senao devolve n x "o return n * TatRecin-1l); # senao devolve n X "0

fatorial de n-1" (inducao) fatorial de n-1" (inducao)
Y # experimente invocar esta versao com msg para

rastrear execucao

experimente invocar esta versao com ms ara
/7 exp gp def fatRecDepuracao (n)

rastrear execucao

int fatRecDepuracao (int n) { if (n==0) : print("fat(%d)" % n); return 1; #

int aux; final de recursao (final de "laco")

if (n==0) { printf("fat(%d)\n", n); return 1; } aux = n x fatRecDepuracao(n-1); #
// final de recorrencia senao faca mais um "passo" (inducao)

aux = n * fatRecDepuracao(n-1); // senao print("fat(%d): devolve %d\n", n, aux);
devolve n x "o fatorial de n-1" (inducao) return aux;

printf("fat(%d): devolve %d\n", n, aux);

return aux; def main ()

} n = int(input());

print("0 fatorial de %d e': %d" % (n,

int main (void) { fatRec(n)));

int n;

scanf("%d", &n);

printf("0 fatorial de %d e': %d\n", n,
fatRec(n));

return 1;

}

main();

Execucao de fungdes recursivas

Vamos usar o exemplo do fatorial para ilustrar como é possivel que o computador execute
fungdes recursivas. O truque computacional € mais ou menos o seguinte: ao fazer a
chamada fat(n), em um contexto que denominaremos n,

1. inicia-se a execuc¢ao do comando n x fat(n-1), mas fat(n-1) ainda nao é conhecido, desse
modo registra-se em uma "pilha" (empilhar) este ponto de execucdo; e

2. invoca-se novamente a fun¢do, dessa vez com fat(n-1) (contexto n-1);

3. quando o computador tiver finalmente o valor para fat(n-1), desempilha-se o
contexto n (portanto, volta-se ao cbmputo de n x fat(n-1), mas agora fat(n-1) é
conhecido), realiza-se a produto e devolve o resultado.



Exemplificando esse processo na funcao fatkRec com pardmetro efetivo com valor 4, ou
seja, f(4), executa-se o comando 4 * fatRec (3) e, quando o computador tiver conseguido
computar fatRec (3), esse valor (6) € substituido no contexto 4 (i.e., 4 * 6) e devolve-se o
resultado desse produto (24).

Vamos detalhar um pouco mais esse processo de recorréncia, mas agora usando fatRec (3).
Na primeir coluna indicamos a ordem de execucao de cada instrugdo (ord.), na segunda o
contexto n

Ord. n Imprimir (esquema de execucdo)

1 3 fatRec(3)

2 2 =3 x fatRec(2) —— fatRec(2)

3 1 = 2 x fatRec(1l) —— fatRec(1)

4 0 = 1 x fatRec(@) —> fatRec(0)

5 0 =1 // final
recorrencia, volta onde foi chamado

6 1 =1x1=1// final recorrencia
'fatRec(1)', volta para quem chamou

7 2 =2x%x1=2// final recorrencia 'fatRec(2)', volta
para quem chamou

8 3 =3%2=6 // final recorrencia 'fatRec(3)' e dai imprime o valor 6

Note que na ordem de cada instrucdo, separamos o comando k * fatRec (k-1) em duas
instruc¢des, primeiro obter o valor de fatRec (k-1), digamos FK, e depois a instru¢do k * FK.

Outro exemplo de fungao recursiva: computo da progressao de razao 1

Para um outro exemplo de implementacao recursiva podemos usar o cdmputo da progressao
de razao 1, e.g. a soma dos naturais até n.

Tab. 3. Codigos em C e em Python para computar 0+1+2+3+4+...+(n-1)+n de modo recursivo.

#include <stdio.h> # P.A.
// P.A. def somaRec (n) :
int somaRec (int n) { if (n==0) : return 0; # final de recorrencia
if (n==0) return 0; // final de recorrencia return n + somaRec(n-1); # senao devolve n +
return n + somaRec(n-1); // senao devolve n + soma ate n-1 (inducao)
soma ate n-1 (inducao)
def main () :
n = int(input());
int main (void) { print("A soma dos naturais ate' %d e': %d" %
int n; n, somaRec(n));
scanf("%d", &n);
printf("A soma dos naturais ate' %d e': %d\n", main();
n, somaRec(n));
return 1;

Note que ndo é necessario colocar a palavra reservada else ap6s 0 if, pois a linha ap6s o
comando if so sera executada se, e somente se, a condi¢do da selecao resultar falso, ou seja,
se o comando subordinado ao i f NAO for executado. Por que mesmo? (se nao deduzir a razao,
consulte a nota A ao final)



Experimente copiar os cédigos para a funcdo fatorial e para a enumeracdo dos primeiros
naturais, eventualmente coloque mais mensagens para depuracao (e.g. imprimir Entrei na
funcao com n=%d e Chamei recursivamente com n-1=%d) e certifique-se que entendeu bem
recorréncia.

Como gerar ordenadamente todos os numeros binario de k digitos

Um exemplo interessante para ilustrar o quanto alguns programas ficam mais simples se
deduzidos na forma recursiva é desenhar um algoritmo para gerar todos os niumeros binarios
com exatamente k bits (considerandos os "zeros a esquerda").

Decimal Binario | Inicig
Decimal Binario
0 0000 |
8 1000
1 0001 |
9 1001
2 0010 |
10 1010
3 0011 |
11 1011
4 0100 |
12 1100
5 0101
13 1101 Fig. 5. llustragdo da sequéncia recursiva a ser seguida pelo
6 0110 | algoritmo.
14 1110
7 0111 |
15 1111

Exemplo: todos os bindrios com até 4 digitos (com seu correspondente decimal a esquerda)
Antes de ler o texto explicando como resolver este problema, pense um pouco sobre ele.
Primeiro, tente por alguns minutos esquematizar um algoritmo para resolver o problema de
modo iterativo (ndo recursivo), depois tente resolvé-lo de modo recursivo. Se conseguir resolver
o desafio, podera pereceber o quanto a recorréncia simplifica a resolucao desse problema.

Entretanto, se vocé esta com dificuldades para resolver o problema, siga este apontador para
ver uma sugestdao de como estruturar o pensamento para resolver o problema de forma
recursiva.

Agora que vocé sabe como gerar todos os binarios com até k digitos, pense em generalizar a
problema, ou seja, gerar todos os numeros, em qualquer base, com até k digitos. Espero que
perceba que essa generalizacdo € bem simples para quem resolveu o caso com base 2
(binario).



As duas se¢des seguintes sao conceitualmente mais sofisticadas, portanto mais dificeis de ser
compreendidas por um aluno de um curso introdutério de programagdo, em particular, a
préxima secdo sobre as Torres de Hanoi é mais dificil. Desse modo, estude-as apenas se estiver
muito confortavel com o conceito de recorréncia.

Problema das Torres de Hanoéi

Pode-se notar nos exemplos anteriores que um algoritmo recursivo (geralmente) é mais
simples de ser codificado. Um exemplo que ilustra ainda melhor essa facilidade é implementar
um algoritmo para simular (ou computar) os movimentos do problema das Torres de Hanai.

Neste problema o objetivo é mover n discos da haste A para a haste C, seguindo as regras do
"jogo" (e.g., nunca um disco maior pode ficar sobre um de diametro menor). Assim, para mover
0s n pode-se supor que exista um algoritmo que consiga realizar a movimentacdo minima de n-
1 discos (inducdo) e invoca-lo para retirar todos os n-7 discos que estdo sobre si, movendo-os
para a haste auxiliar B. Isso libera também a haste C e pode-se mover o maior disco

de A para C, com o menor nlimero possivel de moviemtos: apenas 1. Entdo, pode-se
novamente invocar o algoritmo para mover otimamente os n-7 que estdao na haste B para a
haste C, resolvendo o problema.

Aideia acima esta representada nas figuras abaixo e dela percebe-se claramente um algoritmo
recursivo para resolver o problema.




Fig. 6. llustracdo da sequéncia de movimentag¢do minima para 3 discos.
Assim, movimentar minimamente os discos de A para C pode ser esquematizado no seguinte
algoritmo recursivo:
moverHanoi(n, A, C, B) — mover n discos de A para C, usando a haste B
se n==1, entao mover disco do topo da haste A para a haste C - final de
recorrencia

senao
moverHanoi(n-1, A, B, C) - mover otimamente n-1 discos de A para C
(libera o ultimo)
mover disco do topo da haste A para a haste C
moverHanoi(n-1, B, C, A) - mover otimamente n-1 discos de B para C

Nem todo algoritmo recursivo é eficiente

Entretanto, a recursividade pode ndo ser eficiente! O melhor exemplo de ineficiéncia é tentar
implementar um algoritmo recursivo para gerar a sequéncia de Fibonacci: 7, 7,2, 3,5, 8, 13, ...
ou seja, matemamticamente podemos definir a funcao de Fibonacci f, = 1, se n=1 ou n=2,
sendo f, = F,, + F,, para todo n>2.

Uma implementacdo iterativa eficiente para gerar o n-ésimo termo da sequéncia
de Fibonacci pode ser: F1=1; F2=1; for i de 3 até N : F = F1+F2; F1=F2; F2=F;

Novamente a implementacdo recursiva tem um c6digo mais "enxuto", porém
exponencialmente ineficiente! Isso esta ilustrado no cédigo abaixo que implementa ambos e
compara o tempo de execucdo tanto em C quanto em Python.



Cc

Python

#include <stdio.h>
#include <time.h> // clock_t, clock()

// Fibonacci iterado
int fib (n) { // os finalizadores ';'
em Python

int i, F1=1, F2=1, F;

if (n<3) return 1;

for (i=3; i<=n; i++) {

sao opcionais

F = F1+F2;
F1 = F2;
F2 = F;
}

return F;

h

// Fibonacci recursivo
int fibRec (n) { // os finalizadores ';' sao
opcionais em Python

if (n==1 || n==2) return 1;
recorrencia

return fibRec(n-1) + fibRec(n-2); // senao devolve

h

// final de

int main (void) {
int n, fibA; clock_t tempo_inicial, tempo_final;
scanf("%d", &n);

tempo_inicial = clock(); // "dispara o
cronometro"...
fibA = fib(n);
tempo_final = clock();
printf("Iterativo: %3d - %3d em %f segundos\n",
n, fibA, (double) (tempo_final -
tempo_inicial) / CLOCKS_PER_SEC);

tempo_inicial = clock(); // "dispara o
cronometro"...

fibA = fibRec(n);

tempo_final = clock();

printf("Recursivo: %3d - %3d em %f segundos\n",

n, fibA, (double) (tempo_final -
tempo_inicial) / CLOCKS_PER_SEC);
return 1;
+

import time; # para tempo 'time.time()'

# Fibonacci iterado
def fib (n) : # os finalizadores ';' sao
opcionais em Python
F1=1; F2=1;
if (n<3) return 1;
for i in range(3, n+1)
F = F1+F2;
F1 = F2;
F2 = F;
return F;

# Fibonacci recursivo
def fibRec (n) : # os finalizadores ';' sao
opcionais em Python
if (n==1 or n==2)
recorrencia
return fibRec(n-1) + fibRec(n-2); # senao
devolve

return 1; # final de

def main ()
n = int(input());

tempo_inicial = time.time(); # "dispara o
cronometro"...

fibA = fib(n);

tempo_final = time.time();

print("Iterativo: %3i - %3i em %f
segundos" %

(n, fibA,

tempo_inicial)));

(tempo_final -

tempo_inicial = time.time(); # "dispara o
cronometro"...

fibA = fibRec(n);

tempo_final = time.time();

print(“Recursivo: %3i - %3i em %f
segundos" %

(n, fibA,

tempo_inicial)));

(tempo_final -

main();

Se desejar tentar resolver o problema das Torres de Handi seguir este apontador.

A. Por que o coédigo da tabela 1 (secdo P.A. de razdo 1) nao precisa de else?
Note que traduzindo os comandos da fung¢ao somaRrec para o Portugol, ele seria:

se (n==0) devolva 0;
devolva n + somaRec (n-1);

//# final de recorrencia

Assim, se a condi¢do n==0 resultar verdadeiro, entdo o comando devolva 0 € executado,
voltando para quem invocou somaRec (0) (que pode ser somaRec (1) ou a fun¢do main, se tinha
sido digitado 0 para n). Desse modo, a Unica possibilidade do comando devolva n +
somaRec (n-1) ser executado é n==0 resultar falso e portanto a reservada else €

desnecessaria.
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