Introdugcao aos numeros em ponto flutuantes

Nesta se¢do examinaremos resumidamente como o computador representa niumeros reais. A
sec¢do seguinte foi redigida para aqueles que desejam conhecer mais, estudando-a pode-se
compreender a matematica associada ao conteito de representacdo de niUmeros em um
computador digital e a razao do termo ponto flutuante.

Normalmente deve-se utilizar um nimero fixo de bits para representar cada numero. Por
exemplo, se determinado computador usar apenas 2 bytes (ou 16 bits) para representar um
real e convencionar-se que o primeiro byte armazena a parte inteira e o segundo byte a parte
fracionaria, terilamos uma variabilidade pequena de niumeros. Como visto no texto introdutério
sobre inteiros, com 8 bits, teriamos (simplificadamente) desde o 7777717171 (primeiro bit indica
negativo) até o 07777711, que em decimal corresponderia ao intervalo do -127 até o +127, pois

11111711, =260+25+2¢+ 22+ 22+ 2+ 2°=64+32+16+8+4+2+1=127 (1)
[ Ponto fixo | Ponto flutuante (PF) | PF super simplificado | Exemplo | Erros | Entrada/saida ]

Um primeiro modelo (ineficiente) para representar valores reais: ponto fixo

Para apresentar o conceito que interessa, de ponto flutuante, apresentarei sua contra-parte,
como seria uma representacdo em ponto fixo. Vamos continuar usando 2 bytes (logo 16 bits) e
considerar 3 agrupamentos: P1. o primeiro bit para representar o sinal do niumero (s=0 para
positivo e s=7 para negativo); P2. os proximos 7 como a parte "decimal” (ap6s virgula decimal);
e P3. os Ultimos 8 bits para o valor inteiro do nimero.

Assim, para obter o maior valor positivo que poderia ser representado nesta notacao,
deveriamos deixar o primeiro bit em zero (para ser positivo) e todos os seguintes "ligados":

Valor dos digitos [0]1111111]11111111] (deixei espago em branco para indicar os 3
binarios: agrupamentos).

Valor posicional dos 0]1234567(89012345

digitos: 0 10

Assim, a parte "decimal" P2 (1111111) corresponde em decimal:
21422423+ 24+ 25426+ 27=05+0.25+0.125+ 0.0625 + 0.03125 + 0.015625 + 0.007812 =
0.992188 (2)

Portanto o maior positivo, convertendo para decimal, seria a soma de (1) e (2): 255.992188.
Desse modo, em ponto fixo:

Tab. 1. Maior e menor positivo que pode-se obter com a representacéo em ponto fixo.

- maior valor positivo em binario 0 1111111 = 255992188 em
11111111. decimal:

- menor valor estritamente positivo em 0 0000001 = 0.007812 em

binario 00000000: decimal.



Um modelo de representacao para real mais eficiente: ponto flutuante

Uma alternativa mais eficiente e amplamente utilizada na pratica é a representacdo em ponto
flutuante. Nessa representacao também quebramos o nimero em trés agrupamentos, a
primeira sendo o sinal s, a segunda o expoente ¢ e a terceira sendo mantissa m, assim o valor
do numero seria s x m x be. Se a mantissa tiver p digitos, o numero é: s x did....d,. x b=

sinal

11001110110111000100001001001110110101101110011101001110

8 bits
7 bitsexp. ~ mantissa
variavel x

Fig. 1. RepresentacGo em memoria para ponto fixo para representar reais, com 7 bits de expoente e
8 bits para mantissa.
Assim, nota-se que a diferenca entre as representacdes em ponto flutuante e em ponto fixo é o
tratamento do segundo agrupamento. Para poder comparar ambas as representa¢des, vamos
novamente supor um computador com reais usando apenas 2 bytes.

No segundo agrupamento, devemos ter expoenete negativo e expoenete positivo, novamente
usamos o truque do primeiro bit "ligado" indicar poténcia negativa e 0 para poténcia positiva.
Assim, a variagdo vaide 1111111 (correpondendo ao decimal -63) até 1111111 (correpondendo
ao decimal +63).

De forma analoga, no terceiro agrupamento, para mantissa, as possibilidades de representa¢ao
vao desde usar todos os bits "desligados" (00000000) até todos os bits "ligados" (11111111, que
corresponde ao decimal 255).

Desse modo, o maior real positivo em ponto flutuante é obtido usando a maior poténcia e maior
mantissa possiveis, respectivamente 0777777 e 11111111, que em decimal corresponderia aos
valores 63 e 255, de acordo com (3) e (4) acima. Portanto, o maior real positivo em

notacao ponto flutuante é 255 x 2%, um numero gigantesco 255 x

2% =2351959869397967831040.0 > 2.3 x 107

Expoente: 25424+ 2 +22+ 21420 = 32+16+8+4+2+1 = 63 (3)
Mantissa: 27+26+25+24+23+22+21+ = 128464+32+16+8+4+2+ = 255 (4)
20 1

De forma analoga, podemos computar o menor valor estritamente positivo que
conseguimos com essa representacao. Como sdo 7 bits para expoente e 8 bits para a mantissa,
devemos pegar no agrupamento P2 a sequéncia 77717717 (maior poténcia negativa possivel) e
no agrupamento P3 o menor valor positivo, que seja maior que zero, portanto 00000001.
Convertendo 7777711 para decimal, temos o valor -63, logo o menor positivo é: 2¢ que é
aproximadamente 0.000000000000000000710842021724855044340074528008699 ~= 10

" ("tremendamente" pequeno).



Portanto o maior e o menor valor positivo em notagdo ponto flutuante esta indicado na tabela 2.

Tab. 2. Maior e menor positivo que pode-se obter com a representacéo em ponto flutuante.

- maior valor positivo em binario 0 0111111 > 2.3 *10” em
11111111, decimal;

- menor valor estritamente positivo em 0 1111111 ~= 10" em decimal.

binario 00000001,

Comparando os resultados de ponto flutuante com ponto fixo, tabelas 1 e 2, percebemo
que ponto flutuante produz resultados muito melhores em termos de capacidade de "simular"
0s numeros reais.

Representa¢do em ponto flutuante

Esta técnica de representagdo € a mais utilizada nos computadores, ela utiliza um bit para sinal,
uma quantidade pequena de bits para o expoente e uma quantidade maior de bits para a parte
"principal" do niumero. Em um dos padrdes de representacao (IEEE 754) o nimero é
representado com 11 bits para o expoente e 52 bits para a mantissa.

Exemplo de representacdo em ponto flutuante

Para ilustrar o funcionamento de ponto flutuante, suponha um computador que use
representacdo em decimal (os computadores na verdade usam base bindria), tendo apenas 3

digitos para mantissa e o expoente sendo de -4 até 4, assim teriamos p=3 e -4<e<4.

Deste modo, o maior valor real que pode ser representado seria 0 999000, pois tomando a
maior mantissa e maior expoente, teriamos 10: x 999 = 999000.

Ja o menor valor estritamente positivo que conseguiriamos seria 0 0.001, pois tomando a
menor mantissa positiva e menor expoente possivel (-3), teriamos 10 x 1 = 0.001.

Desse modo, nesse computador simples, a variacdo de numeros "reais" que poderiam ser
representados nesse computador, seria:

Tab. 3. Maior e menor positivo que pode-se obter com a representacéo em ponto flutuante em

decimal.
- maior valor positivo em binario 999 x 10° = 999000;
- menor valor estritamente positivo em binario / x /0° = 0.001.

Erros numéricos

A primeira questao que aparece ao tratar nUmeros nao inteiros no computador digital é a
perda de precisdo ou os erros numeéricos. Por exemplo, mesmo em nota¢do decimal o valor 1/3
nao sera representado perfeitamente, ele serd registrado com algo semelhante a 0.3333 (se 0
computador utilizar 4 digitos).



Um exemplo do problema numérico esta ilustrado no exemplo abaixo, quando tentamos
imprimir as somas de 0.1 até 0. 9. Experimente copiar este trecho de c6digo e rodar em C ou
em Python, vocé devera notar que o algoritmo nunca parara! Isso mesmo, laco infinito, pois
como o computador utiliza notagao binario e convertendo o decimal 0.1 para binario, é
obtido um "binario periédico" (como a dizima periddica resultante do 1/3 que € 0.3...).

Tab. 4. Cuidado com a aritmética de ponto flutuante! Nem tudo é o que parece ser...

= 0.1
X = 0.1; X =
while (x!=1.0) { white DO
: " M . prlnt X
printf("sf\n", x); X += 0.1

X 4= 0.1; print("Final!")

}
printf("Final!\n");

Entrada e saida de flutuantes em C e em Python

Em C deve-se utilizar o formatador £ para indicar que os bits devem ser tratados como
numero em ponto flutuante, enquanto em Python deve-se utilizar a fun¢do £loat (...), como
indicado no exemplo abaixo.

Tab. 5. Como imprimir numeros em ponto flutuante.

x = float(input()) # leia e transforme em "ponto
flutuante"

print(x); # impressao simples

# Util para colocar frases mais "sofisticadas"
print("x=%f - frases mais \"sofisticadas\"" % x);
# impressoes mais sofisticadas

# Assim e' util para construir tabelas.
print("Tab.\nx=%3.2f\nx=%3.2f" % (x,x)); # o \n
quebra linha

float x; // declaracao de variavel em "ponto
flutuante"

scanf("%sf", &x); // leia como "ponto flutuante"
printf("%f\n", x); // imprima como "ponto
flutuante"

// Usar formatador %N.kf para usar N posicoes
ajustadas 'a direita e k decimais
printf("Tab.\nx=%3.2f\nx=%3.2f", x, x); //
imprima com 2 casas decimais

Aos alunos estudando com a linguagem C, tomem um cuidado adicional: o compilador C aceita
utilizar o formatador de inteiro na leitura e na impressdo de uma variavel em flutuante. Ele
trunca o valor, assim se tiver float x=1.5; efizer printf ("x=%d\n", x);, Ndo havera erro
de compilacdo e serd impresso x=1.

Uma boa fonte para pesquisar é examinar o texto na WikiPedia: floating-point.
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