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Espaço de Estados

Representação no Espaço de Estados

ẋ(t) =Ax(t) + Bu(t)

y(t) =Cx(t) + Du(t)

x: estado

u: entrada

y: sáıda
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Espaço de Estados

Propriedades da exponencial

deAt

dt
= AeAt = eAtA

e0 = I

(e−At)−1 = eAt
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Espaço de Estados

Representação no Espaço de Estados

ẋ(t) =Ax(t) + Bu(t)

y(t) =Cx(t) + Du(t)

Pré-multiplicando ambos os lados da equação diferencial por
e−At obtém-se

e−At ẋ(t)− e−AtAx(t) = e−AtBu(t)

d

dt
(e−Atx(t)) = e−AtBu(t)
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Espaço de Estados

Integrando de 0 a t

e−Atx(τ)|t0 =

∫ t

0
e−AτBu(τ)dτ

e−Atx(t)− e0x(0) =

∫ t

0
e−AτBu(τ)dτ

x(t) = eAtx(0) +

∫ t

0
eA(t−τ)Bu(τ)dτ
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Espaço de Estados

Solução em um peŕıodo de amostragem

x(kT + T ) = eATx(kT )+∫ kT+T

kT
eA(kT+T−τ)Bu(τ)dτ

Segurador de ordem zero:

u(τ) = u(kT ), kT ≤ τ ≤ kT + T
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Espaço de Estados

Fazendo η = kT + T − τ

x(kT + T ) = eATx(kT )+∫ T

0
eAηdηBu(kT )

Define-se

F = eAT G =

∫ T

0
eAηdηB
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Discretização no Espaço de Estados

Sistema discreto:

x(kT + T ) = Fx(kT ) + Gu(kT )

sendo

F =eAT = I + ATΨ

Ψ =I +
AT

2!
+

A2T 2

3!
+ · · ·

G =

∫ T

0
eAηdηB = ΨTB
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Discretização no Espaço de Estados

Exemplo: G (s) = 1
s2

ẋ =

[
0 1
0 0

]
x +

[
0
1

]
u

y =[1 0]x

Espaço de estados discreto

F =

[
1 T
0 1

]
, G =

[
T 2/2
T

]
C =

[
1 0

]
, D = 0
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Espaço de Estados Discreto

Representação no espaço de estados

x(k + 1) =Fx(k) + Gu(k)

y(k) =Cx(k) + Du(k)
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Espaço de Estados para Função de Transferênica

G (z) = C (zI − F )−1G + D

Exemplo

F =

[
1 T
0 1

]
, G =

[
T 2/2
T

]
C =

[
1 0

]
, D = 0
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Estabilidade no Espaço de Estados

Equação caracteŕıstica

det(zI − F ) = 0

Autovalores de F
det(λI − F ) = 0

Pólos de G (z) ⇔ autovalores de F

Estabilidade: autovalores de F dentro do ćırculo unitário
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Controle no Espaço de Estados

Cálculo do controlador: realimentação do estado

Cálculo do observador

Combinação do controlador + observador: realimentação da
sáıda
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Controle por Realimentação do Estado

Lei de controle

u(k) = −Kx(k) = [k1 k2 · · · kn]


x1

x2
...
xn


tal que

F − GK seja estável
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Controle por Realimentação do Estado

Equação caracteŕıstica desejada

(z − z1)(z − z2) · · · (z − zn) = 0

zn + α1z
n−1 + α2z

n−2 + · · ·+ αn = 0

Exemplo

F =

[
1 T
0 1

]
, G =

[
T 2/2
T

]
Pólos em: z = 0.8± 0.25j com T = 0.1 s
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Controle por Realimentação do Estado

Fórmula de Ackerman

K =
[

0 0 · · · 1
]
C−1α(F )

Matriz de controlabilidade

C = [G FG F 2G · · · F n−1G ]

e

α(F ) = F n + α1F
n−1 + α2F

n−2 + · · ·+ αnI

Adriano A. G. Siqueira Aula 9 - Espaço de Estados Discreto



Observador

Duas formas:

Preditor(x̄(k)): estado x(k), usando as medidas até y(k − 1)

Estimador (x̂(k)): estado x(k), usando as medidas até y(k)

Controlador: u = −K x̂ ou u = −K x̄

Adriano A. G. Siqueira Aula 9 - Espaço de Estados Discreto



Observador

Dinâmica do Preditor:

x̄(k) =F x̄(k − 1) + Gu(k − 1) + Lp(y(k − 1)− C x̄(k − 1))

sendo

Lp =


l1
l2
...
ln
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Observador

Erro de estimativa:

x̃(k) =(F − LpC )x̃(k − 1),

Se (F − LpC ) é estável ⇒ x̃(k)→ 0
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Observador

Pólos desejados: zi = β1, β2, · · · , βn

(z − β1)(z − β2) · · · (z − βn) = 0

Exemplo: Pólos do observador: z = 0.4± 0.4j e T = 0.1 s

F =

[
1 T
0 1

]
, G =

[
T 2/2
T

]
C = [1 0]
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Observador

Estimador:

x̂(k) =F x̂(k − 1) + Gu(k − 1) + Lc(y(k)− C x̂(k − 1))

Erro de estimativa

x̃(k) =(F − FLcC )x̃(k − 1),

Lp = FLc
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