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Filtragem sem alteracao a fase

o Lero-Phase Shift Filters

* O filtro H(uv) deve multiplicar a matriz complexa F(x,v)
para garantir que a fase nao seja alterada no processo de
filtragem:

F(u,v) =R(u,v) + jI(u,v) g(x,v) = FHHu,v)F(u,v)]
g(x,y) = F'Hw,v)R(,v) + jHu,v)I(u,v)]
* Note que a fase nao ¢é alterada:

H(u,v)I(u,v)
H(u,v)R(u,v)

[(u,v)
R(u,v) .

o(u,v) =tan! [ = tan! [



Filtros no Dominio da Frequéncia
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Hiu, v)
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Efeito dos filtros

Filtro
passa-baixa

Filtro Filtro
passa-banda passa-alta




Os Filtros devem ser circulares e
concentricos




Filtros Passa-Baixa

* Retira (ou atenua) as ondas senoidais de alta-frequéncia
espacial, ou seja, que estao acima da frequéncia de corte
(D) definida na construcao do filtro;

* Mantém apenas as ondas senoidais de baixa-frequéncia
espacial, ou seja, que estao abaixo da frequéncia de corte

Dy);

* Nao ha aumento na amplitude de nenhuma onda
senoidal do espectro de Fourier da imagem;

* Podem ser de varios tipos. Os mais comuns sao: Ideal,
Butterworth e Gaussiano.



Filtro Passa-Baixa Ideal

H(u,v) H (. v)
4

N D, = D(u,v)
u
/
«Todas as ondas senoidais de
e A . . ~ .
frequéncia acima da frequéncia de corte
1,seD (uv) =D, - . )
> ’ Dy) sao retiradas da imagem;
H (H,V = < < ( 0) g
0,seD (uv) > D, « As ondas de frequéncias mais baixas
~ \que Dy nao sao alteradas.



Filtro Passa-Baixas Ideal: RRRLE B I}
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Filtro Passa-Baixa Butterworth

Hu.v) Hu,v)
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(A frequéncia de corte (D) define o valor onde
a amplitude da onda é reduzida em 50%;
1 N
[_](u, V) — . As ondas de alta-frequéncia sdo cada vez

D n mais atenuadas na imagem a medida que sao
(u’v) < maiores que Dy, ou seja, o filtro possui
Do transicdo mais suave que o filtro ideal;

* O valor de n (ordem do filtro) determina a

“suavidade” do filtro.



Filtro Passa-Baixa
Butterworth (n=2)

.;'."éf o
i

aaaaaaaa

)
1]}

aaaaaadaadd

1

(]
Qi

,aaaaaad
...I-...
...a

aaaaaaaa




Filtro PB Ideal

Filtro PB Butterworth
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Filtro Passa-Baixa Gaussiano

Hu, v)

D, =10
D, =20
D, = 40

D, = 100

*D(u.v)

* A frequéncia de corte (D) define o valor onde a
amplitude da onda ¢ reduzida em 60,7%:;

2 ° - A 1 3 1
—[D(u,v)"] Ondas de alta-frequéncia sao cada vez mais

D > < atenuadas na imagem a medida que sdo maiores
—_ 0
Hu,v)=e

que Dy, ou seja, o filtro possui transicdo mais
suave que o filtro ideal;

* O filtro Gaussiano pode ser bem mais suave que
o filtro Butterworth.
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Filtro Passa-Baixa
Gaussiano
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Filtro PB Butterworth (n=2)
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FIGURE 4.15 (a) Original image. (b)-(f) Results of filtering with BLPFs of order 2,
with cutoff frequencies at radii of 5, 15, 30, 80, and 230, as shown in Fig. 4.11(b).

Compare with Fig. 4.12.

el
1]

2 aaaaaad

...a
T

aaaaaaaa

Filtro PB Gaussiano

...a
I -

aaaaaaaa

=d

g 3 d

e cl
1

aaaaaaadd

s
1]

yaadaaaad

a

:laaaaaaa

FIGURE 4.18 (a) Original image. (b)-(f) Results of filtering with Gaussian lowpass
filters with cutofl frequencies set at radii values of 5. 15, 30, 80, and 230, as shown in

Fig. 4.11(b). Compare with Figs. 4.12 and 4.15.



Filtros Passa-Alta

* Retira (ou atenua) as ondas senoidais de baixa-
frequéncia espacial, ou seja, que estao abaixo da
frequéncia de corte (D) definida na construcao do filtro;

* Mantém apenas as ondas senoidais de alta-frequéncia
espacial, ou seja, que estao acima da frequéncia de corte

(Dy);

* Nao ha aumento na amplitude de nenhuma onda
senoidal do espectro de Fourier da imagem;

* Podem ser de varios tipos. Os mais comuns sao: Ideal,
Butterworth e Gaussiano.

16



Filtros Passa-Alta Ideal

Hu, v)
. | ¢
Hu, v) 1O
— |
|
' ' = D(u, v)
“‘_,,.f \\‘. ‘ (" )
i
Hu, v)
/
«Todas as ondas senoidais de
4 ~ . . ~ .
< frequéncia abaixo da frequéncia de
0, se D (uv) = Dy < corte (D) sédo retiradas da imagem;
H (u,v) =< :
1,seD (uv) > D, » As ondas de frequéncia mais altas que
b \Do n&o sao alteradas.
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Filtro Passa-Alta Ideal
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Filtro Passa-Alta Butterworth

_________ B | Hu, v)
ll”; \ . *
u
1
H(u,v) = r
D
1+ 0 <
D(u,v)

H(u, v)
]
1.0

H . ‘.

/- A frequéncia de corte (Dy) define o valor onde a
amplitude da onda senoidal é reduzida em 50%;

» Ondas de baixa-frequéncia sdo cada vez mais
atenuadas na imagem a medida que sao
menores que Dy, ou seja, o filtro possui transicao
mais suave que o filtro ideal;

O valor de n (ordem do filtro) determina a
\“suavidade” do filtro.




Filtro Passa-Alta Butterworth (n=2)
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Filtros Passa-Alta
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Filtro Passa-Alta Gaussiano

4
oSSR H(u, v) LG
"'.\ v —
ua" e * = D(u, v)
u
/~* A frequéncia de corte (D) define o valor onde a
amplitude da onda senoindal ¢ reduzida em 60,7%;
5 * Ondas de baixa-frequéncia sdo cada vez mais
—[D(u,v)"]

< atenuadas na imagem a medida que sdo menores
que Dy, ou seja, o filtro possui transicdo mais
suave que o filtro 1deal;

Hu,v)=1-e 2Dy’

* O filtro Gaussiano pode ser bem mais suave que
\_o filtro Butterworth.



Filtro Passa-Alta Gaussiano
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Filtros Passa-Alta
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Filtros
Rejeita-Banda e

Passa-Banda



Filtros Rejeita-Banda

* Retira (ou atenua) as ondas senoidais cujas frequéncias
espaciais estao dentro de uma faixa (banda) definida na
construcao do filtro;

* Mantém apenas as ondas senoidais cujas frequéencias espaciais
estao fora da banda definida;

* Nao ha aumento na amplitude de nenhuma onda senoidal do
espectro de Fourier da imagem,;

* Sao feitos a partir da combinacao de filtros passa-baixa e
passa-alta;

* Podem ser de wvarios tipos. Os mais comuns sao: Ideal,

Butterworth e Gaussiano. y



Filtro Rejeita-Banda ldeal

H(u,v)
f )

= D(u,v)

> LN

1,seD (uv) < (D,—-W/2) u; = (Dy— W/2) u, = (Dy + W/2)

H(np) =< 0,se Dy—W/2) < D (uv) <D, +W/2)
1,seD (uv) > (D, +W/2)

-

"+ As ondas senoidais cuja frequéncia espacial pertence a faixa definida por W (banda)
sao retiradas da imagem. As ondas cujas frequéncias sao externas a banda W nao sao
alteradas;

* D, corresponde ao centro da banda W, onde o valor do filtro deve ser zero;

(_* Uy e uy sdo as frequéncias de corte do filtro.



Filtro Rejeita-Banda Ideal




Filtro Rejeita-Banda Butterworth
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H(u,v)=

2n

D(u,v)-W
D(u,v)* -

* D(u., v)

PR

w = (D — W/2) u, = (D, + W/2)

(. O centro da banda (D) define o valor onde a amplitude
do filtro ¢ zero;

* As frequéncias de corte u; € u, definem os valores onde
a amplitude da onda senoidal ¢ reduzida em 50%;

» As ondas senoidais de frequéncia espacial dentro da
faixa definida sdo cada vez mais atenuadas na imagem a
medida que se aproximam de Dy, ou seja, o filtro possui
transi¢ao mais suave que o filtro ideal;

» O valor de n (ordem do filtro) determina a “suavidade”

Kdo filtro.



Filtro Rejeita-Banda Gaussiano

H(u.v)

1.0

0.607 «

* D(u, v)

D
u; = (Dg—W/2) u, = (Dg + W/2)

"+ O centro da banda (D,) define o valor onde a amplitude
do filtro ¢ zero;

» As frequéncias de corte u; e u, definem os valores onde
a amplitude da onda senoidal ¢ reduzida em 60,7%;

* As ondas senoidais de frequéncia espacial dentro da
faixa definida sdo cada vez mais atenuadas na imagem a
medida que se aproximam de D,, ou seja, o filtro possui
transi¢ao mais suave que o filtro ideal;

O filtro Gaussiano pode ser bem mais suave que o filtro

Butt rth.
U utterwo



Filtros Passa-Banda

* Retira (ou atenua) as ondas senoidais cujas frequéncias
espaciais estao fora de uma faixa (banda) definida na
construcao do filtro;

* Mantém apenas as ondas senoidais cujas frequéncias
espaciais estao dentro da banda definida;

* Nao ha aumento na amplitude de nenhuma onda senoidal
do espectro de Fourier da imagem;

* Sao feitos a partir da combinacao de filtros passa-baixa e
passa-alta;

* Podem ser de varios tipos. Os mais comuns sao: Ideal,
Butterworth e Gaussiano.
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Filtros Passa-Banda

As equacoes dos filtros Passa-Banda podem ser obtidos a
partir das equagoes dos filtros Rejeita-Banda:

H(uav)PB =1- H(uav)RB

O centro da banda (D,) define o valor onde a amplitude do
filtro € 1.

32



Filtro Passa-Banda Ideal




Relagao entre a posicao do

pixel e a frequéncia espacial
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Intervalo de frequéncia a partir do

centro (passo)

Imagem M x N pixels

36



Em uma imagem digital, qual o valor da frequéncia

maxima representada N0 eSpectro de Fourier?

Intervalo de frequéncia a partir A 1 = 1

do centro (passo) = M ) Ax

Frequéncia Maxima

|
u . =
(Teorema de Nyquist) = max 2 Ax



Image Padding

Preenchimento da imagem
para resolver o problema
com as bordas



Solucgao para os pixels das bordas na

Convolucao:

Podem ser usadas quatro solugoes:

1. Preenchimento da imagem com qualquer valor (geralmente
zeros) antes do calculo da imagem final (padding) (constant™);

2. Espelhamento dos pixels das bordas (reflect™);
3. Replicacao dos pixels das bordas (replicate™);

4. Convolucao perioddica ou circular (wrap™);

* Fungao usada pelo Python



Multiplicacao e Convolucao

J(x,y)*g(x,y) < F(u,v)Gu,v)
f(x,»)gx,y) < Fu,v)*G(u,v)

Convolucao Multiplicacao
no dominio do @ no dominio da
tempo/espaco frequéncia




O que acontece com as bordas da imagem

para filtragem no dominio da frequéncia?

Imagem periddica considerada na

o aplicacao.da DFT
Imagem original .

PT—

Como a DFT ¢ periddica. A multiplicagao no dominio da frequéncia equivale a
uma convolucdo periédica (ou circular) no dominio do espaco.

Esse fenomeno é chamado de Wrap-around Error



O que acontece com as bordas da imagem

para filtragem no dominio da frequéncia?

Assim, se nenhum padding tor realizado, a filtragem no dominio
da frequéncia vai apresentar o mesmo resultado que uma
convolucao periddica no dominio do espaco:

Imagem filtrada por um filtro passa

Imagem original : ) .
g g baixa no dominio da frequéncia



Image Padding

B Se a convolucao periddica nao é desejavel, deve-se realizar
outro tipo de padding para resolver o problema do wrap-around
errory

" O padding deve ser realizado levando-se em conta que o filtro ¢é
do mesmo tamanho da imagem, pois a filtragem ¢ realizada no
dominio da frequéncia;

B Assim, a dimensao da imagem, apOs o padding, deve ser de pelo
menos o dobro do tamanho da imagem original.



Image Padding — 2D

f(m) f(m)
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Imagem filtrada por um filtro Imagem filtrada por um filtro

Imagem original ‘ ' ' _
passa baixa no dominio da passa baixa no dominio da

trequéncia SEM padding trequéncia COM padding






B Vantagens de se usar Image Padding para filtragem no dominio da

frequéncia:

» Evitar o wrap-around error, ou seja, evitar o resultado de uma
convolucao periddica;

" Aumentar o tamanho da imagem para se obter um ndmero maior
de pixels na representacao da imagem no dominio da frequéncia
(maior precisao do espectro de Fourier), ou seja, alterar os valores
de Au e Av, ja que eles dependem de M e N, respectivamente;

" Alterar os valores de M e¢ N (e consequentemente de Au e Av)
para que eles sejam iguais, de modo a tornar a imagem e o
espectro de Fourier quadrados, o que facilita a construcao dos
filtros;



Os Filtros devem ser circulares e
concentricos

52



Metricas de Distancia

* Os filtros circulares devem ser construidos calculando-se as
distancias dos pixels em relacio ao ponto central do espectro
(frequencia zero).

* A medida que a distancia aumenta, a frequéncia de corte também
aumenta.

Distancia Euclidiana: D, (p,q) = \/(xl — X, )2 + ()/1 ) )2



Onde fica o centro do espectro de Fourier, ou
seja, a frequéncia espacial ZERO em Python?
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Matriz de Tamanho impar 7x7

4

5

o 00 B~ wWwN

030822 - 3557

22726 + 0,65998i

19.809- 42954

24511 - 4,7286i

11857 + 598550

17265-  4p776i

-10266 + 33356i

74462 + 0262011

6,9946 - 4,3351i
22223 +  6,1232i

5,2174 - 50,745i

4927

18072 + 27 215

52174 +  50,745i
22,223 - 6,7232i

£9946 + 43351i

9.145- 122

15244 - 257

15072- 27 215

44,456 + 93,287i

36384 + 87932

-15689 - 12 B56i

92165- 1 4641

77022+ 14561

-30456 +  53591i

65109 + 140330

34496+ 3976i

35918- 479430

19807 + 93154

74462 - 026201




Matriz de Tamanho Par 6 x 6

o A W DN

1 2 3 4 S}
8- 1.7321i 1+ 133856 -7 1- 133856i g8+ 17321
M5+ 1299 -8- B8p603i -20 - 6,9282i 55+ B0B22 7- 34641i
-4+ 22517 I|/E+ 1299 20 - 27,713i 7- 173210 245+ 1299
8- 39,837i 35 - 65,818i 3583 -35+  65,818i -8+ 39,837i
245- 1299 7+ 173211 20 +  27,713i 385- 12399 -4 - 225170
7+ 34641 55- BPB22 -20 +  6,9282i -8+ 86603 1M15-  1299i




Parte inteira da

divisao por 2




Filtragem no dominio da
frequencia em Python
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Visualizacao do Espectro de Fourier

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import cv2 as cv

# Leitura da imagem
a = cv.imread('towerbridge.tif’,

m

v.IMREAD_UNCHANGED)

# Dimensdes imagem

M,N = a.shape

# Visualizacado da imagem
plt.figure()
plt.imshow(a, "gray")
plt.show()

# Dimensdes considerando padding
Mf = 2%M;
Nf = 2*N;

Transformacao dominio de frequénci

m
F

(V)]
wn

[}
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—h
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)
rt
N
P
W
-
wn
I
-
-
-
EN
S
H
n

-
2 = parametro zero padding
b

np.fft.fftshift(b)

Visualizacdo do espectro de Fourier
€ = np.abs(b)

¢_plot = 286*np.log(c+1)

plt.figure()

plt.imshow(c_plot, 'gray’)

plt.show()
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Espectro de Fourier

Mf=416%2 =832
Nf= 416*2 =832




Filtro Passa-Baixa Ideal

# Calculando o centro (// = parte inteira da divisao)
Nf//2
Mf//2

CX
cy

de corte, em pixels a partir da origem
-

4
m

J

(14]

LD

v =
D

= |

mM

[

A V]

e
’—l
t
e
Q
I
-
o
~
1o
-3
> O
wn
~~
P
Z
-
= =}
 —
p —

y in range (8,Nf):
D = np.sgrt((x-cx)**2+(y-cy)**2)
if D < De:

filtro [x,y] =1

plt.figure()
plt.imshow(filtro, g
plt.show()

(i[e)
W

-

 —
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Filtro Passa-Baixa Ideal




Filtragem no Dominio da Frequéncia

#Processamento no dominio da frequéncia

b=>b * filtro

# Visualizacao do
C = np.abs(b)
c_plot = 26*np.log(c+1)
plt.figure()
plt.imshow(c_plot, "gray’)
plt.show()
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Filtragem no Dominio da Frequéncia
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Transformada Inversa e Visualiza¢ao

da Imagem Filtrada

# Transformacao inversa

il = np.fft.ifftshift(b)
il = np.fft.ifft2(i1)
il = np.abs(il)

# Visualizacao da imagem filtrada
plt.figure()

plt.imshow(il, "gray’)

plt.show()

l’ )

rte tamanho original
l[ d:N]

] (D

# R
i1

# Visualizacao da imagem filtrada
plt.figure()

plt.imshow(il, 'gray’)

plt.show()



Transformada Inversa e Visualizacao

da Imagem Filtrada
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Paddingem PYTHON



Padding em Python (numpy)

Pelo numpy.fft.fft2, sO0 € possivel fazer
diretamente o padding com zeros (utilizando o
parametro s);

Para fazer outros paddings (symmetric, edge, wrap,
etc.), deve-se utilizar, primeiramente, a funcao
numpy .pad para realizar o padding antes de utilizar
afuncao numpy.fft.fft2.
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Funcao numpy.pad

Podem ser usadas diversas solu¢oes para o padding.
As mais comuns sao:

1. Preenchimento da imagem com qualquer valor (geralmente
zeros) antes do calculo da imagem final (padding) (constant*);

2. Espelhamento dos pixels das bordas (symmetric*);
3. Replicagao dos pixels das bordas (edge*);
4. Convolugao periodica ou circular (wrap*);

* Fungao usada pelo numpy.pad



Funcao numpy.pad

Sintaxe:

numpy .pad (imagem, ( (antes x,depois x), (antes y,depois y)),’tipo’)

[[1,2],[3,4]]
np.pad(a,((©,2),(06,3)), symmetric’)
rint(b)
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Padding Symmetric

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import cv2 as cv

# Leitura da imagem
a = cv.imread( ' towerbridge.tif",cv.IMREAD_UNCHANGED)

# Dimensdes imagem linhas,colunas
M,N = a.shape

# Visualizacao da imagem
plt.figure()
plt.imshow(a, "‘gray’)
plt.show()

a_padding_sym = np.pad(a, ((@,M),(8,N)), " "symmetric")

t Transforma
f

¢ao dominio de frequéncias
= np. .fft2(a_padding_sym)
np.fft.fftshift(b)

# Visualizacao do espectro de Fourier
¢ = np.abs(b)

¢_plot = 26*np.log(c+1)

plt.figure()

plt.imshow(c_plot, 'gray"’)

plt.show() J 7
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Resultados com a filtragem

Padding: zeros Padding: symmetric
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