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Transformada de Fourier
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E em uma Imagem?

Uma linha de uma imagem formada por uma sequéncia de pixels
de diferentes intensidades:

Pode ser representada no dominio do espaco como uma forma de
onda:




Representacao de uma lmagem como
uma func¢ao bidimensional
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Dominio da frequéncia

E no pode ser representada por uma soma
de senos e cossenos, através de suas frequéncias (f) e amplitudes (a):
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Que podem ser colocadas no formato de uma imagem como uma linha
de amplitudes em escala ¢le cinza.




Transformada inversa

Diz-se entdo, que a imagem gerada atraves das amplitudes das
frequéncias:

Ea da imagem original
dada no dominio do espaco:

E possivel aplicar sobre a imagem no dominio da frequéncia,
uma , obtendo a Imagem original.



Propriedades da DFT 2-D

1) Periodicidade e Simetria Conjugada
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Dominio do espago”

Dominio da frequéncia®

1 f(x, y) real EN F*(u, v) = F~u,-Vv)

2 f(x, y) imagindria & F~u,-v)==F|u, v)

3 f(x, y) real = R(u, v) par; f{u, v) impar
4 f(x, y) imaginaria & R{u, v) impar; [{u, v) par
5 f(—x, —y) real & F4{u, v) complexa

6 f(~x, —y) complexa & F(~u, —v) complexa

7 f¥x, y) complexa & F*~u,—v) complexa

8 f(x, y)real e par EN F(u, v) real e par

9 f(x, y) real e impar & | F(u, v)imaginaria e impar
10 f(x, y)imagindriae par | & F(u, v) imaginaria e par
11 | f(x y)imaginaria e impar | « F(u, v) real e impar
12 f(x, y) complexa e par & F(u, v) complexa e par
13 | flx y)complexaeimpar | & F(u, v) complexa e impar




Propriedades da DFT 2-D

A transformada discreta de Fourier (DFT) e sua inversa sdo periodicas:

F(uv)=FU+N,v)=Fu,v+N)=FWU+N,v+N)

Sendo N a dimensao da imagem.

Se f(x,y) for real, a DFT apresenta simetria conjugada:

F(u,v)=F (-u,~v) ou F(u,v)| =|F(-u,~v)|



Exemplo unidimensional

F(u)=F(u-+N)

Magnitude centrada na origem

F () =|F(-u)
Reflexoes
() )|
Y 4y 1 ....""'1‘-'.!:-_-.__,":”4" ~~.: ! ‘l.‘-" v . MIPLAM
“NI2 0 NIZ O ON=1 T BN
| €e——Um periodo—————»|

A transformada é formulada para valores de u no intervalo [0, N-1]



* Para uma fun¢iao unidimensional; o espectro de
Fourier fornece informacao (frequéncia, amplitude
e fase) sobre as sendides (1D) que devem ser
somadas para formar a fun¢ao desejada;

* Para uma func¢io bidimensional, o espectro de
Fourier fornece informacgao (frequéncia, amplitude,
fase e dire¢ao) sobre as ondas senoidais (2D) que
devem ser somadas para formar a fun¢ao desejada;
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Propriedades da Transformada 2-D

Multiplicar f(x,y) pelo termo exponencial, conforme abaixo, e fazer a
transformada deste produto, resulta em um deslocamento da origem
do plano das frequéncias para o ponto (Ug,V,).

f(x,y)exp|j2z (ux+v,y)/N|< F(u-u,v-v,)

Multiplicar F(u,v) pelo termo exponencial, conforme abaixo, e fazer
a Transformada Inversa deste produto, resulta em um deslocamento
da origem do plano espacial para o ponto (X,,Y,)-

f(X=Xp, Y= Yo) < F(u,v)exp[— j27 (ux, +vy,)/N]
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Propriedades da Transformada 2-D

Fazendo u, = v,= N/2 a origem da transformada de Fourier de f(x,y)
pode ser movida para o centro do quadrado de frequéncias N x N.

X+Yy

explj2z (uyx+Vv,y)/ N]=e"Y —cos z + jsenz = (-1)

0,0 no IN-T

Ou seja.

Multiplicar f(x,y) por (-1)**Y e realizar a
transformada de Fourier, simplesmente

Fuv) muda a origem das frequéncias para o centro
do quadrado.

N2

Y
u

A magnitude da Ttansformada nao é afetada:

F(u,v)exp|- j27 (ux, +Vy,)/ N ||=|F (u,V)
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Exemplo unidimensional

Para exibir um periodo inteiro, basta mover a origem da transformada
para o ponto u = N/2

(a) |F (u)]

3
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(b) IF ()|

Baixas frequéncias
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Frequéncia Zero deslocada para o centro

a F(u)

Dois periodos consecutivos
D se encontram aqui.
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D = Arranjo matricial de dados M X N, F(u, v). 16



Frequéncia Zero deslocada para o centro

17



Frequéncia Zero deslocada para o centro

Baixas Frequéncias

IF (u,v)exp|- j27z (ux, +Vvy,)/ N]|=|F (u,V)

Baixas Frequéncias |




Espectro Unidimensional e Bidimensional

|F(u) |[F(u)
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Frequéncia Zero deslocada para o centro
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https://youtu.be/D9z1TuJ30Cw
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https://youtu.be/D9ziTuJ3OCw
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Visualizacao do espectro

A escala dinamica dos espectros de Fourier
mostrados como fungOes de Intensidades, sao
geralmente muito mais alta do que a capacidade de
reproducao dos dispositivos.

Uma técnica util € comprimir a escala atraves da
exibicdo de uma funcéo logaritmo.

D(u,v) =clog[l+|F(u,v[]

F(u,v)

[0 a 2,5x10°8 [0a6,4]
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Em Python

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import cv2 as cv

100 A

200 -
#---importando imagem---
img = cv.imread( ' cameraman.tif’,cv.IMREAD UNCHANGED) 300
plt.figure()
plt.imshow(img, 'gray")
plt.show() 400
#---FFT--- 500 -
f = np.fft.fft2(img)
fshift = np.fft.fftshift(f) 0
#---visualizacdo de espectro---

magnitude spectrum = 28%*np.log(np.abs{fshift)+1) 100

plt.figure()
plt.imshow(magnitude spectrum, ‘gray') 200
plt.show()

300

400

500
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Propriedades da DFT 2-D

-1

Z
Z

-1

UX+V
f (%, y)exp[—j27( y

F(u,v) = )]

HO
O

y_

Zexp[ jZﬂ'UX/N]Zf(X v)exp[-j2zvy/N]

Z><

1
N
1
N

F(u,v)=—

(X, y) _%NZNZF(U,V)eXp[jZﬂ(UHVy

2 N

C

f(x,y)=— ! NZexp[JZﬂUXIN]Z F(u,v)exp[j2zvy/N]
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Propriedades da DFT 2-D

A vantagem da

Fourier unidimensional:

e que a F(u,v) e a f(x,y) podem ser
obtidas em dois passos por aplicacoes sucessivas da transformada de

F(u,v) —%NZ F(X,v)exp[—)2rux/N]

N
F(x,v) =N %Zf(x,y)exp[—jZﬂvy/N]
y=0

(N -

(0, 0) 1

f(x,y)

(N

(N =1)

(0, 0)

Transformadas ao
longo das linha.
I

Multiplicacao por N
-1

(N-1)

(0, 0)

F(x,v)

¥

X

Transformadas
ao longo das
e

colunas

(N-1)

(N -1T)
> ¥

F(u,v)

Y

u 38



Propriedades da DFT 2-D

Introduzindo as coordenadas polares:
X =T Ccos@ y=rsené U=WCO0S ¢ V=WS€H¢

f(x,y) e F(uv)  tornam-se: f(r,0) e F(w,¢)

A substituicao direta no par de Transformadas resulta:

f(r,0+6,) < F(w,¢+6,)

Ou seja, a rotacao de f(x,y) de um angulo ¢, implicara em uma
rotacao de F(u,v) deste mesmo angulo.
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Propriedades da DFT 2-D

4) Rotacao




Propriedades da DFT 2-D

A Transformada de Fourier e sua Inversa com
relacéo a Adicao.

U Y) + L0600 = SR )+ 3L (X, ) )

A Transformada de Fourier e sua Inversa com
relacéo a Multiplicacao.

IE (% ) £, (6 y) = S (G W) ESUE, (X ) )

41



Propriedades da DFT 2-D

Para dois escalares a e b: af (x,y) < aF(u,v)

Substituindo-se u = v = 0 na equacao da transformada 2-D:

N-1N-1

F(0,0) = fF(x,y) Logo, o valor médio de f(x,y) é:

x=0y

Z

Il
o

f(x,y) = % F(0,0)




Em Python

rt numpy &s np
ort matplotlib.pyplot as plt
ort cvl as cw

[
0O 1T 1

img = cv.imread("cameraman.tif', cv.IMREAD_UMCHANGED)
plt.figure()
plt.imshow(img, 'gray')

plt.show(
M,N = img.zhape Tamanho da imagem: (512,512)
print("Tamanho da imagem: ({},{})".format{M,M))

soma = np.sum(img) 3 Lealvl ! 1)

media = somas(M*N) ValorDC fshift[256,256]:(31815386+87)
print("Soma:{} 7 Média:{}".format(soma,media))

£ = nl_-,l_':—_,-'—'ZZI:iIT'E} 512*512*118 314
#---Valor DC--- :

valorDC = F[@,2]

print{"ValorDC:{}".format(valorDC})) - 31015306

fshift = np.fft.fFtshift(f

cx = int(M/2)
= int(Ms2)

valorDC = fshift[cx,cy]
"o



fshift - NumPy object array

252

(18169.58882..
(534111.6282..
(67262.66874..
(-287721.817..
(313141.956594..
(-572297.942..
(-79191.5894..
(-31422.54861..
(523693.1821..
(-376985.757..
(-61212.1367..
(-13826.5829..

(166458.4285..

rmat Resize

233

(398317.5737..
(-224214.778...
(-438915.1886..
(613488.2831..
(6958433.6708]1..
(124868.6396..
(-3425997.6586..
(-485975.767 .
(-453451.533..
(467788.115]..
(187968.1864..
(-325524.338.

(-96888.56497..

Em Python

234

(-33813.2776..
(-533@868@.207..
(577577.8692..
(333569.6215..
(-1148934.87..
(1522853.736..
(58@801.7235..
(-288237.892..
(199668 .79848..
(-128284.388..
(-228453.125..
(112873.4582..

(182352.5528..

[] Batkground color

235

(-319188.179..
(392484 .7234..
(-2635882.596..
(-868325.179.
[ -2483377.61.
(1915485.558.(
(-985284.578..
(735562.1965.
(-413673.185~

(286858.8657 ..

(388968.
(212939,

{-26237

1186

3375

.6382L

256

(5281.485226..
(278413 .8741..
(-666935,383..

(7321ea.9125..

(732]8a.9125..

(-6

(78413 .8741..

(-375814.936..

(86114.23328..

(2753981.254..

£935.383..

5201.485226..

237

(388968.1186~
(286858.0657
(-413873.185~
(735562.1965.
(-986284.575~
(1915485.558.
(-2483377 .61~
(-868325.179.
(-2B63882.595~
(392484.7234.
(-319188.179.
(231477.2827 .

(1287443866

238

(-228453.125..
(-12@284.388..
(199668 .7988..
(-28@237.892..
(5@a8al.7235..
(1522853.736..
(-1146994.87..
(333569.6215..
(577577 .8692..
(-53@688.207..
(-33813.2776..
(-251975.567..

(73197 .46755..

259
(187968.1664.
(467788.1151..
(-453451.535.
[ -485875.767 .
[-342997.6858~
(124868.6396.
(699433.6701-
(613488.2831.
(-438915.188~
(-224214.778.
(399317.5737.
(1475858.9518.

(123112.4852.

260 ~
(-61212.132

(-376985.7
(523693.1¢
(-31422.54
(-79191,.5€
(-572297.¢5
(313141.9¢
(-287721.€
(67282.66E
(534111.62
(18169.586¢E
(-586856.8

(92913.56€
W

Soma de todos os valores de pixel da imagem = Valor Médio * (M x N)



fshift - NumPy object array

23
(-251975.567]1.
(-33813.27762.
(-538680.2872.
(577577 .865922.
(333569.6215]...
(-1148594.572.
(1522853.7368.
(Seadel.7235].
(-288237.8926..
(1996566, 79680
(-128284.3887..
(-228453.1258..

(112873 .46829.

nmat Resize

2353

(231477.28271278966+18918.. |
(-319188.179728559193-1235..
(392454 ,7234819517+116982...
(-2638082.59822857723-2283..
(-868325.1791232547-31944...
(-2483377 . 0149647 254+3846..
(-986284.5785320778+87043..
(735562.1965835856+389277..
(-413873.1856698054+23118..
(286858.86574337534+27737..
(388060.118560567644-26245..

(212939.353759388086+98578... |

[[] Background color

Em Python

256
-375814.9366898566+587332 .676598..

(5291.405226383324+5153,.39593314..
(278413.87412932883+1272594 ,3172..
(-666935.30362864159+356164 . 86615,

(732188.9125463485+2802580.658234..

27535981, 2941309855+3388432 ,5875.2

(31815306+87)

2753981.2941308995-3388432.

(732188.9125463445- 2802580 .658234..

(-B66935.3083628p416-356164 . 88619,

(278413 .874129528583-1272504 ,3172..

Complexos Conjugados

(5281.48522638342-5165.395935144..

-375814 . 9386898566~ 587332 .67604..

257

(212939.33759388912-9057..
(388960.11869567644+2624..
(286858.0657433753-27737..
(-413873.18566989526-231..
(735562.1965835857-38927..
(-985254 .578532975-870435..
(1915485 .5586891495+45666.,
(-2483377.6149647254-384..
(-B68325.1791232547+9194..
(-263802.59822857723+228..
(392484 .7234819517-11656..
(-319188.17972859193+123..

(231477 .28271278966-1091..

(112873.4682..

(-228453.125..

(-128284.388..

(199666 .7588..

(-288237.892..

(Seasel.7235.

(1522853.736..

(-1148994 ,87..

(333569.6215..

(577577 .8692..

(-538688.2087..

(-33813.2776..

(-251975.567..

Save and Close

(-322
(107¢
(4677
(-453
(-482
(-342
(1248
(6924
(6134
(-43¢
(-224
(3922

(147%




Propriedades da DFT 2-D

8) Convolucao
Teorema da Convolucéo.

T(x,y)*g(x,y) = F(u,v)G(u,v)
T(x,y)g(x,y) = F(u,v)*G(u,v)

Convolucao Multiplicacao
o dominio o, {INEE) | no dominio da
tempo/espaco frequéncia

Multiplicacao Convolucao

no dominio do no dominio da
tempo/espaco frequéncia




Magnitude x Fase

O que € mais importante?

47



Magnitude x Fase

O que € mais importante?
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Parte Real x Parte Imaginaria
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