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Capitulo 1

Introducao

Descreve-se nesta se¢do um modelo matematico [4, 8] que pode ser empregado
em medicina para diagnosticar o Diabetes (Diabetes Melito). O corpo humano
utiliza a glicose, um tipo de agticar, como principal fonte de energia. O diabetes é
uma desordem pancredtica caracterizada pela concentracdo persistente e crescente
de glicose no sangue (hiperglicemia) e na urina (glicostiria) causada pela deficiéncia
de um hormoénio produzido pelo pancreas, a insulina.

Os diabetes mais comuns s3o os do Tipo I, Tipo Il e o gestacional. O diabetes
do Tipo |, embora possa surgir em qualquer idade, aparece geralmente antes dos
30 anos, inclusive em criangas e adolescentes, e depende de insulina para o seu
controle (insulinodependente). Algumas causas possiveis para o seu aparecimento
sao infecgdo virdtica, dieta inadequada e desordens no sistema imunolégico. Mais
frequente, o diabetes do Tipo |l ndo depende de insulina para o seu controle e
aparece na maturidade ou na velhice, em geral apds os 40 anos de idade, tendo
como causas a obesidade, a dieta inadequada e a gravidez. O diabetes gestacional
afeta sobretudo mulheres gestantes com mais de 30 anos de idade que ja tiveram
filhos pesando acima de 4kg ao nascer, ou sdo obesas, ou adquiriram muito peso
durante a gestacgao.

Os sintomas do diabetes sdo sede excessiva (polidipsia), exacerbada producio
urindria (poliuria), desidratac3o, cansaco e perda de peso. Também podem ocor-
rer a perda de visdo, da sensibilidade nas maos e pés, caibras e constipagdao. A
hiperglicemia severa e persistente pode levar ao coma. O controle da glicose no
sangue é feito por intermédio da administracdo de drogas ou insulina e pode reduzir a
suscetibilidade a algumas complica¢des associadas a doenca tais como a retinopatia.

Pode-se diagnosticar o diabetes empregando o Teste de Tolerancia a Glicose
(GTT). Neste, o individuo em jejum ingere uma dose elevada de glicose e, por um
periodo de trés a cinco horas, colhem-se amostras sucessivas de sangue que sdo
utilizadas para tabelar a variacao da concentracdo de glicose no sangue ao longo do
tempo.



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

Seja go a concentragdo de glicose no sangue do individuo ao chegar ao labo-
ratério. Se g(t) for a concentragdo de glicose medida no instante ¢ > ¢, define-se

g9(t) = g(t) — go (1.1)

como sendo a variagdo da concentracido de glicose no sangue com relacdo a con-
centracdo de chegada, onde t( é o instante em que o individuo terminou de ingerir
completamente a dose de glicose para realizar o exame.

Um modelo matemdtico [4] que relaciona as variacdes das concentracdes de
glicose e de insulina, g(t) e h(t) respectivamente, com relagcdo a seus niveis de
chegada é dado pelo sistema de equagdes

d

90 = —hg(t) — kah(t), (1.2)
%h(t) = +ksg(t) — kah(t), (1.3)

onde os parametros k; > 0, 1 < ¢ < 4, sdo determinados de forma a se obter
qualitativa e quantitativamente os valores das fun¢des g(¢) e h(t) ao longo de um
intervalo de tempo (no caso, de 3 a 5 horas). A exemplo de g(t), define-se a
variagdo de concentracio de insulina h(t) como

h(t) = h(t) — ho, (1.4)

onde ﬁo é a concentracdo desse hormonio no sangue do individuo ao chegar ao
laboratério. Apds uma noite em jejum, assume-se que os niveis de glicose e de
insulina, go e hg respectivamente, sdo niveis que expressam o equilibrio do sistema
metabdlico.

Quando um aumento na concentrac3do desvia a glicose de seu nivel de equilibrio,
parte dela é absorvida pelos tecidos e parte armazenada no figado, forcando as-
sim um decréscimo em sua concentragdo no sangue. Similarmente, um aumento
na concentracdo de insulina também acarreta um decréscimo nos niveis da glicose
sanguinea pois o hormdnio facilita seu armazenamento nos tecidos e no figado.
Este processo é descrito pela equacdo (1.2). Por outro lado, um aumento na con-
centracdo de glicose faz com que mais insulina seja secretada, aumentando a con-
centracdo desta na corrente sanguinea. O organismo, ao identificar este aumento
na concentracdo hormonal, tende a fazé-la baixar novamente. Este mecanismo de
autorregulag¢do é descrito pela equagdo (1.3).

O modelo matematico (1.2) e (1.3) é constituido de um sistema de equagdes
diferenciais ordindrias (EDOs) lineares de primeira ordem n3o homogéneas, as quais
necessitam de condicdes iniciais g(to) = go € h(to) = ho para garantir a unicidade
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de solugdo (problema de valor inicial).

Como nao existe um procedimento pratico simples para medir a concentracio de
horménios, elimina-se a fun¢do h(t) do modelo matemdtico. Derivando-se (1.2) e
utilizando-se (1.3), chega-se a equag&o diferencial ordindria linear de segunda ordem
homogénea

d? d 9
S0(t) + 20 g(0) + wPg(t) = 0, (15)

ki1 + ks

onde @ = e w? = k1k4 + koks s3o pardmetros a serem determinados com

o auxilio das medidas efetuadas no teste GTT. Neste caso, as condicdes iniciais
. d
passam a ser dadas por g(tp) = go e %g(to) = go, onde g(ty) e Eg(to) s3o,

respectivamente, a concentragdo de glicose no inicio do teste e a “velocidade” com
que esta concentracdo tende a se modificar inicialmente.

2
O diagndstico é dado observando-se o periodo T = T Se T for menor que 4
w

horas, o teste indica normalidade.

Finalmente, se o comportamento da fungdo (1.4) for conhecido ao longo do
tempo, uma simplificacdo do modelo (1.2) e (1.3) é dada por
. d

() = () = F(t,y()
(1.6)
y(to) = vo

onde y(t) = g(t), f(t,y(t)) = —ki1y(t) — kah(t) e t € [0,£], sendo £ o tempo de
duracdo do teste GTT.

1.1 O Problema de Cauchy

Um problema de wvalor inicial (p.v.i.) definido por uma equagdo diferencial
ordindria de primeira ordem com condi¢o inicial, como (1.6), é chamado Problema
de Cauchy [1, 5, 10, 18].

O Problema de Cauchy

dt (1.7)
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Como uma equacdo diferencial ordinaria de ordem superior a um pode, através de
uma substituicdo adequada, ser escrita como um sistema de equacdes diferenciais
ordindrias de primeira ordem, (1.7) também representa um sistema de equa¢des
diferenciais. Neste caso, tem-se

g(t) = @) o) - gm@)]",
fit,y(t)) fit, y1(t),y2(), - ym(2))
fa(t,y(t)) Fa(t,y1(t), 2(t), - ym(2))
f(tvy(t)) = : = .
Jm(t,y(t)) T y1(t),y2(), -, ym (1))
e
y1(to) = Y10
y2(to) = Y20
Y (t0) = Ymo

Da teoria de equa¢des diferenciais [2, 15, 18], sabe-se que para uma equagio
diferencial ordinadria de ordem m ou para um sistema de m equagdes diferenciais
ordindrias de primeira ordem sido necessdrias exatamente m condi¢Ges iniciais para
garantir unicidade de solu¢do. Para outras equacdes diferenciais, a unicidade de
solu¢do é determinada n3o somente pelas condi¢des iniciais, como também pelas
condicdes de contorno. Neste caso, a solucdo deve satisfazer a restrices nos ex-
tremos do intervalo de integragao.

Exemplo 1.1. Solucione o p.v.i.

d
Ey(t) =3ty(t), t>0

y(0) =1

Em (1.8), tem-se uma equagao diferencial ordindria linear, de primeira ordem,
homogénea.

(1.8)

y(t) = 3ty(t)
1

y(t) d
1 d
/EE

<
—~
~
~—
QU
~

Il
w
+
U
~

y(t) = Ceit (1.9)
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Usando a condigao inicial em (1.9), tem-se que

y(0)=C=C=1.

Logo,

y(t) = es".

Exemplo 1.2. Solucione o p.v.i.

da
dat?

y(0) =1

() = 2y(t) + e,

t>0

(1.10)

(1.11)

Em (1.11), tem-se uma equagdo diferencial ordindria linear, de primeira ordem,

nao homogénea.

Fator integrante: eJ —2dt = ¢=2t

Usando a condi¢do inicial em (1.12), tem-se que

672156315

/etdt

e+ C
e3t T C€2t

y(0)=14+C=C =0.

Logo,

y(t) = et

Exemplo 1.3. Reescreva o p.v.i.

y'(t) +2y'(t) — 3y(t) =0,

t>0

(1.12)

(1.13)

(1.14)
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como um sistema de duas equacgoes diferenciais ordindrias de primeira ordem.
Convencgoes:

y(t) = vi(t); (1.15)
y'(t) = () =y(b); (1.16)
y'(t) = yslt) (1.17)

Substituindo-se (1.15), (1.16) e (1.17) em (1.14), tem-se que:
y1(t) = y2(t)
Ya(t) = —2ya(t) + 3y (1)

y1(0) = k1

y2(0) = ko

O Problema de Cauchy (1.7) admite uma tnica solu¢io y € C!([a,b]) se f(t,y)
for continua e de Lipschitz.

Teorema 1.1 (Condicdo de existéncia e unicidade de solugao do Problema de
Cauchy). Seja o problema de valor inicial

d
Zu(t) = f(t.y(1)) | (1.18)

y(a) =yo
onde f :[a,b] x R™ — R™ € continua na primeira varidvel e satisfaz a Condi¢do

de Lipschitz na seqgunda varidvel. Entdo, existe uma unica solu¢do para o p.v.i.

(1.18).

A demonstracdo do teorema de existéncia e unicidade de solugdo do Problema
de Cauchy pode ser encontrada em Butcher [5].

Definic¢ao 1.1 (Condigao de Lipschitz). Uma funcgdo f(t,y) satisfaz a Condi¢do
de Lipschitz na varidvel y, (t,y) € @ C R x R™, se e somente se existir uma
constante L > 0 tal que

Lf(t 1) = f(&y2)ll < Ly — 2] (1.19)
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para quaisquer par de pontos (t,y1) e (t,y2) em Q.

Na Definicdo 1.1, L é a constante de Lipschitz e pode-se mostrar a desigualdade
de Lipschitz (1.19) através do Teorema do Valor Médio [9].

Exemplo 1.4 (Condicao de Lipschitz). Sejam

D = {(ty); 1<t<2 -3<y<4}e
fty) = tyl
Assim:
1f@y) = fEy)ll = [ty —tlyal ||
= [t| Iys] = lya! |
< 2||Z/1*y2||-

Portanto, f(t,y) satisfaz a Condi¢ao de Lipschitz com constante L = 2.

Quando f (t,y(t)) é continua, o Problema de Cauchy (1.7) pode ser colocado
em uma forma integral, ou seja,

y(t) - ylts) = / £(5,y(s))ds. (1.20)

A forma (1.20) é obtida aplicando-se o Teorema Fundamental do Célculo a (1.7).

De agora em diante, o Problema de Cauchy (1.7) serd solucionado numerica-
mente e admitir-se-4 que 0 mesmo tem uma tnica soluc3o.

1.1.1 Exercicios

Exercicio 1.1. Verifiqgue que a solugdo (1.10) satisfaz de fato o p.v.i. (1.8).
Exercicio 1.2. Verifique que a solugao (1.13) satisfaz de fato o p.v.i. (1.11).
Exercicio 1.3. Obtenha (1.5) a partir de (1.2) e (1.3).

Exercicio 1.4. Reescreva o modelo (1.5) como um sistema de equagies dife-
renciais ordindrias de primeira ordem.

d
Sugestao: Use y1(t) = g(t) e y2(t) = Eg(t).
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1.2 Discretizagao do Problema de Cauchy

Com as técnicas matemadticas conhecidas, pode-se determinar a solugdo exata de
um pequeno nimero de equacgdes diferenciais. Para a esmagadora maioria é possivel
apenas calcular solugdes aproximadas. Contudo, estas ndo podem ser determinadas
em todos os pontos do dominio. Isto é facil de entender quando se pensa nas res-
tricdes impostas pelo uso do computador, tais como aritmética de ponto flutuante
(nem todos os nidmeros reais podem ser representados) e limitacdes de tempo e
membdria.

Ao solucionar numericamente o Problema de Cauchy (1.7), objetiva-se determi-
nar uma aproximac¢do da solu¢do exata em um conjunto discreto finito de pontos
definido por

a=to,t1 =to+ At1,ta =t1 + Atg,--- ,b =1, =t,_1 + Atp,

onde cada Aty, 1 < k < n, denota o passo de integracdo necessario para ir det,_1
a tp. Adota-se um passo de integracdo uniforme, isto &,
b—a
At =Aty=---=At, =At=h= ,
n
ty = a+ kAt = a+ kh,

onde n é o ndmero de parti¢des uniformes efetuadas no intervalo [a,b]. Uma vez
obtida a solugcdo aproximada nos pontos tj, pode-se empregar as técnicas estudadas
em um curso introdutério de Célculo Numérico [7, 13, 14, 17] (interpolagdo polino-
mial e aproximag3o de fun¢des por splines ou pelo método dos minimos quadrados)
para obter uma aproximac¢3do continua valida em todo o intervalo de estudo.

Para ilustrar uma das possiveis abordagens empregadas na discretiza¢do do Pro-
blema de Cauchy, considere-se sua forma diferencial (1.7). Supondo que a solugdo
y(t) seja lnica e que tenha pelo menos m derivadas continuas, pode-se expandi-la
em uma Série de Taylor

2 m
(i 1) = ylt) + hyO(t) + 5yt +o ™), (121)

para algum ponto &, t, < £ < tg4+1. Lembrando que y(tx+h) = y(tx+1), reescreve-
se (1.21) como

y(tes) —yte) h (9 Ao
P =V gD (ty) + Sy 1)+ + oy ™). (122)
Quando h é suficientemente pequeno tem-se que
t — y(tg
Pl 200 o 1, = ft,ylt0) . (1.23)

h

De (1.23) deriva-se o Método de Euler, uma proposta simples de discretizacdo
do Problema de Cauchy.



1.2. DISCRETIZACAO DO PROBLEMA DE CAUCHY 9

Método de Euler

Yo = y(to)
(1.24)
Y1 = Yp +h @k, yr, h)
b—a
com tgy1=tp+h 0<k<n—-1 h=—— e @(tk,yk,h) = f(tk,yk).
n
Exemplo 1.5. Discretize o Problema de Cauchy
d 2t
Sylt) = *y(t), 1€ (0,1
, (1.25)
y(0) =1
cuja solugao exata é
e2t_q
y(t)=¢e =,

Ykt1 = yk + he*lryy
(1 + hth’@) Yk

0<k<n-1
k=0=y = (1+ he?v)y,
k:1:>y2:(1+h€2t1)y1
k:2:>y3:(1+h62t2)y2

Yrr1 = (14 he*™) yy

Exemplo 1.6. Calcule as solugdes numérica e exata do p.v.i. (1.25) emt = 1.
No cdlculo da solu¢ao numérica, empregue a discretizacao do Fxemplo 1.5 com

h=1.

1 3
k:1:>y2 = (

1 3} 3
1+—el) (—) = 7 (e+2)~ 3,539

2
y(l) = e = =24,399
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No Método de Euler, calcula-se a aproximagdo yiy1 da solugdo no instante
tix4+1 conhecendo-se apenas o valor da aproximagdo no instante de tempo t; ime-
diatamente anterior. Métodos numéricos com esta propriedade sdo denominados
de métodos de passo tinico ou métodos de um passo (tradugdes livres dos termos
single step methods e one step methods, respectivamente). Além disso, o Método
de Euler é um método explicito , isto é, ndo é necessario solucionar qualquer tipo de
equacgao algébrica: a aproximacdo yi41 pode ser calculada diretamente pela soma
das parcelas do lado direito de (1.24).

Geometricamente, o Método de Euler (1.24) fornece a aproximagdo yi+1 por
meio da reta tangente a curva que define a solucdo exata. A equagdo da reta
tangente ao gréfico da solu¢do exata no ponto (to,yo) é dada por

r(t) —yo = (t —to)y'(to) = (t — to) f(to, o)

Quando t = tg+h = t1, tem-se que r(to+h) = yo+h f(to,y0) = y1. A Figura 1.1
ilustra a interpretacdo geométrica.

A

y(ty)

¥

N

Figura 1.1: Interpretacao geométrica do Método de Euler.

Outros trés métodos que se enquadram na classe dos métodos de passo tnico
sdo o Método de Euler Implicito, o Método de Euler Aprimorado e o Método do
Trapézio.
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Método de Euler Implicito

Yo = ylto)
(1.26)
Uktr = Yk +h®(tk, yrr1,h)
b—a
com tpy1=tpx+h 0<k<n-—-1, h= e
n
O(tr, yrer1,h) = [tk + hy yry1)-
Método de Euler Aprimorado
vo = y(to)
(1.27)
Ykt1 = Yk +h®(tr, Yk, h)

b— 1
com tpy1=tp+h 0<k<n—1, h=-—2, (tr, o, h) = 5 (k1 + k2)
n

e
k1 = f(tr, yx)
ko = f(ti + h,yr + h k1)

Método do Trapézio

vo = ylto)
(1.28)
Ykrr = Yk +hP(tk, Yk, Yry1, h)
b—a
com tgy1=tpr+h 0<k<n—-1, h= e
n

(I)(tka Yk Yk+1, h) = (f(ﬁlwyk) + f(tk + h7yk+1)) .

N~

O Método de Euler Aprimorado (1.27), assim como o Método de Euler (1.24),
é um método explicito. J4 nos Métodos de Euler Implicito (1.26) e do Trapézio
(1.28), para avancar a solugdo no tempo é preciso solucionar uma equag3o algébrica
cuja incdgnita é yg+1. Por exemplo, se f(t,y) = sin(y + 7t), reescreve-se o Método
do Trapézio (1.28) como

h . h .
Ykt1 — 5 sin(ygp4+1 + 7ter1) = Yk + 3 sin(yy + 7tg). (1.29)
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Em (1.29), para cada instante de tempo é necessario empregar um método como o
de Newton [7, 13, 14, 17] para determinar a raiz yx+1. Um método como o Método
de Euler Implicito ou o Método do Trapézio é chamado método implicito.

Em uma outra abordagem, empregam-se na discretizacdo do Problema de Cauchy
técnicas de quadratura numérica ao invés de expansbes em Série de Taylor. Essa
abordagem é uma das formas naturais de se obter métodos de passo miiltiplo (mul-
tistep methods). Nestes, para determinar yi1, deve-se conhecer aproximagdes da
solugdo em p instantes anteriores yi, Yk—1, Yk—2, --., Yk—p+1. O30 por este mo-
tivo conhecidos como métodos de p passos. Como exemplo, sdo apresentados os
Método de Adams-Bashforth e de Adams-Moulton de quatro passos.

Método de Adams-Bashforth

yo = y(to), yp pré-determinado, 1 <p <3
(1.30)
Yet1 = Yo+ (55 fk — 59 fr—1 + 37 fr—2 — 9fr_3)

b_
com 3<k<n—1, h=——2" fiim=fto—m,Yo—m) € 0<m<3.
n

Método de Adams-Moulton

Yo = y(to), Yyp pré-determinado, 1 <p<3
(1.31)
Yol = Uk + 725 (251 fog1 + 646 fx — 264f5_1 + 106 fr—2 — 19 fr—3)
b—a

com 3<k<n-1, h= v Them = f(tkem, Yk—m) € —1<m<3.
n

O método (1.30) é apenas um dos muitos métodos pertencentes a classe dos
métodos de Adams-Bashforth. Todos eles sdo explicitos e envolvem um nimero
maior ou menor de passos no tempo. O mesmo se pode dizer do método (1.31),
com a diferenca de que é um método implicito.

Nos métodos de passo miiltiplo s3o necessarias as aproximac¢oes da solugdo em
alguns dos instantes iniciais. Por exemplo, para empregar (1.30) tem que se conhe-
cer as aproximagoes y1, Y2 € y3, além da condigdo inicial yg. Estas aproximagdes
podem ser determinadas através do emprego de um método de passo Unico.

O Método de Simpson, outro método de passo mdiltiplo, pode ser obtido através
da forma integral (1.20) do Problema de Cauchy. Considerando o intervalo de tempo
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tp—1 <t < tgg1, chega-se a

Y1) —y(te—1) = /

tp—1

tr41 d

Ly(s) ds :/M Fls,y(s))ds.  (1.32)

tr—1

Empregando-se quadratura numérica [7, 13, 14, 17], aproxima-se a integral em
(1.32) pelo Método de Simpson. Dessa maneira, integra-se o polindmio de segundo
grau pa(s) que interpola f(s,y(s)) nos pontos $,—1, Sn € Spt1. O polindmio pa(s)
é escrito na forma de Lagrange como

p2(s) = f(tes1, Y(thr1)) Liy1(s) + f(tr, y(tr)) Li(s) + f(tr—1,y(tk—1)) Lr-1(s) ,

(1.33)
onde L;(s) sdo os polindmios de Lagrange
—t .
Lis) = I, >—C. iy, (1.34)
j—ti

para j = k—1, k e k+ 1. Substituindo-se (1.34) em (1.33) e admitindo-se um
passo de integracdo constante no tempo, chega-se a

(s —th1)(s — tk) (s —te1)(s — thy1)

p2(s) = fltot1,y(tk+1)) T — [, y(te)) %
b eyl BT ) (135)

o qual é integrado no intervalo [t;_1,tx+1]. Como resultado, tem-se o Método de
Simpson

h

Y(tet1) —y(te—1) = 3 (e, y(tr1)) + 4 (tr, y(te)) + f(te-1, y(t—1))],
(1.36)

um método de dois passos implicito.

Método de Simpson

yo = ylto), w1 pré-determinado
(1.37)
Ykt = Yk-1+ 2(ferr + A4Sk + fro1)

b,
com 1<k<n-1, h=-—"2 foem = f(oem:Yp—m) € —1<m< L
n

Além da expansdo em Série de Taylor e da quadratura numérica, outras aborda-
gens s3o possiveis no desenvolvimento de métodos para solucionar numericamente
equacdes diferenciais ordindrias, como por exemplo a extrapolacdo [14] e a inter-
polagdo por splines [10].
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Exemplo 1.7. Discretize o Problema de Cauchy
%y(t) = sin(y)
y(to) = vo

usando:

1. 0 Método de Euler Aprimorado (1.27);
{ Yo = y(to)

Ykt1 = Y + & [sin(yx) + sin (yx + hsin(yx))]
2. 0 Método do Trapézio (1.28).
{ Yo = y(to)

Yk+1 = Yk + = (sin(yx) + sin(yx41))

1.2.1 Exercicios

Exercicio 1.5. Discretize o modelo simplificado (1.6) para o diabetes usando
0 Método de Euler Aprimorado. Escreva um programa em linguagem C [6, 16]
que forneca a solu¢do aprozimada gr+1 dados to, tfina, 7 e g(to). Prepare um
arquivo de saida do tipo

to 90
ty g1
tn 9n

que serd utilizado para tracar o grdfico da solugdo aproximada.

Exercicio 1.6. Discretize o modelo simplificado do diabetes (1.6) utilizando o
Método de Adams-Bashforth (1.50).

Exercicio 1.7. Empregue o Método do Trapézio

yo = y(to)
Yht1 = Yk +hP(te, Yrs Yrt1, h)

h—
com tpr1=tx+h, 0<k<n—-1, h= a’ e
n

(I)(tkaykayk-‘rlah) = (f (tkayk)+f(tk+hayk+1))

N =

para discretizar o modelo bioldgico presa-predador definido por

. zy
= 1.2z —2%2—
o T T 02

. L5zy
4= z+0,2 Y
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1.3 Suplemento tedrico

1.3.1 Teorema do Valor Médio

Teorema 1.2. Seja f(t) uma fungdo que satisfaz as sequintes hipdteses:
1. f(t) € continua no intervalo [a,b];
2. f(t) € derivdvel no intervalo (a,b).

Entao, existe um nidmero ¢ € (a,b) tal que

1.3.2 Conjunto convexo

Definigao 1.2. Um conjunto D C R? é convexo se para quaisquer pontos (t1,y1)
e (ta2,y2) pertencentes a D, o ponto

((1 — )\) t1 + )\tQ, (1 — >\) Y+ )\yg)

também pertence a D para todo A € [0,1].

Teorema 1.3. Se f(t,y) ¢ definida em um conjunto convezo D C R? e existe
uma constante L > 0 tal que

‘a%f(t,y)' <LV(ty)eD,

entao f(t,y) satisfaz a Condi¢ao de Lipschitz em D na varidvel y com constante
de Lipschitz L.
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1.3.3 Problema de valor inicial bem posto

Definigao 1.3. O problema de valor inicial

%y(t) = f(tvy(t))a te [avb]
(1.38)
y(a) = a
€ dito bem posto se:

1. Eziste uma tnica solugdo y(t);

2. ¥ e>03k(e) >0 com a propriedade de que, sempre que |eg] < € e 6(t)
for continua com |0(t)| < € em [a,b], a solugcdo Unica z(t) para o problema

d

2(t) = F(t,2(1) +6(t), ¢ € [a,0]
(1.39)

z(a) =a+ e

exriste com

|z(t) — y(t)| < k(e)e, ¥V t € [a,].

O problema de valor inicial (1.39) é chamado problema perturbado associado
ao problema de valor inicial original (1.38).

Teorema 1.4. Seja D = {(t,y); a <t <bey €] —oc0,00[}. Se f(t,y) € uma
funcdo continua que satisfaz a Condicao de Lipschitz na varidvel y em D, entao
o problema de valor inicial

Slt) = 7(t.y(0)

y(a) = o

€ bem posto.
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1.3.4 Teorema de Picard

Teorema 1.5. Seja f(t,y) continua e de Lipschitz em Q =1, X By, onde I, =
{t:[t —to|l < a} e By = {y;[y — yo| < b}. Se |[f(t, )]l <M em Q, entdo ewiste
uma unica solugcdo de

u(t) = 22y() = f(t,u(t)

y(to) = Yo

em I, onde « = min{a, % .

A demonstragdo do Teorema de Picard pode ser encontrada em Doering [2],
Sotomayor [18] ou no Apéndice D.

1.3.5 Teorema Fundamental do Calculo

Teorema 1.6. Se f(x) é continua em [a,b], entdo

b
| fade=Fia) - F),

onde F(z) € qualquer primitiva de f(x), isto €, F(x) é uma fungdo tal que

1.3.6 Série de Taylor de uma funcao de uma variavel

Seja f : R — R uma fungio de classe C"*1. A Série de Taylor de f(t) com
centro em t =ty (t —to = h) é definida como

x4 (k)
f(t)ZZfTEtO)(t—to)k, |t —to| < R, (1.40)
k=0 ’

onde R é o raio de convergéncia da série.

Truncando-se a série (1.40) em n, pode-se escrever a fungdo f(t) como

f(t) = pn(t) + R (). (1.41)
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Em (1.41), pn(t) é o polindmio de Taylor de grau n, enquanto R, (t) é o resto
da expans3o, ou seja,

" fR) (n+1)
) =3 - R = 10) - a0 = Fy - w0,
com ¢ € (to,t).
Considerando-se n = 0 em (1.41), tem-se que
f(t) = f(to) + Ro(t). (1.42)
Como
Ro(t) = f'(e)(t — to),

(1.42) é reescrita como

f@E) = flto) = fi(e)t—to), (1.43)

exatamente o que afirma o Teorema do Valor Médio.

A Série de Taylor tem muitas aplica¢bes, como por exemplo, no desenvolvimento
de técnicas de solugdo numérica de equacdes diferenciais ordinarias e equagdes
diferenciais parciais.

Exemplo 1.8. Calcule o valor de uma fungao f(t) de classe C™ ((—o0,00))
emt+h.

Para tanto, basta expandir f(t) em Série de Taylor e truncd-la em um n
determinado.

L () = £ + O+ o

——
p1(t) Ry (t)

2 3
2 (64 R) = 50+ RFO @) + o f D) + e fO )
—_———
p2(t) Ra(t)

h? h3 h*
3£+ R) = S0+ V@) + 1O+ OO + 57 )
—_——

pg(t) Rs(t)
4.
h2 th
fle+h) = JO+ROW)+ D)+t 5 7O+
p1o(t)
hll
)
TR AR
————
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5.
h2 thO
FE+h) = FO+RO@+ O+ 4 550 +
p1oo(t)
thl
w (101)
T AN S
~—_——
Rioo(t)

1.3.7 Série de Taylor de uma funcao de duas variaveis

Seja f : R? — R uma fungio de classe C" 1. Pode-se expandir f(t,y) em uma
Série de Taylor com centro em (t,y) = (to,y0) (t —to =h e y—yo = k) em duas
etapas. Primeiramente, expande-se na direcdo t e, em seguida, na direcao y.

Expandindo-se na direcao t:

fto+h,yo+k) = f(to,yo+k)+
(g ——

I

+ b fi(to,yo + k) +
N————

17
2

h
+ o Jee(to,yo + k) +
(RS

11
h3
+ ?fttt(glayO"’k/’)- (1.44)
ee—o o ———
v
Expandindo-se cada termo (1111l e 1V) na direcdo y:
kQ
flto,yo +k) = f(to,y0) + kfy(to,yo) + Efyy(th Yo) +
k3
+ gfyyy(t()v@);
k
fe(to,yo +k) = fito,yo) + & fey(to, yo) + Eftyy(t(); Yo) +

k3
+ gftyyy(tOvEB%

fee(to, yo + k)

3
+ gfttyyy(toa €4);

k
fee(to, yo) + E feey(to, yo) + Efttyy(t()a Yo) +
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]{?2
frtle,yo+ k) = fueler,yo) + kfery(e1,90) + gftttyy(&ayo) +
k3
+ ?ftttyyy(€1;€5)-
Substituindo-se a expansdo de cada termo (L1111l e IV) em (1.44):

2 3

f(to+h,yo + k) = f(to,yo) + kfy(to, yo) +
k
+§fyy(t05 yO) + gfyyy(tmff?) +

k2 k3
+h |:ft(t07y0) + k fiy(to,yo) + ?ftyy(t&y()) + yftyyy(tO; 63)] +

h? k2 k3
+tor [ftt(th Yo) + K frey(to, yo) + ?fttyy(th Yo) + gfttyyy(tO; 64)] +

h3 k2 k3
er |:fttt(€17y0) + k ferry(e1, yo) + gftttyy(é‘l,yo) + yftttyyy(slaES):| ;

f(to+ hyyo + k) = f(to,yo) + hfi(to,yo) + kfy(to,yo) +

h? 2hk k2
+§ftt(toayo) + Tfty(thyO) + Efyy(th?JO) +
h3 3h2k 3hk? k3
+§fttt(t0,yo) + Tftty(th yo) + Tftyy(th Yo) + ?fyyy(thyO) +
4 4 31{/’ 21{/’2
Iftttt(thyo) + Tfttty(thQO) + Tfttyy(thyO) +

4hk? k4
+Tftyyy(t0a yO) + Ifyyyy(thQO) +

+R(€1352) £€3,¢&4, 65)'

Uma generalizagdo para a expansdo em Série de Taylor em torno do ponto
(to,yo) é dada por

oo n n

1 0
f(t,y)zz Ezcznhlkn Wyn,if(to,yo) )

n=0 T i=0

|
comn:0,1,2,...,CZ”:ﬁ,t—tOZh:Atey—yOZk:Ay.
1\ —1):
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1.4 Nota biografica

AUGUSTIN: .
CAUCHY  pijetf 13 g
TR9h7 e AR

rz—a

IQUE FRANCAISE

REPUBLI

LAPOSTE 1989~

Augustin Louis Cauchy! (1789-1857)

Nascido em Paris em 21 de Agosto de 1789, Cauchy teve uma infancia contur-
bada por eventos ligados a Revolu¢do Francesa. Buscando um lugar mais seguro
para viver, seu pai mudou-se para Arcueil quando Cauchy tinha quatro anos. En-
tretanto, a escassez de alimentos o forcou a retornar a Paris pouco tempo depois.

Pierre Simon Laplace e Joseph-Louis Lagrange eram amigos da familia e vi-
sitavam com frequéncia sua casa. Ao que parece, Lagrange se interessou pela
educagdo matemdtica de Cauchy, aconselhando seu pai a inscrevé-lo primeiro na
Ecole Centrale du Panthéon (1802), onde Cauchy estudou por dois anos os idomas
classicos. Em 1804, Cauchy teve aulas de Matematica e, em 1805, fez o exame de
admiss3o para a Ecole Polytechnique, tendo sido examinado por Jean-Baptiste Biot.

Na Ecole Polytechnique, Cauchy teve André-Marie Ampeére como instrutor de
andlise. Graduou-se em 1807 e foi estudar engenharia na Ecole des Ponts et
Chaussées. Aluno excepcional, como trabalho pratico de seu curso, Cauchy foi
incumbido de auxiliar no projeto da construgcdo do Canal de Ourcq, trabalhando sob
a orientacdo de Pierre Girard.

Seu primeiro emprego foi nas instalagdes portudrias de Cherbourg, a servigo da
frota de Napoledo (1810). Apesar do trabalho ser extenuante, Cauchy dedicou-
se simultaneamente a leitura dos livros Mécanique Céleste, de Laplace, e Théorie
des Fonctions, de Lagrange, partindo em seguida para a pesquisa em matematica.
Encorajado por Adrien-Marie Legendre, escreveu e publicou trabalhos na drea de
geometria em 1811 e 1812.

Cauchy adoece e sob licenca médica volta a Paris, onde submeteu um trabalho
sobre fungdes simétricas no jornal da Ecole Polytechnique em fins de 1812 (publi-
cado em 1815). Com o término de sua licenca médica, Cauchy retorna a contragosto
para seu trabalho em Cherbourg, o qual ele abandona pouco tempo depois. Retorna
a Paris onde tenta, sem sucesso, encontrar uma posi¢cdo académica. Consegue, en-
tretanto, trabalhar como engenheiro no projeto do Canal de Ourcq junto com Pierre

1J.J. O’Connor e E.F. Robertson, MacTutor History of Mathematics
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Cauchy.html
Carl B. Boyer, Histéria da Matemdtica [3]
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Girard.

Ingressa em 1815 na Académie de Sciences apds ter resolvido uma das conjec-
turas de Pierre de Fermat. Foi apenas em 1817 que ele consegue uma posi¢ao no
College de France quando Biot se afasta para participar de uma expedi¢do a Escdcia.
Cauchy foi o primeiro a estudar rigorosamente a convergéncia de séries infinitas e
a definir o conceito de integral. Escreveu o texto Cours d'analyse em 1821 para os
estudantes da Ecole Polytechnique, o qual continha os teoremas bésicos do calculo
com demonstrag¢des rigorosas. Iniciou estudos sobre o célculo de residuos em 1826,
tendo introduzido o conceito de fun¢do de uma varidvel complexa em 1829.

Cauchy tinha uma personalidade dificil e ndo se dava particularmente bem com
seus colegas cientistas. Com frequéncia trazia sua fé religiosa, o catolicismo, para o
ambiente de trabalho. Em uma ocasido, tomou o partido dos jesuitas colocando-se
contra a Académie de Sciences.

Em 1830, Cauchy pede licenca e se afasta de seu trabalho viajando para Turin
e depois Praga, onde passa a tutorar o neto de Charles X. Retorna a Paris em 1838
e, devido a alteracdes politicas, ele reassume sua posicdo na Académie de Sciences
mas ndo suas posi¢oes de professor, uma vez que o regime politico vigente exigiu
dele um juramento de fidelidade, o qual Cauchy se recusou a fazer.

Sua produtividade caiu nos anos subsequentes, embora ele tenha desenvolvido
importantes trabalhos em equacdes diferenciais e em fisica matematica. Foi apenas
em 1848, com uma outra mudanca politica, que Cauchy reassumiu suas posi¢Ges
académicas.

Os dltimos anos da vida de Cauchy foram marcados por disputas académicas
com Joseph Liouville e cientificas com Jean-Marie Duhamel, o que o isolaram ainda
mais junto aos colegas e o amarguraram até o fim.

Cauchy faleceu em Sceaux, préximo de Paris, em 23 de maio de 1857, deixando
um legado cientifico vasto com mais de 780 trabalhos em revistas e uma obra
publicada em 27 volumes. Foi pioneiro no estudo de andlise e teoria da permutagio
de grupos. Desenvolveu pesquisas em convergéncia de séries infinitas, equagoes
diferenciais, determinantes, probabilidade, fisica matemdatica e andlise complexa,
entre outras areas.
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1.5 Exercicios resolvidos

1. Mostre que o Método de Euler

Yo = y(to)
Yk+1 :yk'i_hq)(tkaykah)? tk+1:tk+h7 nggn_l
com
b—a
O(t,yr, h) = f (te,yx) e h= n

é um método linear explicito e de passo tnico.

Solucdo

Yrt1 = Yk + h®(tr, yr) = Yer1 = Yu + hfr = Yrp1 —yp — hfe =0
—_—

F(yr,Yrt1,fx)

F(yr, Yr+1, fx) = Yer1 — yr — IS

O operador F acima define o Método de Euler. Para mostrar que o método é
linear, basta mostrar que o operador F’ é linear. Assim sendo, deve-se verificar
que

F(ys, + @i, Y1 + @l 1, Fr + fi) = F (Y Yt1s fr) + @F (G, Gt fr)-

Fyr + 0¥k, Yes1 + 01, fr +afi) = Yk + k1 +ypt
+ ok + fi +afe
= Yr+1 — Yk — hfet
+  afry1 — agy — afy
= Yk+1 — Yk — hfit
+  a(rsr — Uk — [r)
= F(Yk: Yrt1, fr)+
+  aF (U, Urt1, fr)-

Portanto, o Método de Euler é linear.

Com relagdo ao Método de Euler, tem-se ainda que:

e O método é explicito porque para calcular yiy1 utilizam-se apenas as
informacdes da k-ésima iteragdo, no caso yi, h e f(ti, yk);
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e E de passo tnico pois para calcular a aproximag¢do no instante ¢ sdo
necessarias somente as informagdes do instante imediatamente anterior
tr-

2. Seja

#(t) + 0,12i(t) + 22(t) = 0 (1.45)
com condigoes iniciais (0) = 1 e £(0) = 0.

(a) Reescreva a EDO de segunda ordem como um sistema de EDOs de
primeira ordem;

(b) Discretize o sistema obtido no item (a) usando o Método de Euler.
Solucdo

(a) Conven¢des adotadas:

—~

1.46)
1.47)

yi(t) = z(t) = ga(t) = (1),
y2(t) = 41(t) = (1) = ga(t) = &(1).

—~

Substituindo-se (1.46) e (1.47) em (1.45), obtém-se:

Assim, tem-se o sistema de EDOs a seguir.

71(t) = y2(t)
{ U2 (t) = —0,12ya(t) — 2y1 (1) (1.49)

Como
z(0)=1=y1(0)=1e (0) = 0= y2(0) =0, (1.50)

os dados iniciais do sistema (1.49) s3o

{ y(0) =11 (1.51)
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(b) Discretizagdo do sistema de EDOs pelo Método de Euler.
k+1 k k
Y1 Y1 Y2
[ vt ] [ vs ] [ —0,12y5 — 2y} ]
Yik+1 | _ | Y1k +h Y2k
Y2,k41 Y2,k =0, 12y2k — 2y1k

3. Obtenha o Método do Trapézio

ou

{ Yo = y(to)

Yk+1 = Yk + h® (e, Uk, Yot1, ), thor =tk +h, 0<k<n—1

(f (ks yi) + f (trt1s Ykt1))

N =

(I)(t/m Yk Yk+1, h) =

e o Método de Simpson

{ Yo = y(to)

h
Ykt2 = Y + g(fk+2 +A4fkp1+ fr), tepr=te+h, 0<k<n-1

feti = f(thtis Yri)yi = 0,1,2
utilizando a quadratura numérica.
Solucdo
(a) Método do Trapézio

Sult) = £(t.y)

tet1 d tet1 lkt1
[ s = [ feds = ol = [ fsds
t

k ty ty

mmﬂ>—mmr:/k“f@mm5

ty

tht1
Ye+1 — Yk = / f(s,y)ds

tr

tht1
%H:%+/ f(s,9)ds (1.52)

ty
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Inicialmente, aproxima-se f(s,y) pelo polindmio interpolador de La-
grange de primeiro grau nos pontos tj e tix4+1. Depois disso, integra-se
esse polindmio no intervalo [tx, txt1].

Pontos de interpolagdo

123 lht1
fte,y(te)) | frrn, y(trs))

Para simplificar, denota-se fi por f(tr,y(tr)).

pi(s) = felr(s)+ fre1Lrs1(s)
. f S — tk+1 S — tk
"=tk T g —
pis) = (st + (s )
trt1 fk tht1
/ pi(s)ds = - / (s — tey1)ds+
tk tktk+1
+ fk}:rl / (S - tk)ds
ty
trt1 2_9 ¢ tet1
/ pl(s)ds = _& [w} +
e h 2 .
h k
" Jogr [s% = 2stp | "
h 2 .
k
b 21 — 2ptrgr + 17
/ pi(s)ds = % bl ; AR
ty
n Sra1 [than — 2tutirs + 8
h 2
s Tk frt1
ds = S (tiyr —tr)? + T (tggr — tg)?
/tk p1(s)ds 2h( k+1 k)° + oh (tht1 k)
s Ik Ir
d — k2 +1 12
/tk pi(s)ds ST
trt1 1
/ pi(s)ds = h [5 (fr + fk+1)]
ty

Substituindo-se o resultado acima (a integral de p1(s) no intervalo [tg, tx+1])
em (1.52), tem-se que:
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Ye+1 = yk+h[%(fk+fk+l)]

yr +h B (f (tesyx) + f(thtr, yk-H))]

D(tr,Yr Yr+1,h)

= Yk +h¢(ﬁk7yk7yk+lah)'

Portanto, o método do Trapézio é definido por

Yr+1 = Yk + h®(tr, Yr, Yer1, h)

onde

(I)(tkaykayk-i-hh) = (f (ﬁkayk) + f (ﬁk+17yk+1)) .

N~

(b) Método de Simpson
d
—y(t) = f(¢t
() =fty)

thy2 g (7 . ()
y(s)ds = d b2 d
[ Gueas= [ s = ol = [ psis

k tr tr
trt2
) vt = [ flsp)ds
ty
trt2
Y2 — Yk = / f(s,y)ds
ty
trt2
moa =t [ fls)ds (1.53)
ty

Aproxima-se f(s,y) em (1.53) pelo polinémio interpolador de Lagrange
de grau 2 nos pontos ty, tx11 € tx12, sendo estes igualmente espagados.
Feito isso, integra-se no intervalo [t, tx+2] 0 polinémio obtido.

Pontos de interpolagdo

bk | tht1 | The2

e | frg1 | Jrgo
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p2(s) = feLr(s) + fry1Lrs1(s) + feroLlria(s)

— (s = ths1)(s — thy2)
ool o)

+ +
fita (tht1 — tkﬁgthrl —try2)
b feus (s —tr)(s — tpt1
T (b — t) (tha — teg)
= s )~ o)
— (s = t)(s — trya)+
T AT
tht2 fr (7
/ pa(s)ds = 2—}12/ (s — toy1)(s — teyo)ds +
ty ty
ti42
= D Tt - tusa)ds +
ty
ti42
+ ];k]?/ (s —t)(s — tipr)ds  (1.54)
ty
2 fk 2h3 fk+1 4h3 fk+2 2h3
ds = 75— — =
/tk. pa9)ds = Syt e g Ty (1Y)
_ fikh | Afeih | fraoh
D
h
= 3 (fe +4frt1 + fitz) (1.56)

Observagao: A passagem de (1.54) para (1.55) n3o é trivial. Ela exige
considerdvel manipulagao algébrica.

Substituindo-se (1.56) em (1.53), obtém-se o Método de Simpson

h
Yk+2 = Yk + 3 (fre +4frs1 + fry2)




Capitulo 2

Métodos de passo tnico

De modo geral, um método de passo unico (ou método de wm passo) para o
Problema de Cauchy (1.7) tem a forma abaixo.

Método de passo unico

vo = ylto)
(2.1)
Yk+1 = Yk +h @k, thr1, Ybs Ykt1, h)
b—a
com tgy1=tp+h 0<k<n—-1 e h= .
n

Se em (2.1) a fun¢do ® n3o depende de nenhuma informagdo no instante tj1,
entdo (2.1) é um método de passo Unico exzplicito. Caso contrario, diz-se que o
método de passo lnico (2.1) é implicito. Como exemplo de métodos de passo
dnico explicito e implicito, respectivamente, citam-se os métodos de Euler (1.24) e
do Trapézio (1.28).

Embora as defini¢cdes e resultados tedricos a serem apresentados a seguir também
sejam validos para métodos implicitos, por simplicidade, eles serdo colocados apenas
no contexto de métodos explicitos. Para tanto, considere-se um método de passo
Unico explicito reescrito como

vo = ylto)

Yk Yk (22)
" 1 -
+T_q)(tkaykah) = 0

29
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2.1 Erro local de discretizacao

Definicao 2.1 (Erro local de discretizagao). Dado o método numérico de passo
unico, o erro local de discretizagao € definido por

Y(trt1) — y(te)
h

O —

— ®(tg, y(tr), h). (2.3)

Observe que na defini¢do do erro local de discretizagdo (2.3), utiliza-se a solucdo
exata y(t) do Problema de Cauchy e ndo uma aproximagdo como é feito em (2.2).
Multiplicando-se (2.3) pelo passo de integracdo h chega-se a

how = d = y(tes1) — [y(te) + A2 (e, y (), D)) = Y(tis1) — yrer. (2.4)

Em (2.4), a diferenca entre a solucdo exata y(tx4+1) e a solugdo aproximada
Yk+1 pode ser interpretada como sendo o erro produzido em uma unica aplicagcao
do método numeérico. O cardter local é conferido ao se partir da solu¢do exata no
instante anterior, o que garante que nenhum outro tipo de erro tenha sido cometido
anteriormente. Na Figura (2.1), pode-se visualizar a interpretacdo geométrica do
erro local de discretiza¢do dy, = hay, = y(tp+1) — Yk+1-

A
y(t) - ha,
v
¥
—
A
t t,-t,+h >
R —
h

Figura 2.1: Interpretacao geométrica do erro local de discretizagao.
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2.2 Consisténcia e ordem de consisténcia

2.2.1 Consisténcia

Supondo a continuidade de ® como fungdo do passo de integracdo h e lem-
brando que y(t) é a solugdo do Problema de Cauchy (1.7), o limite do erro local de
discretiza¢do (2.3) quando o passo de integracdo tende a zero é

limay, = lim y(te +h) —y(ts)
h—0 h—0 h

= (1) — B(t,y(t),0)

= f(ty(t) — ®(t,y(t),0).

- (I)(tka y(tk)a h)

O limite anterior deve ser entendido como tendo hk = t — t, fixado. E
razoavel esperar/impor que %imoak = 0, o que implica ®(¢,y,0) = f(t,y) desde
—

que @ (t,y(tx), h) seja continua.

Definicao 2.2 (Consisténcia). Um método de passo tnico é consistente com a
equagao diferencial ordindria (ou simplesmente consistente) se e somente se

®(t,y,0) = f(t,y)
ou, equivalentemente, se e somente se

lim oy = 0. (2.5)
h—0

Exemplo 2.1. Verifique que o Método de Euler Aprimorado € consistente.

{ Yo = y(to)

Ykt1 = Yk + 2 [f(trs yr) + f(tosts v + 1 f (b, ye)]

Ot y,h) = Sy +fE+hy+hfty) (2.6)

o(t,y,0) = S [f(ty)+fty)l=[f(ty)

N =N =

Note-se que, por hipétese, f(t,y) é continua e Lipschitziana. Assim, ®(t,y,h) é
continua no terceiro argumento pois é dada por uma soma de fun¢des continuas (a
segunda parcela do lado direito de (2.6) é uma funcdo composta de funcdo continua,
portanto continua).
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2.2.2 Ordem de consisténcia

Defini¢ao 2.3 (Ordem de cousisténcia). Se existirem constantes positivas C,
ho e q, independentes do tamanho do passo de integracao h e do subindice k,
com 0 < h < hg, tais que o erro local de discretizagdo satisfaca

maz lag| < ChY, (2.7)

entao o método numérico tem ordem de consisténcia q.

A desigualdade (2.7) expressa o qudo rapidamente o erro local de discretizagdo
vai a zero a medida que h diminui.

Exemplo 2.2. Determine a ordem de consisténcia, bem como a constante C,
do Método de Euler

{ Yo = y(to)
Yk+1 = Yk + hf(te, yr)

O erro local de discretiza¢do para o Método de Euler é dado por

R Y (%)) (2.8)

Truncando-se no sequndo termo a expansao em Série de Taylor de y(tg+1)
com centro em t = ty, obtém-se

(tin) = ult) + (o — )y (0) + L) (2.9

com & € (ty,tpr1)-

Como h = ti41 — ti, a substituicdo de (2.9) em (2.8) resulta em

’ h? o -
o y(te) + hy (tkHl;Q!y (&) —y(tr) = F (b ()

= /(0)+ 50" (©) — 1 (1 y(0e)
h

= §y”(§)' (2.10)

De (2.10), segue que
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1 1
lak| =h by”(&)‘ = mag lag| < hngglx v 2(§)| (2.11)

~ " . ,
Em (2.11), supoe-se que y (t) seja continua, o que garante, pelo Teorema
de Weierstrass, a existéncia de minimo e mdzimo absolutos no intervalo.

De (2.11) e da defini¢ao (2.7), conclui-se que o Método de Euler tem ordem
ly" (&)l

de consisténcia 1 (um) com constante C = max T
cel

Notagao: Se existem constantes positivas C, hg e q, independentes do tamanho
do passo de integracdo h e do subindice k, tais que, para0 < h < hyg, ||ag|| < ChY,
entdo, por simplicidade, escreve-se

Qf = O(hq)

(lé-se: "o erro de discretizacdo local no ponto tj, tem ordem q ).

2.2.3 Exercicios

Exercicio 2.1. Verifique que os Métodos de Euler Implicito e do Trapézio sao
consistentes.

Exercicio 2.2. Determine a ordem de consisténcia do Método de Euler Apri-
morado.

2.3 Erro global de discretizacao

Definigao 2.4 (Erro global de discretizacao). O erro global de discretizagdo no
instante t =ty € dado por

e(te, h) = y(te) — yx = ek (2.12)

e representa o erro total acumulado cometido até o k-ésimo passo de integracao.

No que segue, uma vez mais serd considerado t — tg = hk fixado. E importante
salientar que y, ndo é calculado a partir de valores exatos no instante de tempo
anterior e sim a partir de valores obtidos pela aplicacdo do método numérico (em
todos os instantes de tempo anteriores).
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2.4 Convergéncia

Definicao 2.5 (Convergéncia). Um método numérico € convergente em t = t,
se e somente se

li = 2.1
lim e(t, h) =0, (2.13)

isto €, se e somente se o erro global de discretizacdo tende a zero quando h tende
a zero ou, equivalentemente, quando k tende a infinito sendo h = (t —tg)/k. O
método numérico € convergente se for convergente para todo t no intervalo de
estudo (para qualquer Problema de Cauchy).

Para determinar quais condigdes s3o suficientes para um método de passo unico
explicito convergir, analisa-se o comportamento do erro global de discretizacao.
Para tanto, considere-se a expressao proveniente do produto do erro local de dis-
cretizacdo pelo passo de integragao h

Y(trr1) = y(te) + h®(tr, y(te), h) + hay, (2.14)
associada a um método de passo Unico explicito geral
Yk+1 = Yk + h (te, yr, h). (2.15)
Efetuando-se a diferenca entre (2.14) e (2.15), tem-se
Y(ter1) = yrer = y(te) — vk + h [P, y(te), h) — Dtk yr, h)] + hoas
isto é, a evolugdo do erro global de discretizagdo é dada por
ert1 = ek + h [Pk, y(te), h) — Pk, yr, h)] + hay. (2.16)

Supondo que a fun¢do ®(¢,y, h) satisfaz a condi¢do de Lipschitz na varidvel y,
ou seja,

1©(t, 51, h) — (¢, y2, h)|| < Lllyr — w2l

para quaisquer t e h e para uma constante positiva L, e que ® seja continua para
todas as varidveis, tem-se para (2.16) que

llex]| + R ||@(tk, y(tr), h) — ®(tk, yi, h)|| + A |Jak]]
llex|| + h Llly(tr) — yxll + b l|ak]|
llex|| + h Lllex|| + b [|ak]|,

|lex+all

VANVANVAN

isto é,

lewsil] < (1+hL)|lenl| + h|jaxl|, para todo k. (2.17)
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Supondo-se que o erro local de discretizacdo ay, seja limitado,

maz [|ax|| < d, (2.18)

é possivel reescrever (2.17) como
lexsall < (1+RL)llexl| +hd, 0<k<n—1. (2.19)

Note-se que, da arbitrariedade do subindice k£ em (2.19), tem-se

lleall < (L +hL)lleol| +hd
lle2] < (A+hL)llex][+hd
lles]| < (1+hL)llezl|+hd
||€k+1|| < (1+hL)||€k||+hd.
(2.20)
Por substituicdo recursiva das desigualdades de (2.20), obtém-se
leall < (A +hL)lleol| +hd
lle2l] < (14+hL)*|eo|| +[(1+hL)+1]hd
les|| < (1+hL)3eol + (1+hL)2+(1+hL)+1}hd
llell < (1+hL)leoll +
+ (AR e (U L+ (1R + 1] hd
(2.21)

A segunda das parcelas na desigualdade (2.21) é a soma dos k termos de uma
progressdo geométrica de termo inicial 1 (um) e razdo (1 +h L) !. Logo,

(1+hL)* -1

lewll < (1 A L) Jeol] + =

d. (2.22)

Pela convexidade da fun¢3o exponencial, pode-se mostrar que e* > (1 +t) e,
consequentemente,

(e" Y > (1 + h L)k (2.23)
Empregando-se a desigualdade (2.23) em (2.22), constata-se que
eh L ekh L _ 1
llexll < €™ "leol| + ——F——d, (2.24)
1A soma S, dos n termos de uma progressio geométrica é dada por S, = %nfl), onde

a1 é o primeiro termo e g é a razao da progressao.
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onde d é a constante de limitacdo do erro local de discretizacdo.

Teorema 2.1 (Delimitacao do erro global de discretizagdo). Seja um método
de passo unico explicito definido por

{ yvo = ylto)
Ykt1 = Yk +hP(tr,yr, h)

onde ®(t,y,h) € uma funcdo continua em seus argumentos e satisfaz a condi¢do
de Lipschitz para a varidavel y, isto €, existe uma constante L > 0 tal que

||(I)(tay17h) - (I)(tayQah)” < L||y1 _y2||'

Além disso, se o erro local de discretizacao for limitado, ou seja,

maz ol < d.

entdo o erro global de discretizacao satisfaz a delimitagdo

khL 1

. & —
lexll < ¥ leol] + ———d.

Se |leo]| = 0 e se o método numérico for consistente de ordem ¢, isto é,
maz|og]| < CH,

tem-se que

khL

1
0< [lexl| < eTOh‘J. (2.25)

Em (2.25), o lado direito da desigualdade tende a zero quando % tende a zero.
Dessa forma, pelo Teorema do Confronto, o limite do valor absoluto do erro global
de discretizacdo tende a zero quando o passo de integracdo tende a zero. Portanto,
um método de passo Unico consistente é convergente (caso a fun¢do @ seja continua
em seus argumentos e Lipschitziana no segundo argumento) . E possivel mostrar a
volta: sob as mesmas condi¢des de regularidade da funcdo ®, um método de passo
nico explicito convergente é consistente. Note-se que o teorema de convergéncia
abaixo pode ser estendido a métodos de passo tinico implicitos.
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Teorema 2.2 (Convergéncia para métodos de passo unico). Um método de
passo unico explicito

{ vo = y(to)
Ykt1 = Yk +hP(tr,yr, h)

onde ® ¢ Lipschitziana em y e continua em seus argumentos, € convergente se
e somente se for consistente.

Exemplo 2.3. O Método de Euler (1.24) € consistente com ordem de con-
sisténcia um. Nesse método, ®(t,y,h) = f(t,y). Como f(t,y) € continua e de
Lipschitz (Problema de Cauchy), a func¢ao ®(t,y,h) também € continua e de
Lipschitz. Portanto, o Método de Fuler é convergente.

2.5 Expansao do erro global de discretizacao

O comportamento exibido na prética por um determinado método numérico
depende fortemente da regularidade da funcdo f(t,y) que define o Problema de
Cauchy. A luz de um resultado tedrico bastante importante (Stoer [14]) é possivel
se averiguar computacionalmente com que ordem o método numérico empregado
converge.

Teorema 2.3 (Expansao assintdtica do erro global de discretizacao). Seja uma
fungdo f(t,y) com N + 2 derivadas parciais com rela¢io a y, continuas e limi-
tadas na faiza

{ty);a=to <t <ty=b, yecR"}.

Além disso, seja n(t,h) a solugdo numérica obtida através de um método de
Passo unico
Nk+1 = M + h® (i, M, 1)

de ordem p para y(t), determinada com o passo de integracao h, onde y(t) € a
solugdo do Problema de Cauchy

{%y@ = Sy

y(to) = wo

Nessas condigdes, a solugdo numérica n(t,h) admite expansao em poténcias
de h da forma

n(t,h) = y(t) + hPey(t) + P e, i1 (t) + -+ hNen(t) + AN T EN 1 (8, h)
(2.26)
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t—t
comej(to) =0, j =p,p+1, ..., vilida para todo t € [a,b] e para todo h = 0,
n

n=12...

Note-se que as fungdes e;(t) sdo independentes de h e o resto Enyi(t, h) é
—to

limitado para t fixado e para todo h = ,n=1,2.... A expansdo em série

n
assintética (2.26) pode ser escrita em funcdo do erro global de discretizagdo no
instante ¢ como

—e(t,h) =n(t,h) —y(t) =Y hle;(t) + "N T Enqa(t, h). (2.27)

O resultado tedrico (2.27) pode ser utilizado na prética para estimar o erro
global de discretizacdo e a ordem do método, sendo também extremamente (til no
processo de depuracdo do cédigo computacional.

2.5.1 Estimativa do erro global de discretizacao

Para um dado passo de integrac3o h, obtenha-se 7)(t, h). Para o mesmo instante
de tempo ¢, obtenha-se 7 (t,%4). Para h suficientemente pequeno, em primeira
aproximagdo, tem-se de (2.27) que

—e(t,h) = mn(t,h) —y(t) = ep(t)h?, (2.28)

i) = n(e3) v = () (229)

Efetuando-se a diferenca entre (2.28) e (2.29), chega-se a

wety=n (1) = aw[w-(3)] =0 (3) -1

e, portanto, a

R\P 0t h) —n(t, 5)
- R —. 2.
Substituindo-se (2.30) em (2.29), para h > 0 suficientemente pequeno, obtém-
se
hy __nth) =t 3)
t,m) R —————— 2.31
elt, 3) > Tl (231)

uma estimativa do erro global de discretizacdo em ¢, tendo sido calculadas as apro-
ximacdes n(t,h) e n (t, %) e sendo conhecida a ordem do método empregado. Em-
bora as considera¢des anteriores tenham sido apresentadas supondo-se que a ordem
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tedrica do método seja p, na pratica verifica-se uma ordem p que, dependendo da
regularidade da funco f(¢,y), pode exibir um comportamento distinto da ordem

p.

2.5.2 Estimativa da ordem de convergéncia

A expansido (2.26) fornece um meio Util para se estimar a ordem p (ordem p)
com a qual o método numérico em uso converge para a solu¢ao de um determinado
Problema de Cauchy.

Para tanto, obtenha-se 7(t,2h), n(t,h) e n (t, %) as aproximacdes numéricas

da solugdo exata no instante ¢ empregando passos de integracao 2h, h e g res-
pectivamente, para um passo de integracdo h > 0 suficientemente pequeno. O
valor absoluto do quociente entre as diferencas 1(t, 2h) —n(t, h) e n(t,h) —n (t, %)
fornece, em primeira aproximacg3o,

n(ta 2h) - n(ta h)
n(t,h) —n (¢ 5)

Calculando o logaritmo de base 2 de (2.32)

n(t,2h) —n(t, k) |\ _ P\ — 5
10g2 (‘n(ﬁ,h) _n(ﬁ,%) ‘) ~ 10g2 (2 ) =D

~

= 2P, (2.32)

ep(t)(1 —27P)hP

tem-se uma estimativa p para a ordem p do método.

Este procedimento deve ser executado para varias triplas de passos sucessiva-
h h h . .
mente menores <2h,h, 5) (h, > Z) ..., obtendo-se assim uma sequéncia de
aproximag¢des p1, P2, - .., que converge para a ordem p do método.

2.5.3 Depuracao do cédigo computacional

Nas se¢Ges anteriores, as estimativas apresentadas assumem que o método
numérico ja tenha passado por um processo conhecido como wverifica¢do /validagdo
e que, portanto, ele esteja implementado corretamente e funcionando perfeitamente.
Durante a programacdo, entretanto, é necessario o uso de estratégias de depuragao
para remover eventuais erros de |6gica e/ou de coeficientes ou pardmetros que te-
nham sido introduzidos inadvertidamente. Para isto, empregam-se a aproximagao
do erro global de discretizagdo (2.28) e um Problema de Cauchy com solugio exata
conhecida. Tal estratégia é denominada validacdo por solu¢cdao manufaturada.

Para verificar se o cddigo computacional esta correto, escolhe-se um Problema
de Cauchy com solugdo suave (isto é, suficientemente diferencidvel). Em (2.28), o
erro global de discretizacdo é conhecido uma vez que se tem a mao a solugdo exata
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y(t) do Problema de Cauchy. Deseja-se entdo determinar a ordem p do método.
Para tanto, determina-se 7(t,h) e n (t, %) as aproximacdes numéricas da solucao
exata do problema no instante ¢, empregando-se passos de integracdo h > 0 e ﬁ
respectivamente. O valor absoluto do quociente entre (2.28) e (2.29) fornece

*

ep* (t) hP

=P (2.33)

) . (2.34)

Quando esta estratégia é executada para passos de integra¢io progressivamente

ou seja,

p* n log (’n(t, h) — y(t)
? n

h h h ) .
menores h, > 1R obtém-se pelo uso sucessivo de (2.34) uma sequéncia p7,
D5, D3, P4, - - ., que converge a ordem p que a teoria prevé para o método numérico,

desde que este tenha sido implementado corretamente e aplicado a um Problema
de Cauchy com garantias de solu¢do tnica suficientemente diferenciavel.

O procedimento de verificagdo por solugdo manufaturada ndo pode, por motivo
algum, ser negligenciado. Para o bom programador, ele precede o uso regular
do método no problema que se deseja solucionar numericamente. Por cautela, o
procedimento de verificacdo deve ser efetuado para vérias solugdes manufaturadas
com complexidade variada.

Exemplo 2.4. Comprove numericamente a ordem de convergéncia do Método
de Fuler aplicado a solugdo do problema de valor inicial

d
{Ey((éi - 1—20y(t), telo] (2.35)
y(0) =

cuja solugdo exata € y(t) = e~ (verifique!).

Na Tabela (2.1), apresenta-se a razao entre dois erros globais para passos
de integragao progressivamente menores (razao de refinamento dois) em t = 1.
Observa-se que a ordem estimada, localizada na ultima coluna, tende a um, a
ordem de convergéncia prevista pela teoria para o Método de Euler.

Exemplo 2.5. Verifique a ordem de convergéncia numérica do Método de Fuler
aplicado a solucdo do problema de valor inicial

%y(t) - ’y(t)tan(t)’coi(t) (2.36)

y(0) = 1
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h=n"!

le(t, h)]

2,000000x 10T
1,000000x10~*
5,000000x 1072
2,500000x 1072
1,250000x 102
6,250000x 1073
3,125000x 1073
1,562500%x 103
7,812500x 10~4
3,906250x 10~
1,953125x10~4
9,765625x107°

2,430000E+02
9,999999E-01
2,061154E-09
2,060244E-09
1,960019E-09
1,534787E-09
9,876378E-10
5,632015E-10
3,010566E-10
1,556782E-10
7,916378E-11
3,091780E-11

2,430000E+02
4,851652E+08
1,000441E+00
1,051135E+00
1,277063E+00
1,553998E+00
1,753614E+00
1,870749E+00
1,933839E-+00
1,966533E+00
1,983170E-+00

7,924813E+00
2,885390E+01
6,367371E-04
7,194787E-02
3,528297E-01
6,359843E-01
8,103308E-01
9,036163E-01
9,514678E-01
9,756547E-01
9,878083E-01

Tabela 2.1: Verificagao da ordem de convergéncia do Método de Euler aplicado
ao problema de valor inicial (2.35) no instante ¢ = 1.

em t =~ 1,292695719373 (raiz da equagdo e cos(t) = 1), sabendo que a solugdo

exata de (2.56) € y(t) = cos(t) — sin(t) (comprove!).

h=n""t

5,000000x 10~2
2,500000x 1072
1,250000x 102
6,250000x 1073
3,125000x 1073
1,562500x 103
7,812500x 1074
3,906250x 104
1,953125x10~4
9,765625x10~°

1,130400E-03
2,561790E-04
6,115026E-05
1,494962E-05
3,696597E-06
9,191362E-07
2,291629E-07
5,721340E-08
1,429410E-08
3,573300E-09

4,412540E+00
4,189336E-+00
4,090422E+00
4,044157E400
4,021816E-+00
4,010842E+00
4,005406E+00
4,002588E-+00
4,000251E400

2,141609E+00
2,066722E+00
2,032250E+00
2,015839E+00
2,007847E+00
2,003905E+00
2,001949E+00
2,000933E+00
2,000091E+00

Tabela 2.2: Verificacao da ordem de convergéncia do Método de Euler aplicado
ao problema de valor inicial (2.36) no instante ¢t ~ 1,292695719373 - Butcher

[5].

Na Tabela (2.2), apresenta-se a razdo entre dois erros globais para passos
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de integragao progressivamente menores (razio de refinamento dois) em t =~
1,292695719373. Observa-se que a ordem estimada, localizada na ultima coluna,
tende a dois, diferente da ordem de convergéncia um prevista pela teoria para
o Método de Euler. A ordem mais elevada € justificada pelo cancelamento do
termo mais significativo na expansao assintotica do erro global de discretizac¢ao

T
para t ~ 1,292695719373, raiz da equacio e'cos(t) = 1 [5]. Jd em t = T
verifica-se ordem estimada um, a ordem de convergéncia prevista pela teoria
para o Método de Fuler.

Exemplo 2.6. Verifique a ordem de convergéncia numérica do Método de Euler
aplicado a solucao do problema de valor inicial

w0 - 42

y(0) = 1

em t =1, sabendo que a solugdo exata de (2.37) € y(t) = V1 —t2 (comprove!).

(2.37)

h=n"1

1,2500000000x 101
6,2500000000x 10~2
3,1250000000x 10~2
1,5625000000x 102
7,8125000000x 1073
3,9062500000x 1073
1,9531250000x 103
9,7656250000x 10~*
4,8828125000x 104
2,4414062500x 1074
1,2207031250x 104
6,1035156250x10~°
3,0517578125x107°

3,012018700E-01
2,072697687E-01
1,441738248E-01
1,009724646E-01
7,100787890E-02
5,005564440E-02
3,533418900E-02
2,496156840E-02
1,764145320E-02
1,247093200E-02
8,816964600E-03
6,234037200E-03
4,407942200E-03

1,453188E-+00
1,437638E-+00
1,427853E+00
1,421990E+00
1,418579E+00
1,416635E-+00
1,415544E+00
1,414938E+00
1,414606E+00
1,414425E+00
1,414327E+00
1,414274E+00

5,392210E-01
5,237004E-01
5,138473E-01
5,079109E-01
5,044464E-01
5,024680E-01
5,013562E-01
5,007392E-01
5,004001E-01
5,002153E-01
5,001153E-01
5,000615E-01

Tabela 2.3: Verificagao da ordem de convergéncia do Método de Euler aplicado
ao problema de valor inicial (2.37) no instante ¢ = 1 - Butcher [5].

Na Tabela (2.3), apresenta-se a razao entre dois erros globais para passos
de integracdo progressivamente menores (razao de refinamento dois) em t = 1.
Observa-se que a ordem estimada, localizada na ultima coluna, tende a meio,
diferente da ordem de convergéncia um prevista pela teoria para o Método de
Euler. A justificativa para a perda de ordem é que a Condi¢ao de Lipschitz nao
é mantida quandot =1 ey =0 [5].
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2.5.4 Exercicios

Exercicio 2.3. Mostre que um método de passo unico explicito convergente €
consistente.

Exercicio 2.4. FEstime numericamente a ordem de convergéncia do Método de
Euler Aprimorado (1.27) com a estratégia de solu¢do manufaturada empregando
o problema modelo (2.85) no instante final t = 1.

Exercicio 2.5. FEstime numericamente a ordem de convergéncia do Método de
Euler (1.24) com a estratégia de solugao manufaturada empregando o problema

modelo (2.36) no instante final t = %

Exercicio 2.6. Estime numericamente a ordem de convergéncia do Método de
Euler (1.24) com a estratégia de solugdo manufaturada empregando o problema

1
modelo (2.37) no instante final t = 3"

2.6 Suplemento tedrico

2.6.1 Teorema de Weierstrass

Teorema 2.4. Seja f : A C R" — R wuma fung¢do continua no conjunto A
fechado e limitado. Entao, existem pontos de mdximo e mimino absoluto de f
em A, isto €, existem xg,x1 € A tais que

f(xo) < f(x) < f(a1)

para todo x € A.

2.6.2 Teorema do Confronto

Teorema 2.5. Se f(t) < g(t) < h(t) quando t estd préximo de a (exceto
possivelmente em a) e

lim f(¢) = lim h(t) = L,

t—a t—a

entao

lim g(¢) = L.

t—a
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2.7 Nota biografica

Leonhard Euler (1707-1783)

Euler nasceu em Basel, Suica, em 15 de abril de 1707. A vontade do pai de Euler
era que este seguisse sua carreira na igreja. Assim, ele foi para a Universidade de
Basel estudar para o ministério. Entretanto, geometria logo se tornou seu assunto
preferido e ele obteve o consentimento do pai para mudar para matematica apds a
persuasdo de Johann Bernoulli, que se tornou seu professor.

Euler entrou para a Academia de Ciéncias de S3o Petesburgo dois anos apds
sua fundagdo por Catarina |. Foi professor na Academia em 1730 e de matemaética
em 1733. Em 1741, a convite de Frederico, o Grande, foi integrado a Academia de
Ciéncias de Berlin, onde permaneceu por 25 anos. Durante este periodo escreveu
mais de 200 artigos, trés livros sobre analise matematica e uma publicacdo cientifica
popular: Letters to a Princess of Germany.

Em 1766 retornou a Russia e ficou completamente cego depois de uma cirurgia
de catarata. Euler ja havia perdido a visao do olho direito aos 31 anos.

Foi apés 1765 que Euler produziu aproximadamente metade de seu trabalho.
Mesmo apds sua morte, a Academia de S3o Petesburgo continuou a publicar seus
trabalhos inéditos por mais de 50 anos. Sua obra completa contém 886 livros e
artigos. E de sua autoria a notagdo f(z) (1734), i para a raiz quadrada de —1
(1777), w para o ndmero pi e 3 para somatério (1755).

Euler trabalhou com Christian Goldbach em teoria dos nimeros e com Alexis
Claude de Clairot em teoria lunar, introduziu as fun¢des beta e gama (Integrais
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Eulerianas) e fez contribuicdes em mecénica do continuo, problema dos trés corpos,
elasticidade, acdstica, teoria da onda de luz, hidraulica e musica. Com seu trabalho
Theory of the Motions of Rigid Bodies (1765), langou os fundamentos da mecanica
analitica. Euler faleceu em S3o Petesburgo, Riissia, em 18 de setembro de 1783.
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2.8 Exercicios resolvidos
1. Considere o Método do Trapézio.

(a) Calcule o erro local de discretizagdo do método;
(b) Verifique que o método é consistente;

(c) Determine um delimitante superior do erro global de discretizac3o.

Solucdo
(a)
t — y(tg
o = YOI gy ),y )
oy(tern) —y(e)  fey(te) + f (e, y(Eet))
ap = -
h 2
2hay, = 2[y(tesr) —y(te)] — R [f(te y(tr)) + ftrrr, y(teg)]
I h? h3
2hay, = 2 |y(ty) +hy'(tx) + gy”(tk) + yym(ﬁ) - y(tk)] +
— B[y (t) + ¥ (tre)]
r 2 h3
2hay, = 2 |hy(ty)+ gy”(tk) + yym(fl):| +
I ! o
— ho|y(te) +y (t) + hy" (k) + gy'"(Ez)]
hS
2h Q. = 2h y/(tk) + thH(tk) + ?y”/(&-l)‘f'
h3
h3 h3
2h ak — ?y/”(sl) _ 7y///(EQ)
h? h?
ak — Ey/”(sl) _ Zy///(EQ)
" "
_ o [¥"(e) Y (e2)
(677 = h 6 4

Portanto, o erro local de discretizagdo é dado por
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(c)

o =12 [0 472

6 , €1,€2 E]tk,tk+1[.

lim e = lim b2 | L) _97E)]
B0 h—0 6 '

Logo, o Método do Trapézio é consistente.

Y(terr) = y(te) + h @ (t, y(tr), y(trs1), h) +hax A
Y+1 = Yk + h¢(tk7ykayk+l7 h) B

Fazendo-se A-B:

Y(tes1) — Yrt1

e+l

e+l

llex+all

e+l

N+ + N+ + 0+ +

_l’_

= y(tk) —yx +
+ A [Pk, y(tr), y(tet1), h) — Ptk Yi, Ykt+1, B)] +
+  hayg;
llex +
o [ o y() + f a1, Y1) S yn) + F(tetr, Yh+1) +
2 2
h oyl
llex +

S 1S y(80)) — £t w8) + Tt u(tas1) — Tt ves)] +

h oyl

lewll + 2 17t u(ti)) — F(taue)l +

h
§||f(tk+17 Y(ter1)) = Flrerts yer)ll +
hleall;

Lih
lewll+ =2 lute) — will +

Loh
T”y(tk-H) = Y1l + Aol

Sendo L = maz{Ly,L2} e d = maz Il ]|:
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Lh Lh
llewsill < llewll + = llexll + = llewsall + o ds
Lh L
(1= 2 hewall = (1 —) lesll + b
1+ &k hd
lexal < 1Lk llex]| + {_Ih
2 2
14 L hd
lentall < (1 2h> lewll + T2z (2.38)
T2 T2

Para n =0 em (2.38):

1+ 4k hd
leall < { 7= | leol + T— 2z~
2 2

Paran =1 em (2.38):

1+ 4 hd
lle2ll < [ Lk llex]l + Lh’
2 -2
Lh Lh
leall < (3 ) (S ) ool + 2|+
2 = 1_ Lk — Lh 0 1 Lh _ Lh>
2 2 2 2
2
14 Lk 1+4\  hd
llea]] < | leoll + {1+ —F% Lh"
-5 -5 ) 1%

Para n =2 em (2.38):

3
1+ 24k
lesl] < <1 h) lleoll +
-2

2
1+ 4k 1+ 4k hd
+ |1+ —F o) | T
2 2 2

Paran =%k —1em (2.38):
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k
1+ &0
lewll <\ 7=z | lleoll +

A

lexll <

lexll <

k
1+ 4p d
() ] .

Utilizando a convexidade da fungdo exponencial em (2.39), obtém-se a
desigualdade

kLh 1

ehLh _
lexll < e*“*lleol| + —F—d |

a qual fornece um limitante para o erro global de discretizac3o.
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Capitulo 3

Métodos de passo unico de
altas ordens

Os Métodos da Série de Taylor exemplificam uma maneira de se obter métodos
numéricos de ordem mais elevada. Felizmente, ha outras formas para se atingir este
propdsito uma vez que tais métodos sdo geralmente dificeis de aplicar devido ao
célculo das derivadas da fungdo f(t,y). Os Métodos de Runge-Kutta constituem
uma forma alternativa e mais pratica de determinar métodos com ordem mais ele-
vada.

3.1 Meétodos da Série de Taylor

Expandindo-se y(tx + h) em Série de Taylor com centro em ¢ = t, obtém-se

2
y(te +h) = y(tkﬂ):y(tk)+hy’(tk)+%y"(tk)+
1
T T ©): St + ). (3.1)

Sabendo-se que y'(t) = f(t,y(t)) (Problema de Cauchy), pode-se reescrever
(3.1) como

Yt +R) = yltnen) = ylt) + b (o y(t) + o Pt (i) +
hatl g4
ot i 6O (3-2)

51
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Notacao:
v = fty(t)
@p - 4 - Sat e
y 2 (t) — dtf(t,y(t)) T Ot dt Oy dt

_ (% . f(%) At w(8))

d? 92 f 92 f 9% f  Of Of af\?
G = L _ ()
y3 @) = dtzf(t,y(t))f <8t2 +2fatay+f2ay2 + Er 8y+f(8y) )

_ (%+f(%) 1t (0)

W0 = ) = (G4 r5) o)

A expans3o (3.2) sugere o método numérico

Yo y(to)
3.3
{ Yrt1 = Y +h®(tg,yx, h) (3:3)
onde
h h? 2 ha~! q—1
0 0
com D 7 + fa—y.

O Método da Série de Taylor (3.3) com desenvolvimento até os termos de ordem
g tem ordem ¢ (erro local de discretizagdo O(h?)).

3.2 Meétodos de Runge-Kutta Explicitos

3.2.1 Caracterizagcao dos Métodos de Runge-Kutta
Um método pertence a classe dos Métodos de Runge-Kutta explicitos se
1. for um método de passo Unico explicito;
2. substituir as derivadas de f(¢,y) por célculos de f(t,y);

3. concordar com o Método da Série de Taylor (3.3) até o termo de g-ésima
ordem.
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Exemplo 3.1. O Método de Euler Modificado é um Método de Runge-Kutta.

Método de Euler Modificado (ou Método do Ponto Médio)

Yo = ylto)
3.4
{ Ye+1 = Y+ hq)(tka Yk, h) ) ( )
b—a

com tgy1 =t +h, h= , 0<k<n-—-1e
n

h h
(I)(ﬁ/myka h) = f (tk + §ayk + §f(ﬁk7yk)) .

Por inspe¢do, observa-se que o método (3.4) é de passo (nico e explicito. Além
disso, ndo existem cdlculos de derivadas de f(¢,y). Basta entdo verfificar se (3.4)
concorda com o Método da Série de Taylor (3.3) para alguma ordem g.

Desenvolvendo-se f (t + At,y + Ay) em Série de Taylor em torno de (¢, yx),

h h
onde At = 5 e Ay = §f(t,y), tem-se

0 o
fle+ Aty +Ay) = flte,ye) + [ af(tlmyk) a_yf(tkvyk) } [ 2; }-l—

2 2

+  O(At3, Ay®),

ou ainda,
D(t h) = erﬁ %+f% Jrlh_Q 82fk+2f 52fk+f282fk n
ks Yk, = kT35 k By N4 912 katay k oy?
+ O(h*), (3.5)

sendo fr = f(tr, yk)-

Substituindo-se (3.5) em (3.4), obtém-se
. h? [ Ofx O fr 1R [(0°fx 0? fx 20 fy
Yhtr = y”hfk*a(w a—y> +ﬁz<at2 T2y TG ) T
+ O, (3.6)

+ fx

cujos termos concordam com os do Método da Série de Taylor (3.3) até a segunda
ordem (compare!). O Método de Euler Modificado é um Método de Runge-Kutta
de ordem 2.
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3.2.2 Meétodos de Runge-Kutta explicitos de R-estagios

Nos métodos de Runge-Kutta (ou RK), o niimero de estdgios diz respeito ao
nimero de vezes que f(t,y) deve ser calculada. Os métodos RK explicitos com
R-estagios tém a forma

{ vo = y(to)
Yk+1 = Yk + hq)(tka Yk, h) )
onde
R
Ot,y,h) =Y crkir, (3.7)
r=1
com

K1 (tv y) = f (ta y)

ko (t,y) = [(t+ hag,y+ hbaik)

k3 (t,y) = f(t+ has,y+ hbsiki + hbsaka)
r—1

K (ty) = f(t—i—haT,y—i—thrsﬁs), 2<r<R, (3.8)
s=1

e os parametros a,, b.s e ¢, satisfazem as rela¢Ges

r—1
ZCT:L aT:ZbTS, 2<r<R. (3.9)
r=1 s=1

Para um Método RK de dois estdgios (R = 2), de (3.7)-(3.9) tem-se

(I)(tka Yk, h) = (1K1t C2Kg = le (tkayk) +
+  cof (tx + haz, yr + hbay f(tr, yx)) » (3.10)

com ag = bgl.

Exemplo 3.2. Tem-se no Método de Euler Modificado (5.4)

w(t) = 1 (¢4 5o+ 5100 (3.11)

Comparando-se (3.11) com (3.10), constata-se que c1 =0 eca = 1 (logo c1+c2 =
1
1) e que ag = by = 3 Assim, o Método de Euler Modificado ¢ um Método de

Runge-Kutta de sequnda ordem com 2 estdgios.
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Exemplo 3.3. Tem-se no Método de Euler Aprimorado (1.27),

1 1
1 1
Comparando (3.12) com (3.10), constata-se que ¢; = g ecz=3 (logo ¢1 +¢o =

1) e que ag = bay = 1. Assim, o Método de Euler Aprimorado é um Método de
Runge-Kutta de sequnda ordem com 2 estdgios.

E interessante observar que o Método de Euler é um Método de Runge-Kutta
de primeira ordem com um estagio e que existem infinitos métodos de dois estagios
que terdo segunda ordem se satisfizerem as relagdes (3.9).

3.2.3 Métodos de Runge-Kutta de ordens superiores

Método de Runge-Kutta de Terceira Ordem com Trés Estagios (RK33)

1
®(t,y, h) = 5 (R +4r2 + Ry), (3.13)

com
K1 = f(tvy)

h h
Iizif(t+§,y+§f€1)

ks = f(t+ h,y — hk1 + 2hka)

Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem com Quatro Estagios (RK44)

1
O(t,y,h) = 6(%31 + 2K + 2K3 + K4), (3.14)

com
K1 = f(tvy)

h h
Iizif(t+§,y+§f€1)

h h
I<J3=f(t+§,y+§’i2)

ke = f(t+h,y+ hk3)
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Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem com Cinco Estagios (RK45)

25 1408 2197 1
Sty h) = 22 2208 29 2 1
(ty:h) = 576 + 556578 + J102"™ ~ 57 (3.15)

com

R1 = f(tvy)

h h
f<32—f(t+1,y+1’€1)

12h 1932h 7200h 7296h

fa = Flt+ 300+ Srgm s~ Grgr 2t Srgr s
439h, 3680h  845h
ks = f(t+h,y+ 516 K1 — 8hko + =13 K3 — —4104n4)

Método de Runge-Kutta de Quinta Ordem com Seis Estagios (RK56)

EKJ + 6656& +285611<a —gl‘i +3/€ (3.16)
13571 T 12825 2 T 564307 50 0 T 550 % '

O(t,y,h) =
com

R1 = f(tvy)

h h
nng(tJrZ,ynLZm)

ff(t+% +% +% )
K3 = 8,?/ 32H1 32@

12h 1932h 7200h 7296h

= f(t+ —=—
fa = Ft+ —3ny+ o = Grar e+ g

)

439h 3680  845h
R = f(t + h,y + 2—16H1 — 8hH2 + WKB — m:‘@;)
ety S o, BMA 1859 11
6 = Y T gy T A T o es T s T a0 0

3.2.4 Exercicios

Exercicio 3.1. Proponha um Método RK de primeira ordem e dois estdgios.
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Exercicio 3.2. Mostre que o Método de Euler Aprimorado (1.27) concorda com
o Método da Série de Taylor até o termo de seqgunda ordem.

3.3 Controle do passo de integracao

Nos métodos de Euler Modificado (3.4) e Runge-Kutta RK33 (3.13), os erros
locais de discretiza¢do sdo definidos, respectivamente, por

aEM _ y(tk'i‘l)h_ y(tk) — Ko (317)

thpr) —y(ty) 1
QK38 = M = g (R + 4Ra o+ ). (3.18)

Efetuando-se a diferenca entre (3.17) e (3.18), chega-se a

EM akRKszz

1
a, = —ko+t 6(/11 + 4Kg + K3) (3.19)

= %(m — 2Ko + K3). (3.20)
Como aftf33 = O(h3), pode-se reescrever (3.19) na forma
afM — %(m — 2Ky + K3) + O(R?),
ou ainda na forma
abM ~ %(m — 2Kg + K3). (3.21)

Empregando-se (3.21) como uma estimativa para o erro local de discretizacdo
do Método de Euler Modificado, pode-se propor a estratégia descrita no Algo-
ritmo (3.3.1) para controlar o passo de integracdo no Método de Euler Modificado.

A combinagdo dos Métodos RK45 (3.15) e RK56 (3.16) é conhecida como
Método de Runge-Kutta-Fehlberg [7]. Essa combinagdo é comumente empregada
na pratica para controlar automaticamente o passo de integragao.

3.3.1 Exercicios

Exercicio 3.3. FEscreva um algoritmo que empregue o Método de Euler com con-
trole automdtico do passo de integracao baseado nos erros locais de discretizacdo
dos Métodos de Fuler e de Fuler Modificado.

Exercicio 3.4. Escreva um algoritmo que empregue o Método de Runge-Kutta
45 com controle automdtico do passo de integracao baseado mos erros locais de
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1. Dados (tg,yr), h > 0 e e > 0, calcular

k1 f(tr, yx)
Ko [tk + 2, ye + k1)
k3 4 f(te + h, yx — hr1 + 2hko)

2. Estimar o erro local de discretizagao

oM (k1 — 2k + K3)
Se |afM| > € entdo reduzir o passo de integragao
h«+ Bh, 0<pg<1
retornar a 1
senao aumentar o passo de integracao
h <« 6h, 6 >1

Fim se

3. Yk Yk + h®enm
ti < min{ty + h,trina }

4. Se 0 <ty < tfinq entao retornar a 1
senao parar
Fim se

algoritmo 3.3.1: Controle do passo de integracao no Método de Euler Modifi-
cado.

discretizagdo dos Métodos de Runge-Kutta 45 e de Runge-Kutta 56 (Runge-
Kutta-Felhberg). Verifique que a estimativa para o erro local de discretizagdo €
dada por

aRKFNLK 7—128/& - 2197H Jrin +3n
o360 4275 0 75240 T 50 T 55O

(Sugestao: veja o algoritmo proposto por Burden [7].)
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3.4 Suplemento tedrico

3.4.1 Regra da cadeia

Teorema 3.1. Se z = f(z,y), x = g(t) e y = h(t), entdo
de_0zdo | 0:dy
dt  Oxdt Oydt’

Se z = f(z,y), v = g(u,v) ey = h(u,v), entdo

0z _0:00 , 020y
ou Oxdu  Oyodu

0: 0200 020y
v dxdv  Oyodv

3.5 Nota biografica

Carl David Tolmé Runge (1856-1927), a esquerda, e Wilhelm Martin Kutta
(1867-1944), a direita.

Carl David Tolmé Runge (1856-1927)

Runge nasceu em Bremen, Alemanha, em 30 de agosto de 1856. Aos 19 anos,
apos deixar a escola, Runge, juntamente com sua mae, passou seis meses visitando
centros culturais na Itdlia. Quando retornou, entrou para a Universidade de Munique
para estudar literatura. Entretanto, seis semanas apds seu ingresso, mudou para
matemdtica e fisica. Foi aluno de Max Planck, de quem se tornou amigo. Quando
retornou a Berlin, voltou seus estudos para matematica pura. Sua dissertacdo de
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doutorado foi em geometria diferencial. Mais tarde, influenciado por Kronecker, tra-
balhou num procedimento para solucdo de equagdes algébricas nas quais as raizes
se expressam como séries infinitas de funcdes racionais dos coeficientes. Apds sua
visita a Mittag-Laffler em Estocolmo (1884), publicou um grande nimero de artigos
na Acta Mathematica.

Runge obteve uma cadeira em HanGver em 1886, onde permaneceu por 18 anos.
Desenvolveu grande trabalho experimental e publicou uma grande quantidade de
resultados. Em 1904, Klein persuadiu Gottingen a oferecer a Runge uma cadeira de
matematica aplicada, na qual permaneceu até 1925. Runge faleceu em Gottingen,
Alemanha, em 3 de janeiro de 1927.

Wilhelm Martin Kutta (1867-1944)

Kutta nasceu em Pitschen (agora Byczna), Polnia, em 3 de novembro de 1867.
Estudou em Breslau de 1885 a 1890 e depois foi para Munique, onde estudou de
1891 a 1894. Em Munique foi assistente de von Dyck e, de 1898 a 1899, esteve
na Universidade de Cambridge, Inglaterra. Kutta obteve postos em Munique, Jena
e Aachen. Tornou-se professor em Stuttgart em 1911, onde dedicou-se com total
forca e paixao ao ensino de matematica para engenheiros, 14 permanecendo até 1935.

Kutta era um homem muito culto, conhecendo em profundidade misica, arte
e histéria da literatura. Somente por acaso descobriu-se que ele também falava
4rabe. E conhecido principalmente por suas contribuicdes em resolu¢do numérica de
equacdes diferenciais ordindrias, os métodos de Runge-Kutta (1902), e pelas célebres
férmulas de aplicages conformes, as transforma¢des de Kutta-Zhukovskii (1910),
com as quais, anos mais tarde, geracdes de engenheiros viriam a calcular perfis de
aerofdlios. Kutta faleceu em Furstenfeldbruck, Alemanha, em 25 de dezembro de
1944. Seu tdmulo na Igreja de Santa Madalena, abandonado, transformou-se com
o tempo em uma trilha.
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3.6 Exercicios resolvidos

1. Determine os pardmetros as, c¢1 e co do Método de Runge-Kutta com 2
estagios de modo que este tenha ordem maxima. Mostre que a ordem n3o
pode exceder dois e deduza os Métodos de Euler Aprimorado

Yo = y(to)
Yk+1 = Yk + h®(tr, yr, h), tpirr =t +h, 0<E<n-—1
(b, yi, h) = L2 w1 = [ (e, yr)

2 ¢ ko = f(ti + h, y + hk1)

e de Euler Modificado

Yo = y(to)
Yk+1 = Yk + h® (e, yr, h), tpir1 =t +h, 0<E<n-—1
o . f<&1=f(tk7yk})L .
te, Y, h) = Ko e
(b, g ) = ro ko = f(tk + 5, Yk + 5K1)
2 2
amboscomh:bia.
n

Solucdo

Método da Série de Taylor de ordem 3:

y () = f(ty)

ft(tay)+fy(t7y)f(tay) .
ftt(tv y) + 2fty(t7 y)f(ta y) + fyy(ta y)fz(ta y)+ '
ft(ta y)fy(ta y) + fy2(t7 y)f(ta y)

—
DN
=
—~
~+

<
—
w
=
—~
~
~
+ |

h? h?
yir = g+ by () + 5ry @ (t) + 570 () + O(hY);

h2
Ykt1 = Yk +hf(tr, ) + o et yr) + oy (b, i) f (e, ye)] +
h3
g [fee (b, Yie) + 2fey (s Yi) S (tes Yie) + fy (b, Y) S (b i) | +
h3

37 [fe(ti, yi) fy (s yi) + f;(tkayk)f(tkayk)] +0(hY). (322
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Método de Runge-Kutta de 2 estagios:

Ye+r1 = Yk +h(c1k1 + cako)
k1 = [tk yr)
ke = f(tx+ agh,yr + hbaik1).
Como ag = bay:
Ykt1 = Yk +h(cikr1 + coka) (3.23)
k1 = f(te,yr)
ko = f(ty + a2h,yr + hagky).

Expandindo ko em série de Taylor com centro em (t, yi) até ordem 2, obtém-
se

ke = f(tr,yr) +a2h [fe(te, yr) + w1 fy (e, yr)] +

212
ash

T g

[fre(trs yn) + 261 fry (ke yk) + K7 Fyy (tr ye)] - (3.24)

Substituindo (3.24) em (3.23), tem-se que:

Yk + her f(te, yk) + hea f(te, yr) +
h2azca [fi(te, yi) + f(te, yi) fu(ti, )] +
3 2
h ;!202 [fee(tr, ye) + 2f (b, ) fry (s yi) + fQ(thyk)fyy(tkyyk)} ;

Yk+1

Jr

Jr

Yk+1 = yr+ (c1 +e2)hf (e, yk) +

azezh® [fo (b yie) + f (b i) fu (b, yr)] +
2 3
2R ot ) + 27t 96) oot 00) + 0,0 Py i)

(3.25)

+ o+

Comparando (3.22) e (3.25), conclui-se que

Cl+62:1

agC2 =
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1
Assim, se ¢; = ¢y = 5 entdo as = 1 e tem-se 0 Método de FEuler Apri-

1
morado; se c; =0 e cy =1, entdo ay = 3 e tem-se o Método de FEuler
Modificado.

Note-se que n3o é possivel estabelecer concordancia entre os termos de ter-
ceira ordem de (3.22) e (3.25). Em (3.25) h3 trés termos com o fator h3,
enquanto que em (3.22) ha cinco termos com esse fator. Portanto, a ordem
nao pode exceder dois.

2. Deduza o método de Runge-Kutta de terceira ordem no qual co = c3 e
ag = as.
Solucdo
3
Yk+1 = Yk + hz CrRy
r=1

= yr+h(c1k1 + cake + c3K3) .

Como ¢y = c3, tem-se que

Yrt1 = Yx + h(c1k1 + caka + cang) (3.26)
sendo
k1 = f(ty),
ke = f(t+ haz,y+ hbak),
k3 = f(t+ has,y+ hbsik1 + hbsaka).
r—1
De Ay = Zbrs e as = as, obtém-se ag = b21, asz = b31+b32 eag = b31+b32,

s=1
o que implica que b3; = as — bso.

Assim:
K1 = f(tay)a
ke = f(t+ haa,y+ hagky);
k3 = f(t+ haz,y+ h(az — b32)k1 + hbzaka).

Supondo que f(t,y) tem derivadas parciais continuas até a ordem necesséria,
expande-se k2 e k3 em torno do ponto (t,y) até o termo de segunda or-
dem. Durante a expans3o, todos os termos de terceira ordem s3o desprezados
porque na substituicio em (3.26) esses termos tém ordem quatro.

e Expansdo de ks:
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K2

K2

K2

h%a2
[+ has(fe + K1 fy) + TQ(ftt + 261 fry + K7 fyy )

h2a3
2

(fre +2f foy + 2 fy);

f+ha(fe+ ffy) +

2.2
h*as

-G (3.27)

[+ hasF +

onde F = fi+ ffyeG= fu+2ffry+ [*fyy

e Expansdo de k3:

f+h{azft + [(a2 — b32)k1 + bsakz] fy} +

h2
o a2 fer + 2as [(az — baa)k1 + baaka] fey + [(a2 — baa)k1 + baaka]? fyy} ;

f+ h{aafe + [(a2 — b32) f + baara] fy} +

(A)

2
% a2 fer + 2as [(az — baa) f + bazka] fry + [(az — b3a) f + baaka]® fyy} .

(B)

(3.28)
Desenvolvendo-se (A):
A = aaft+ [(a2 —b32)f + bz2ka] fy
h2a?2
= aafttaaffy —baaffy+bsafy (f + ha2 F' + TQG)
h2a2
= a2ft+axffy —bsaffy +bs2ffy + hazbs2 Ffy + 5 232Gy
h2a2
= a2(fe + ffy) —baaffy +ba2ffy + hasbs2 F fy + 5 2b32G fy
2 2
= a2F 4 hagbs2 F fy + h a22b32 Gfy.
h2a2b
A =qayF + ha2b32ny + 42032 ny (329)

2
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— Desenvolvendo-se (B):

B a3 fu + 2a2 [(a2 — bs2) f + bsaka] fry+

[(a2 — bsa2) f + bsakia]” fyy

_|_

= a3fu +205f fry — 2a2bs2f fuy + 2a2b32 fryra + (3.30)

B;
+ [(a2 — bs2) f + bazra]” fyy -
Ba
Substituindo (3.27) em B; e By, chega-se a:
B = 2a2b32ffty + 2ha§b32Ffty;
By = a3f%fyy +2ha3bsaF [ fyy.

Em B; e By, descartaram-se termos com fator h?, p > 1. Substi-
tuindo By e B2 em (3.30), obtém-se

B = a3G + 2hadbsa F fry, + 2hadbsa F f £y (3.31)

Substituindo (3.29) e (3.31) em (3.28), tem-se que

hQG%bgg
K3 = f +h | asF + ha2b32ny + 9 ny

2

h
+ 5 (a3G + 2ha3bsa F fry + 2ha3bsa F f fiy)
2

h
K3 = f + has F' + ? (agG + 2a2b32ny) . (332)

Em (3.32), descartou-se o termo com fator h?.

Substituindo k1, k2 e k3 em (3.26), tem-se que

h2a2
Ykt1 = Ykt h [C1f+62 <f+ha2F+ 5 QGH +

h2
+ hCQ |:f + hagF + ? (a%G + 2a2b32ny)}
Yer1 = Yk +h(cr +2c2) f + 2h%azcaF + h® (a5ca + azbsacaF fy) -
(3.33)

O Método da Série de Taylor de terceira ordem é dado por

h? h3
Yk+1 =Yk +hf+ 7F + (G+Ffy). (3.34)
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Para que (3.33) coincida com (3.34), deve-se ter

c1+2c9 =1 a9 = g
1
_ - 2
2(1262 = 2 b32 — g
=
(I%CQ = l 1
6 ‘=7
1
a3bsaco = 6 Cy = g
) 2 3 )
Com os valores anteriores, tem-se que az = —, ¢3 = 3 e b3y = 0. Assim,
o Método de Runge-Kutta de terceira ordem, com as condi¢des impostas, é
dado por
K1 = f(t7 y)
h 3 3 B 2h 2h
yk+1yk+z<m+§%2+§f”v3) HQ*f(tJr?’ij?m)
2h 2h
K3 :f(t—l—?,y—l— ?@)

3. Mostre que o Método de Runge-Kutta Cléssico (RK44)

Yo = y(to)
Yk+1 = Yk + h®(tr, Y, h), tp1i =t +h, 0<k<n—-1 "

k1 = f(tr, yx)
= f(tx + yk'f'ﬁlil)
O(ty, yp, h) = (k1 + 260 + 263 + Kg) , 2 S+ 3, 7
(b i, B) = 5 (k1 2 3+ ha) K3 = f(tk + %, uk + 352)
kg = f(ti + h,yr + hk3)

eh= (b;“), aplicado 3 equac3o diferencial ¥ = py, p constante, fornece

Yktl _ eph 4 O(ph)®.
Yk

Solucdo

Calculando k1, k2, k3 € k4 para a equagdo y = py, tem-se que
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67

k1 = f(te,Yr) = DYk,
= fl Jrﬁ Jrﬁ ) = +ﬁ = +Zﬁ
wy = flte+ e+ om) =pu+ 5o ) = [P+ )k,
h h h 2,
Ky = f(tk+§’yk+§’i2)p{yk+§<p+p7>yk]
2 31,2
- p"h p°h
2 312

p*h

2

2 p4h3

4

+

I

(p + p*h +

Aplicando os resultados acima no Método de Runge-Kutta de quarta ordem,

obtém-se
h
Ypr1 =  Yp T+ 5 (k1 +2k2 + 263 + Kyg),
Ykl = Yp Tt
h th p2h p3h2 2 p3h2 p4h3
+ — |pyp +2(Pp+ — |y +2|P+ — + Yy + (p+ 2 h + Y | >
6 2 2 4 4
oh ph p2r2  ph p2r2  p3r3  ph p2r2  p3n3  pind
= 14 — - - il ,
Ykl te Tt 3 6 12 6 6 12 20 ) Uk
- - h+p2h2+p3h3+p4h4
Y41 = P 5 o1 Yk
2,2 3,3 4,4
Yy p<h p°h p h
L~ i 4pn+ + (3.35)
vk 21 31 a1
Como
& n 272 3h3 4h4
h (ph) p p P 5
=) T = lApht e e S+ 0 ((h)),
n! 2! 3! 4!
n=0

pode-se reescrever (3.35) como

Yetl _ oph O(p°hd).
Yk

4. Considere o problema de valor inicial

Y

{u

0)

(a) Estime h para que o erro local de truncamento
seja menor que 104,

para o Método de Euler
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(b) A estimativa para h obtida no item (a) pode ser usada como aproximagio

inicial do passo de integracao para o Método de Runge-Kutta-Fehlberg?
Justifique.

Solucdo

(a) O Método de Euler

Yo = y(to)
Yk+1 = Yk + hf (e, yr)
tem erro local de discretizagcdo dado por
tr —y(tg
o = PRI p gy 1) (3.36)

Truncando-se no segundo termo a expansdo em série de Taylor de y(t+1)
com centro em ¢ = tj, obtém-se

(tk-i-l - tk)2 "

Y(treg1) = y(tr) + (tegr — tr)y' (te) + 20 y'(€), (3.37)

com & € (tg,try1)-

Denotando-se h = tj41 — t) e substituindo-se (3.37) em (3.36), tem-se
que

y(te) + hy'(tk) + 209" (€) — y(t)

o = - ~ f (ty(n)
= y(t) + 5" (6 = f (e y(tr))
- 2y (3.38)
Assim,
ol = Sl
mazlo] < 3 marly(©)
gfgg;cly”(ﬁ)I < 107
ho< 210 (3.39)
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Ainda,
I = [0,1],
e2t
t) = —
y(t) 5
y'(t) = €,
y'(t) = 2e*. (3.40)

Como a fungdo (3.40) é estritamente crescente no intervalo [0, 1], assu-
mindo o valor maximo 2¢? em t = 1, pode-se reescrever (3.39) como

2.10~¢
h<=——,
2e2

—4

h < ~ 1,35335x107°. (3.41)

e2

(b) Uma aproximag3o para o erro local de discretizacdo do Método de
Runge-Kutta-Felhberg é dada por

1 128 2197 1 2
RKF o~ . 220 2090 b ke (342
Y 360 T 1275 7m0a0" T 50"t gghe B42)

10~*
Calculando (3.42) com f(t,y(t)) = €%, to = 0 e h = ——, obtém-se

e? '
K1 = (ﬁanO) = e2t0 = 60 = 1)
= flt —l—h +h
R2 = 0 4790 4f<01

— 2totE) — % ~ 1,000006767,

= f t—l—% —i—%m —i—%n
R3 = 0 8790 321 322

— 2o+ %) — 0%~ 100001015,

g 120, 1932R 700K 7206
e = 0 YO o197 M T o197 2 T o197 B
h

— 2ot H) — oA~ 1,000024985,

ks = f t0+h,yo+—216 51*8}1’?2+—513 K3~ 701"

= 2ot — 2k 1000027067,

439h 3680h 845h )
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3544h n 1859h 11h )

h 8h
- to+ 2 yo — Xl 4 2h _ ="
6 ! ( 0F 5 U0 = Gk k2R = Sl w3 g T a0 P

e2(0+3) = ¢h ~ 1,000013534,

ol KT~ 1,96784x107 11, (3.43)

Como no Método de Runge-Kutta Fehlberg tem-se que

laf " =1,96784x107" < e =107, (3.44)
—4
pode-se usar —— como valor inicial para o passo de integragdo h. O
€
—4
mesmo se verifica para h < —
e

5. Interprete geometricamente o Método de Euler Modificado

{ Yo = y(to)

Yk+1 = Yk + h®(tk, yk, h); thyr =te+h 0<k<n-—1

o K,lif(t,’y)
2,9, h) = k2 { ko= f(t+ 5,y + §k1)

e o Método de Euler Aprimorado

Yo = y(to)
Yk+1 = Yk + h®(tr, Yk, h); tepr =t +h; 0<EkE<n-—-1
K1+ K2 k1 = f(t,y)
(b =
(t:y,h) 2 { ke = f(t+h,y+ hrk1)
ambos com h = Z”T".
Solucdo

Em ambos os casos, considere-se o p.v.i. § = f(¢,y) com y(tg) = yo e solugdo
y(t). Ressalta-se que a situacdo ideal das ilustragBes é quando (t,yx) =

(to,yo)-
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¥l

Y(tk+1)
¥alty) R

yit)

ty b ten

Figura 3.1: Interpretagao geométrica do Método de Euler Modificado.

(a) Método de Euler Modificado

Na Figura (3.1), y(t) é o gréfico da solugdo analitica. Seja y;(t) a reta
que passa pelo ponto (t,yx) e que tem inclinagdo f(tx,yx). Com isso,
tem-se

yi(t) =y + (¢ = te) f(tr, y)- (3.45)
As coordenadas do ponto P para t = tpyy €m y1(t) sdo dadas por
(try 1 ye + Bt yn)).-
Seja agora yo(t) a reta que passa pelo ponto P e tem inclinago f(t,H% Ykt

5 f(tk,yx)). Logo,

ya2(t) = [yk + gf(tkayk)] + (t - tk+%) Stes 1,9 + gf(tkayk))-
(3.46)
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Seja agora ys(t) a reta que passa por (tx,yr) e tem por inclinagdo a

inclinacdo da reta yo(¢). Assim,

Calculando ys3(tx+1), obtém-se uma aproximagdo para o valor que a
solugdo y(t) assume no ponto t41.
Modificado, dado por

h
ys(t) =y + (€ = te) f(trp 1, yn + §f(tk, Yr))-

h
Yer1 = Ye + hf(ty 1,0 + §f(tk, Yk))

(b) Método de Euler Aprimorado

¥ (tk+1)

*{{)

¥ty

ity

y(®)

Figura 3.2: Interpretagdo geométrica do Método de Euler Aprimorado.

t h b

Isso define o Método de Euler
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Na Figura (3.2), y(t)é o grafico da solugdo analitica. Seja y1(t) a reta
que passa pelo ponto (tx,yx) e que tem inclinacdo f(tx,yr). Dessa
forma, tem-se

yi(t) =y + (t — te) f (ks Yr)- (3.48)
As coordenadas do ponto P para t = ti+1 em y1(t) sdo dadas por
(tr+1, Yk + hf (tks Ur))-

Seja agora y2(t) a reta que passa pelo ponto P e tem inclinagdo f(tx+1, yr+
hf(tk,yx)). Portanto,

y2(t) = [yk + hf (b yr)] + (t = teg1) ftrrr, yu + RS (te yk)). (3.49)

Observe-se que yi(tx+1) € a aproximacdo gerada pelo Método de Euler.

Seja agora y3(t) a reta que passa por P e tem por inclinagdo a média
das inclinagdes das retas y1(t) e y2(t). Logo,

ys(t) = [yx +hf(te,un)] +

b= ) F (s ) + f (Bryrs ye + D (b i)

2
(3.50)

Considere-se agora a reta y4(t) que passa pelo ponto (tx,yx) e tem a
mesma inclina¢do de ys3(t). Assim,

ftrsyr) + f(trgr, ye + hf(trsyr))
5 .

ya(t) =y + (t — tr) (3.51)

Calculando y4(ti4+1), obtém-se uma aproximagdo para o valor que a
solu¢do y(t) assume no ponto tiy1. Observe-se pela Figura (3.2) que
essa aproximac¢do € mais precisa que a aproximacao gerada pelo Método
de Euler. Isso define o Método de Euler Aprimorado, dado por

Ykt+1 = Yk + g U (tr, yr) + f(te + hyyr + hf (e, yr)))
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Capitulo 4

Estabilidade dos métodos
de passo unico

Seja o Problema de Cauchy

{%y(t) = —10y(t), te[26] (4.1)
y(2) = 1000

cuja solugdo exata é y(t) = 1000e~ 1920 (verifique!).

A obtenc3o de uma solug¢do numérica para (4.1) demanda, na prética, a escolha
de um passo de integragdo h > 0 além, é claro, de um método numérico. Por
exemplo, considerem-se as aproximagdes obtidas com o Método de Euler (1.24)

Y1 = Yk +hf (e, yr)
Yk + h (—10y)
(1 — 10h)ys,

com passos de integracdo h = 0,125 e h = 0,5. A Tabela (4.1) mostra o erro
global de discretizacdo para cada um dos passos de integracao.

Da anélise da Tabela (4.1), constata-se que o Método de Euler produz um erro
global de discretizacdo aceitdvel para h = 0,125, porém inadmissivel para h = 0, 5.
Qual é entdo o motivo para o comportamento da solu¢do numérica em ambos os
casos? A escolha apropriada do passo de integragdo h estd associada ao conceito
de estabilidade absoluta (h fixo).

4.1 Estabilidade absoluta

Para compreender a origem dos problemas de estabilidade que se pode ter na es-
colha de um passo de integracao h para um determinado método numérico, analisa-

75
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h=0,125 h=0,5

123 y(tr)  ly(te) —yel  ly(tx) — yil
2.0 L000E+03 0,000E+00 0,000E+00
2,5 6,738E4+00 2,832E+4+00 4,007E+03
30  4540E-02  3,014E-02  1,600E+04
3,5 3,059E-04 2,463E-04 6,400E+4+04
4,0 2,061E-06 1,828E-06  2,600E+05
4.5 1,389E-08 1,298E-08  1,024E+06
50  9.358E-11  9,003E-11  4,096E+06
55  6,305E-13  6,166E-13 1,638E+07
6,0 4,248E-15  4,194E-15 6,554E+07

00 O Ul W N~ O

Tabela 4.1: Erros globais de discretizagao produzidos pelo Método de Euler na
solugdo numérica de (4.1) para dois passos de integracao.

se o Método de Euler

Y1 = Yk + hf(te, yr)

{ vo = ylto)

aplicado ao Problema de Cauchy modelo

d

—y(t) = A

{ V() v

y(to) = wo

cuja solugdo exata é dada por y(t) = yoe*(*=t0) (verifique!).
Assim, tem-se que

Y41 = Yk +hf(tr, yx)
=y + Ay
= (14 M)y (4.2)

Estabelecendo em (4.2) uma dependéncia da condi¢do inicial yg, chega-se a

y1 = (1+ Ah)yo,

yo = (1+Ah) g,

ys = (1+ )’ yo,

y = (1+0)"yo, (4.3)

onde o pardmetro A pode ser real ou complexo.

Na anélise da estabilidade, hd duas situa¢des possiveis para A € R: A < 0 ou
A>0.
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e Se A <0, entdo lim y(t) = lim yoe ") = 0.
t—o0 t—o0
A solugcao numérica y;, terd esse comportamento se

[1+XM| <1 = —-1<14+XM<1l=-2<I<O0.

Assim, a solugao numérica tem o mesmo comportamento da solucdo analitica
se A € (—2,0). Neste caso, existe uma restricio para os valores de h de
modo que haja estabilidade.

e Se)\>0,

lim y(t) = lim yoe

t—o00 t—o00

At—to) — ) Yo, se€ A=
oo, se A>0

Neste caso, a solucao numérica
k
yr = (L+ )" yo

tem o mesmo comportamento da solu¢do analitica independentemente dos
valores do passo de integracao h.

Portanto, o Método de Euler é um método condicionalmente estavel cuja
regido de estabilidade absoluta é dada por Ah € (—2,0).

Observagao

Para A € C = \h € C, tem-se que:

z
[14+ Mh| <1

A =a+bi, a,beR

lz+1] <1

la+bi+1] <1

[(a+1)+0bi] <1
(a+1)24+p2<1

(a+1)2+b* <1

[a— (-] +b* < 1. (4.4)
Em (4.4), tem-se o conjunto dos pontos interiores a um disco centrado no ponto

(—1,0) e de raio 1. O intervalo de estabilidade é definido por Re (Ah) € (—2,0),

enquanto que I'm (Ah) é responsdvel apenas por um comportamento oscilatério da
solugdo (Veja Schwarz [17]).

L R

4

Definicao 4.1 (Estabilidade absoluta para os métodos de passo tnico). Seja
um método de passo unico que, aplicado ao Problema de Cauchy modelo

Syt = ()

y(to) Yo
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conduz a
Yk+1 = Y(AR)yp.
O conjunto

Q={pecClp| <1}

¢ denominado regido de estabilidade absoluta (h fixo) e Y(Ah) € o fator de am-
plificacao. A intersecg¢ao da regiao 2 com a reta real determina o intervalo de
estabilidade absoluta do método de passo unico.

4.1.1 Exercicios

Exercicio 4.1. FEzplique a estabilidade (ou instabilidade) do Método de Euler
aplicado a solugdo do p.v.i. (4.1) com passos de integragao h = 0,5 e h = 0,125.

Exercicio 4.2. Determine o intervalo de estabilidade absoluta para o Método
de Euler Modificado.

Exercicio 4.3. Determine o intervalo de estabilidade absoluta para o Método
de Euler Aprimorado.

Exercicio 4.4. A Tabela (4.2) traz o fator de amplificagao e o intervalo de es-
tabilidade absoluta para os Métodos de Runge-Kutta de ordem R com R estdgios

[10].

R Fator de amplificacdo Intervalo de estabilidade absoluta
1 14+ Ah (-2, 0)
2 1+ Ah -+ Q02 (-2, 0)
3 14 Ah 4 QU2 QB2 (2,51, 0)
2 3 4
4 14 an4 QoD QA7 OB (-2,78, 0)

Tabela 4.2: Intervalos de estabilidade absoluta para os Métodos de Runge-Kutta
de ordem R com R estagios.

Calcule o fator de amplificagcdo para o Método de Runge-Kutta Cldssico (RK/44).

Exercicio 4.5. Comprove o efeito da estabilidade (ou instabilidade) usando
0o Método de Runge-Kutta de quarta ordem com quatro estdgios (3.14) para
calcular a solucao numérica do problema de valor inicial

dat? o oS (4.5)

{ do) = —suP)+o-L 1<i<4
y(1) = 1
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comh=0,2eh=0,4.

Sugestao: Mostre que a solugdo exata do problema de wvalor inicial (4.5) €

1
y(t) = 7 Com a solugdo exata e a solucao numérica, calcule o erro global

de discretizacado.

4.2 Suplemento tedrico

4.2.1 Instabilidade inerente

Seja o problema de valor inicial

d
YO =y(t)—t, t€0,5] (4.6)

y(0) =1
Em (4.6), tem-se uma equacido diferencial ordindria linear, de primeira ordem,

ndo homogénea. A solugdo exata de (4.6) é dada por y(t) =t + 1.

Fator integrante: e/ ~ = ¢—t,

|G -v| = e
Oyt eyt = e
%[e yt)] = —te !
/%[e*ty(t)} dt = —/te*tdt
e tyt) = f/te*tdt (4.7)

Integrando por partes o lado direito de (4.7), tem-se que:
u=t = du=dt
dv=e"ldt = v=—e"

/te‘tdt = —te_t—i—/e_tdt

= —tet—et
= —(t+1)e" (4.8)
Substituindo (4.8) em (4.7), chega-se a:
ehyt) = (e +C

y(t) = t+1+Ce". (4.9)
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Usando a condiggo inicial em (4.9), obtém-se
y(0)=1+C=C =0.

Logo,

y(t) =t+1. (4.10)

Perturbando a condi¢3o inicial em (4.6) em 1%, isto é, y(0) = 140,01, tem-se
os problemas de valor inicial

—yt)=yt)—t, te]0,5

Sy(t) = y(®) 1, 1€ (0,5 .
y(0) = 0,99
Lty =yt)—t, te[0.
dt ’ o (4.12)
y(0) =1,01

As solu¢des (refaca o calculo da constante C' em (4.9)) de (4.11) e (4.12) s&o
dadas, respectivamente, por

y(t) = —0,0le'+t+1 e (4.13)
y(t) = 0,0le’ +t+1. (4.14)

Considere-se t = 5 em (4.10), (4.13) e (4.14):

t=>5em (410) = y(5)=5+1=6;
t=5em (4.13) = y(5)=—0,01e’ +5+1~4,5;
t=5em (4.14) = y(5)=0,01e’+5+1~7,5.

Logo, perturbando-se a condi¢do inicial em (4.6) em 1%, a solucdo varia cerca
de 25%.

No exemplo dado, nenhum método numérico serd capaz de produzir um erro
inferior a 25% se a condic3o inicial for perturbada em 1%. Este é um problema
de estabilidade (ou instabilidade) intrinseco ao problema de valor inicial e, por este
motivo, denominado de instabilidade inerente.
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4.3 Exercicios resolvidos

1. Determine a regido de estabilidade absoluta para o Método do Trapézio.

Solugdo
p.Vv.i.:
d
{ praQ) y
y(to) = o
y(t) = yoe t=to)
Ye+1 = Yk + hq)(tka Yk Yk+1, h)
ks + f(tgo1,
Yes1 = yk—i—hf( k yk) J;( k+1 yk+1)
Ay + A
Yk+1 = Y + hw
Ah \h
(1 - ?) Yet1 = (1 + ?> Yk
2+ A\h
= : 4.15
Ye+1 (2 — )\h> Yk ( )

Estabelecendo-se em (4.15) uma dependéncia da condi¢&o inicial yo:

<2+>\h
Yy =

O (2HAR (24 MRN (2420 (24207
2= A\ T e \a=an ) T \a = ) Yo

O (24AR (2420 (24207 2400\
s = \ow) = e/ \a=an ) Y= \a—an) ¥
L[240\ (2420 (24 20\° 242\
v = o) e/ \aan ) T \a o) Y
- k
2+ \h
Y = (m) Yo, (4.16)

onde o parametro A pode ser real ou complexo.
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Na anélise da estabilidade, hd duas situa¢des possiveis para A € R: A < 0 ou
A>0.

e Se A <0, entdo lim y(t) = lim yoe**~) = 0.
t—o00 t—o00

A solugao numérica yj, terd esse comportamento se

= \h <O0.

2—Mh —24+ A <24+ AR

2+ Ah
2—-XMh

2+ M -
’<1 L 1< 2t {2+>\h<2 Ah

Assim, a solugao numérica tem o mesmo comportamento da solucdo analitica
se Ah € (—00,0). Neste caso, ndo hd nenhuma restricdo para os valores de
h de modo que haja estabilidade.

e Se)\>0,

Yo, Se A=

lim y(t) = tlggo yoe ) = { oo, se A>0

t—o00

Neste caso, a solugao numérica

(242"
Y=\ ) %

tem o mesmo comportamento da solu¢do analitica independentemente dos
valores do passo de integracao h.

Como, independentemente de A < 0 ou A > 0, a solucdo numérica acompanha
o comportamento da solu¢do analitica, o Método do Trapézio é incondicional-
mente estavel, ou seja, para qualquer A n3o existe restricdo para os valores do
passo de integracao h.
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Observagao

Para A € C = A\h € C, tem-se que:

z = M=a+bi, a,beR
24z
2—z
2+a+bi
2—a—bi
(a+2) + bi
(—a+2)—bi
[(a+2) + bi]
[(—a + 2) — bi]
(a+2)2 4 b2 <1
VaTop T (0P

<1

'2+>\h

1
2—)\h‘<

4

= V@+2)2+0</(—a+2)2+0?

= a’+4da+4+b°<a®—4da+4+0b°

= 8a<0

= a<0

= Re(\h) <0. (4.17)

Em (4.17), tem-se o conjunto dos pontos do semiplano a esquerda da origem. O
intervalo de estabilidade é definido por Re (Ah) € (—o0,0), enquanto que I'm (Ah)
é responsdavel apenas por um comportamento oscilatério da solugcdo (Veja Schwarz

[17]).
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Capitulo 5

Métodos de passo multiplo
lineares

5.1 Definicao

Definicao 5.1 (Métodos de passo miltiplo lineares). Um método de passo
multiplo linear (ou método de passo maltiplo linear de n-passos) tem a forma

D ks =hY Bifrts (5.1)
=0 =0
ou

QnYkin + -+ 1yry1 + aoye = b [Bnfoqn + -+ Brfesrr + Bofl,

onde a; e B; sdo constantes, sendo o, # 0 e ag ou Py # 0.

A relacdo (5.1) é uma equagdo de diferencas lineares, cuja solu¢do é uma
sequéncia {y,}. O método numérico definido por (5.1) é implicito quando 8,, # 0
e explicito quando 8, = 0. Sem perda de generalidade, assume-se que o, = 1.

Exemplo 5.1 (Método de Adams-Bashforth). Na notagao empregada no Capitulo
1:

Yo = y(to) , yp pré-determinado, 1 <p <3
3<k<n-1.
Yit1 = Ui + o (55fk — 59 fu—1 + 37 fr—2 — 9 fi—3)

85
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Na notagao (5.1):

yo = y(to) , Yp pré-determinado, 1 <p <3

k=0,1,... (5.2)
Yrta = Yk+3 + 95 (55 frrs — 59 frra + 37 fre1 — 9fx)
Comparando (5.2) com (5.1), constata-se que
CYOZO, aq :0, CYQZO, a3:—1, O(4=1

-9 37 59 55
ﬂofﬂ,ﬂlfﬂ,ﬂ2f*ﬂ,53*ﬂvﬂ4—0-

O método (5.2) € explicito (B4 =0) de 4-passos e yp, para 1 < p < 3, €
obtido numericamente através de um método de passo unico de mesma ordem
de consisténcia que a ordem do Método de Adams-Bashforth.

5.2 Deducao

Pode-se deduzir um método de passo miiltiplo linear:

e pela forma diferencial do Problema de Cauchy;

e pela forma integral do Problema de Cauchy e quadratura numérica;
e por interpolagao polinomial.

Exemplo 5.2 (Método de Simpson). Considere a tabela de pontos abaizo.

t | 122 | Tet1 | T+2

FEy®)=F | fr | frsr | foeo

Tabela 5.1: Pontos interpolados no Método de Simpson.

Como
Lyt = )
| s = [ sy = el = [ o) ds

)
k ds ty 123

Yltees) — y(te) = / " (s, u(s)) ds,

ty
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tem-se que

(fe +4fe41 + frt2) (5.3)

h
Y(try2) —y(te) = 3

expressao obtida integrando-se o polinomio de grau 2 que interpola todos 0s pon-
tos da Tabela (5.1).
A relagao (5.3) inspira o método de 2-passos implicito

h
Yer2 ~ Yk = 3 (frog2 +4frp1 + fr) (5.4)

conhecido como Método de Simpson.

Comparando (5.4) com (5.1), constata-se que
aoz—l, 041:0, a2:1

1 4

502575125,522

5.3 Erro Local de Discretizacao

Definigao 5.2 (Erro local de discretizacao). Dado o método numérico de passo
maltiplo linear (5.1), o erro local de discretizag¢io € definido por

Zajy(tk + jh)
a= FOT *Zﬂjf(tk +jh,y(tr + jh)). (5.5)
=0

Em (5.5), a é o erro produzido pelo método numérico para avangar a solu¢do
um passo de integracao h partindo de valores exatos y(tx + jh), 0 < j <n—1.

Sejam

n

d=ha=Yojy(ts+jh) —h>_ B f(tx + jh,y(tx + jh)) (5.6)
=0 =0

e a solugdo numérica

D ayres = h Yy Bif (tergs yirs) = 0. (5.7)
=0 =0
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Efetuando-se a diferenca (5.6) — (5.7), obtém-se
= ) oyt +5h) — yrss] +
§=0
hY By [f (b + hy(te + 1) = f(ters virs)] (5.8)
=0

Assumindo valores exatos yx+; = y(tx +jh), 0 < j <n—1, tem-se para j =n
m (5.8) que

d= y(tk + nh) — Yk+n — hﬁn [f(tk + 7’Lh, y(tk + nh)) - f(tk-i-na yk-l-n)] .
(5.9)

H& duas possibilidades em (5.9):
e método explicito (5, = 0)

d = y(trtn) = Yktn;
e método implicito (5, # 0)

d = y(tk +nh) = Yrgn — hBn [f(tr + nh,y(tk +nh)) = f(trrn, Yrtn)]

Teorema do Valor Médio

of

= y(tr +nh) — Yrsn — hﬁna—y (thtns Ekn) (Y(Ee + 1h) — Yrgn)

= (1 - h’ﬂng_z (ttns §k+n)> (y(tr +nh) — Ypin) -

5.3.1 Expansao em Série de Taylor

Expandindo-se

ha =" aj(y(ts + k) = b B; f (b + jhy(tr + jh))
Jj=0 Jj=0 (1) :
y® (te+ih)

em Série de Taylor com centro em t =y, tem-se que

n iP P
he = Y J[y(tk)+yhy(1)(tk)+ W@ e+ 22 4y I —y P )+ | +
3=0 P!
n ip—
- > [hy(l)(tk)ﬂh v @ (1 W(t (4)(%)+ 4 7(7) P () + -
=0 4 '

ha = Coy(t) + Crhy™ (t) + Coh®y® (t) + - + CphPy @ (1) + -+,
(5.10)
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onde os coeficientes C), sdo

Co = ZOAJ',

7=0

n n
Cro= > jes= B

§=0 §=0

n j2a- n

] .

¢ = Y

=0 = j=0
. — — jfa;  ~i%B
8o 3l 21

§=0 §=0

. "L P GP1B;
G o= 2 p!jf.z(p—lil'

Para que o método numérico seja " (til”, espera-se que

lim a(t, h) = 0.
h—0

Para tanto, deve-se ter em (5.10)

Cl = Zjaj—ZBjZO.
j=0 j=0

5.4 Consisténcia

Defini¢ao 5.3 (Consisténcia). Um método de passo mailtiplo linear é consis-
tente com a equagdo diferencial ordindria (ou simplesmente consistente) se e
somente se

lim a(t, h) =0,
h—0

ou seja, se e somente se Cop =0 e C; =0.
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5.4.1 Ordem de consisténcia

Defini¢ao 5.4 (Ordem de consisténcia). Um método de passo maltiplo linear
tem ordem de consisténcia p se

a = O(h?),
ou seja, Se

00201:'-'2013:060;0.,_1750. (5.11)

Substituindo-se (5.11) em (5.10), tem-se que

ho = C’p+1hp+1y(p+1)(§) ou ha = Cp+1hp+1y(p+1)(tk) +0 (hp+2) )

Observe-se que:
1. O método é consistente <= p>1 (Cyp =Cy =0);

2. A defini¢c3o geral de consisténcia (que também serve para os métodos de passo
(nico) pode ser escrita como

" O método é consistente com a EDO <= lima(t,h) =0";

h—0
3. Como
of

ha = {1- hﬂna—y(&cm) (y(tk +nh) = yrin) e

ha = Cp+1hp+1y(p+1)(tk) +0 (hp+2) ,
entao

Y(ti +nh) = yesn = Ch RPTy P () + O(RPT2). (5.12)
Em (5.12), o termo
CpyrhP Ty P (t)

é denominado erro local de discretizagdo principal. Para métodos explicitos
tem-se

A
Cpi1=Cht1
e para métodos implicitos

/= G
(1—hﬂng—£)
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5.5 Convergéncia
A nog¢do de limite a ser utilizada é

lim yi, = y(t), kh =t —to (fixado)
h—0

sendo y; a solugdo aproximada e y(t) a solugdo exata.

Definic¢ao 5.5 (Convergéncia). Um método de passo miltiplo linear de n-passos
n n
> iy =h Y Bif (ks Unts) (5.13)
j=0 j=0

€ convergente se, para todo Problema de Cauchy

Slt) = 1(t.y(0)

y(to) = yo
tem-se que
li =y(t
Lim g1 = y(t)

Vt € [a = to,b = tf] e para toda solucdo da equagdo de diferencas (5.13) satis-
fazendo

Yp = p(h)

com }llin%wp(h) = (=yo em geral), p=10,1,--- ,n— 1.
—

5.5.1 Condicoes necessarias a convergéncia
Em um método de passo mdltiplo linear convergente, espera-se que
h—0 .
yk-l—j—) y(t) vj:()vla"'vn'
{

kh=t—tq

Equivalentemente,

com lim 4 (h) =0.
h—0 5.k
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Dessa forma,

Zajy(t) = Zajykﬂ’ + Z a; 6 (h),
i=0 i=0 =0

)

=

=

™
£
I

WY Bif (b verd) + D jek(h). (5.14)
j=0 =0

)

Ainda supondo que o método seja convergente, tem-se que

yk+j‘_yk hso d 19

jh — Ey(t)vjz syt , 1
1
kh=t—tq
Loy = BH_I g
dt Jh gk
——
10, hRJO
e = Lyt in e m
Ye+i =Y = ] dty J ik
Zajyk+j - Z ajyr = thaj Ey(t) + thaj 0 (h)
=0 i=0 =0 =0 I*
WY Bifers =k ;= h—y(t) D da+hY jay g (h)
=0 =0 =0 =0 Ik
——
Co=0
hzﬁjfkﬂ’ = hay(t) Zjaj + thaj Gk(h)
J=0 §=0 §=0 >
S Bifrri = Ey(t)zjaj +) oy o (). (5.15)
=0 =0 =0 7

d
Como frt; — f(t,y(t)) = Ey(t) e ‘ek(h) — 0 quando h — 0, pode-se concluir
s
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de (5.15) que

d N
Ey(t)Zjozj

§=0
Py Y8 = Ty e
i=0 i=0

d L
%y(t)Z]aj

93

=0 =0
n n

> 5 > ja

=0 =0

n

D 8= ey =0
Jj=0 J

j=0
Zjajfzﬂj = 0

j=0 j=0
¢, = 0

Mostrou-se assim que, se o método for convergente, entdo Cy = 0 e C; = 0,
isto é, o método é consistente.

Consisténcia é uma condi¢do necessdria a convergéncia, ou seja, um
método de passo miltiplo linear consistente pode ou n3o ser conver-
gente. Porém, se o0 método de passo multiplo linear ndo for consistente,
também nao serd convergente.

Portanto, algo mais precisa ser satisfeito para garantir a convergéncia (condi¢8es
necessdrias e suficientes). Isto conduz a nogdo de estabilidade.

5.5.2 Exercicios

Exercicio 5.1. Usando as expansdes de Taylor em torno de t,, determine o
método mais exato implicito de passo 2 e o primeiro termo do erro local de
truncamento.

Exercicio 5.2. Mostre que o método
Y2 — Yrr1 = 2(3frr1 — 2fr)
€ inconsistente.

Exercicio 5.3. Mostre que a ordem do método
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Yrr2 + (b — Dyrpr — byr = F[(b+ 3) frra + (30 + 1) fi]
1. € 2 se b#-1;

2. ¢8seb=-1.
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5.6 Exercicios resolvidos

1. Mostre que a ordem do método

h
Ytz = Yot = 75 (4frr2 + 8furr — fi) (5.16)
é zero. Demonstre que o método é divergente usando a solugdo tedrica do
p.V.i.
y(t) =1
0<t<2. 5.17
Ly oses (517
Solucdo

Tem-se do método (5.16) os seguintes dados:

1

060:0, 041:_1, a2:1) BOZ_E)

51=§ e Pa=

wl

Para que a ordem do método seja zero, basta mostrar que Cy =0 e C; # 0.

2
C() == Zaj:ao+oz1+a2:0—1+1:0
7=0

2 2
C1 = Zj%‘*Z@' = a1 + 20z — By — 1 — B2
=0 =0

2 1

= 1+2+1 —17éo
o 12 3 3 12

Como Cy =0 e Cy # 0, conclui-se que o método tem ordem zero.

Um método de passo miiltiplo linear é convergente se, para todo Problema

de Cauchy
{ () = f(t,y(t))
y(to) = vo
tem-se que lim gy, = y(¢).
k’hhz?gto

)

No p.v.i. (5.17), f(t,y(t)) = 1 e a solugdo exata é dada por y(t) = ¢ (veri-
fique!).

Para t = 1 (fixo), tem-se empregando o método (5.16):

h 11
448—1)=—h,

Yk+2 — Yk+1 E( 12

+ 11h
Yk+2 Yk+1 2
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Logo:
yo = 0;
i = h (r=yo+h=0+h);
Y2 = m—i—%h:h—i—%h:%h;
ys = y2+%h=?—3h;
ya = y3+%h=%h;

Assim, lim y; = 0. Porém, y(1) = 1.
h—0
kh=1

Portanto, lim yi # y(t) para o Problema de Cauchy (5.17). Como o limite
h—0

kh=1
deve ser verificado para todo Problema de Cauchy, pode-se afirmar que o

método de passo multiplo linear (5.16) é divergente.

Pode-se mostrar também que o método (5.16) é divergente plotando-se si-
multaneamente a solucdo analitica e as aproximacdes geradas pelo método.
Os Gréficos (5.1) e (5.2) comparam as solugdes considerando passos h = 0, 1,
h=0,05eh=0,025.

h=0.1 h=0.05
T T T T T 2 T T T T T
— Solugéo Analitica — Solugéo Analitica
O Aproximagdes O Aproximagdes
18- o4
o o
o
¢} oO
o 16 °
o
o o
o 4 14 o°
o]
(o} (o}
o
o 1 12r o]
o
o o
o o
> 1 o
[o} (o}
° o]
1 08} 50
(e} [o}
(s}
(o] (o]
0.6 o
© (e}
©
O
0.4r
0.2
0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2
X X

Figura 5.1: Comparacao das solugoes exata e numérica do Problema de Cauchy
(5.17), onde a solugdo numérica foi obtida através do método (5.16) com (a)
h=0,1¢e (b) h=0,05.
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18

161

14r

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

h=0.025
T

T T T T
—— Solugéo Analitica
O- Aproximagdes

. . . .
0.2 0.4 0.6 0.8
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Figura 5.2: Comparacao das solugoes exata e numérica do Problema de Cauchy
(5.17), onde a solugdo numérica foi obtida através do método (5.16) com h =

0,025.

Observa-se nos Graficos (5.1) e (5.2) o comportamento divergente do método
de passo miiltiplo linear (5.16). O refinamento do passo de integracdo n3o
diminui a diferenga entre os valores exato e numérico. Pelo fato da ordem do
método ser zero, haverd para todo passo h uma diferenca quase que cons-
tante entre as solugdes analitica y(¢x) e numérica y, em todos os pontos tx.
Fixando-se o ponto ¢t = 2,0, o comportamento do erro nas aproximagdes de
y(2) com o passo h sendo reduzido pela metade sucessivamente, por vinte
vezes, a partir de h = 0,5, pode ser observado no Gréfico (5.3), apresentado
em escala logaritmica. Nesse gréifico, nota-se que o erro quase se estabiliza

para um passo de integracio h menor do que aproximadamente 1072,
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Gréfico dos Erros

10

OQOOOOOOOOOOOO

10°

Figura 5.3: Comportamento do erro na solu¢do numérica do Problema de
Cauchy (5.17) obtida através do método (5.16) com refinamento do passo de
integragao h.

2. Aplique o método

h
Ykt2 + (0 — Dyrs1 — byx = Z[(b +3) frr2 + (3b+ 1) fi] (5.18)
ao p.v.i.
y(t) =y
0<t<l1. 5.19
{ yo=y1=0 - - (5.19)
Comente os resultados obtidos.
Solucdo
h
Yrr2 + (b — Dypr1 — byr = 1 [(b+3)fr+2 + (30 + 1) fi]
h
Yrr2 + (0 — Dypr1 — byr = 1 (04 3)yrr2 + (3b+ L)yx]
h(b+3 h(3b+1
Ykt2 — %ykw = —(b—1)yx41 + byr + %yk
h(b+3 h(3b+1
[1 - %] Yrr2 = —(b— Dyry1 + {bJr %] Yk



5.6. EXERCICIOS RESOLVIDOS 99

—(b—1Dyk41 + [b +

4

h(3b4+ 1)} N

(5.20)

Observe que no p.v.i. (5.19) tem-se como condi¢des iniciais yo = 0 e y; = 0.
Aplicando em (5.20) esses valores iniciais, obtém-se yo = 0. Ao se calcular
Y3, Y4, Y5 € assim sucessivamente, o método (5.18) gera uma sequéncia de
zeros. Observe-se também que a solugdo geral da EDO em (5.19) é dada
por y(t) = Ce'. Aplicando a condicdo inicial y(0) = 0, chega-se a C' = 0 e,
consequentemente, y(t) = 0, a solugdo do p.v.i.. Como y(t) = 0 para todo
t e o método numérico (5.18) gera uma sequéncia de zeros, pode-se concluir
que o referido método gera a solu¢do exata do p.v.i. (5.19).

3. Construa um método de 2 passos implicito de ordem méxima contendo um
parametro livre. Determine a ordem desse método.
Observacdo: considere o pardmetro livre como sendo oy = a.

Solucdo
Método de 2 passos implicito:

Yrt2 + aryrt1 +ayr = b [Bafrv2 + Brferr + Bofrl, (5.21)
com s #0, s =1¢e ag=a.

Tem-se em (5.21) 4 incégnitas. Logo, sdo necessdrias 4 equagdes. Para
tanto, considere-se o método (5.21) consistente de ordem 3, o que implica
00201202203:0604750.

2
00:0:>Zaj:0:1+a1+a:0:>a1:—(a+1) (5.22)
=0

2

2
;=0 = Zj%—Zﬁj=0=>Oé1+2—50—51—52=0

Jj=0 Jj=0

= l—a=p+p1+ B (5.23)

S

I

\
M)

.2 2
. 1
32—'aj—236j:0:§a1+2—61—2ﬁ2:0
! =

j=

[}

% [—(a+1)]4+2 = B1 + 28
—_——
(5.22)

= 3—a=2B3 +4p (5.24)
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g 2 52 1 8 1
C3:0 = Zaa‘]_z_'ﬁ‘]:():ﬁal—i_g 261—262:

7=0 7=0
1 8

= —[—(la+)]+= =61 +20
g TG

(5.22)
= T—a=236+128 (5.25)

Efetuando (5.24) x(—3) 4 (5.25), tem-se que

2—-2
2a-2= 36 = = " e (5.26)
Substituindo (5.26) em (5.24), obtém-se
2-2 5
4By =3 —a—2 a:sﬂgzalz . (5.27)

Substituindo (5.26) e (5.27) em (5.23), chega-se a

2—2a a+5 5a+ 1

= [y = — .

—1—qa-—
Bo “ 3 12 12

Calculando C4, obtém-se
2 2 5
& B 1 6 1, 8
Goo= Do L=ty gl g

24 6 3 6 12
—— ——
(5.26) (5.27)
45 — 3a + 8a — 8 — 8a — 40
72

a+1
24

(5.28)

Em (5.28), se a # —1, entdo o método (5.21) tem ordem 3 (Cyp = Cy =

1
C’2:C’g:0eC47é0);sea:71,ent§oo¢1:0,040:71,52:?
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4 1
Blzg,ﬁ():ge(?g,éiguala
2 .5 2 ,4
] ] 1 32 1 16
C- = o J 3. 2f 3, -2
’ ;0 1 ;4!63 20" T 10 2"
32 14 161
© 120 243 243
4 5  24-2
15 18 90
1
= —— £0.
90 7
Portanto, o método numérico (5.21) tem a forma
a+5 2a —2 5a+1
Yrt2 = (a+ D)yr1 +aye = h frv2 — fr1 — Jr| -
12 3 12
(5.29)
Em (5.29), se a # —1, entdo o método tem ordem 3; se a = —1, entdo o

método é o Método de Simpson

h
Y2 = Yk + 3 [frve + 4 ke + fi],

de ordem 4; se a # —5, entdo o método é implicito.
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Capitulo 6

Estabilidade dos métodos
de passo multiplo

Define-se neste capitulo condi¢Ges necessérias e suficientes a convergéncia dos
métodos de passo miiltiplo lineares baseadas nos conceitos de consisténcia e esta-
bilidade. Essa anilise depende:

e da solucio de equacdes de diferencas lineares (Lima [11, 12]);

e do controle das raizes de um polindmio naturalmente associado aos métodos
de passo miltiplo lineares (Stoer [14]);

e de polinémios caracteristicos associados aos métodos de passo miltiplo linea-
res (Lambert [10]).

6.1 Equacoes de diferencas lineares

Definicao 6.1 (Equacdo de diferengas linear). Uma equagdo de diferencas li-
near € uma igualdade do tipo

YnYk+n + Tn—1Yk+n—1 + Yn—2Yk+n—2 + -+ YoUYr = d)k ) k= 07 15 Tt (61>

onde v;, 0 < j < n, sdo constantes independentes de yi com yo # 0 e v, # 0.

A solu¢do de uma equagido de diferencas é uma sequéncia numérica

YnsYn+1,Yn+2," " iStO é' {y]}JEN (62)

103
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Em (6.1), se ¢, =0 Vk € N, entdo a equacio de diferencas é homogénea; caso
contrario, é ndo homogénea.

Seja {¥;} en a solugdo da equagdo de diferengas linear homogénea
n
> vk = 0. (6.3)
j=0

Se {9;}jen for uma solu¢do particular da equagdo de diferencas linear ndo
homogénea

Z’YJyk"FJ = ¢k k:0517 ) (64)
7=0

entdo a solugdo de (6.4) é dada por
yi=Yi+v; JeEN, (6.5)

isto é, a sequéncia numérica {y; }jen.

Assim, a solugdo (6.5) da equagdo de diferencas linear ndo homogénea é dada
pela solugdo da equacdo homogénea (6.3) acrescida de uma solug3o particular.

Verifica-se que, se {y;};jen soluciona a equagdo ndo homogénea

n

n
Dokt = 2Ok + Vrey)
§=0

=0

n n
= Z ViUk+j + Z Vi Ukt
=0 =0

——
=0

entdo
n
> ikt = bk
j=0

Um caso particular de interesse da equagdo ndo homogénea ocorre quando a
sequéncia {¢;}jen é constante, isto &,

or = ¢ Vk e N.
Nestas condi¢Oes, tem-se como solu¢ao particular
wk = n¢ ak = 07 1) ’
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desde que Z'yj # 0.

Jj=0

Defini¢ao 6.2 (Solugoes linearmente independentes). Um conjunto de solugioes
{yjitien, t = 1,2,--- K, € dito linearmente independente se e somente se a
combinacdo linear

a1yj1 + a2yj2 +asyjz+---+agy;xk =0, VjEN

implicar em a; =0,t=1,--- | K.

O conjunto de K sequéncias linearmente independentes, solu¢do da equacao
de diferencas linear, forma um sistema fundamental e toda solugao € dada como

K
{zdtyj,t} |
t=1 JEN

Uma das formas de solucionar a equacdo de diferencas linear homogénea

ZVJ‘Z/HJ‘:O,%#OG%#O,
=0

¢é analisar solucdes da forma

i = 1" (6.7)

Substituindo (6.7) na equagdo de diferencas (6.6), obtém-se

Z’YkaJrj = 0,

Jj=0
r* =0=r=0: solucdo trivial
n n
) i . . C A
k Z,Wg — 0= Zvjr 0 = r é uma raiz do polindmio
§=0 j=0 n
pn(r) = Z'erj
=0

Se todas as raizes do polindmio p,, () forem distintas, a solu¢do geral da equagio
de diferencas linear ndo homogénea é dada por

n
Yk = Zdﬂ"f + Yk
=1
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No caso de raizes miiltiplas, a solu¢do deve ser modificada. Por exemplo, se 71
for uma raiz de multiplicidade 2, tem-se que

yp = diart +digkrt + ) dirf + Y.

t=2

Em geral, se r, tem multiplicidade 1, a solu¢do geral é escrita na forma

ye = |digi+digk+--+dik(k—1)(k—2)...(k— i +2)) r’f +

+ [dog +dook 4+ dok(k — 1) (k —2)..(k — g +2)] 75 +

+ [dpy +dpok+ -+ dpy k(k— 1) (k= 2)...(k — pp +2)] i +
+ Yk

P
onde Z e = M.
t=1

Exemplo 6.1. Encontre a solu¢do da equacao de diferencas linear
Ykta — 4Yk+3 + SYkt2 — 4Yrg1 +4yr = 4 (6.8)
satisfazendo yo =5, y1 =0, yo = —4 e y3 = —12.

Solugao

4
pa(r) = Z%‘Tj =yt +y3r° + y2r® 40
=0
pa(r) = rt —dr® £ 502 —dr +4

= P62
= (rfi)(r+i)(r—2)2

Raizes: 1 =2 ;r9=—iers=1. (6.9)

Solucao particular:

P 4
Yk =T T—d415 474 2-kelN

Jj=0
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Como r1 = 2 € uma raiz de multiplicidade 2 e a solugcao particular é Py = 2,
a solucdo geral da equagdo nao homogénea € dada por

Y = Cl1717“]1C + dl,gk/’?“lf + dg?“]; + dg?“lgf + 2. (610)

Das condigoes iniciais

Yo = di1+dp+ds+2=05,

y1 = di12+dial- 2+ do(—i) +d3(i) +2 =0,

Yo = di112> +d122- 2% + do(—i)? + d5 (i) + 2 = —4,
ys = d112° +d123-2% +do(—i)® +d3(i)® +2 = —12,

obtém-se um sistema linear 4 x 4, cujas incognitas sao dy 1, di2, da e ds. A
solugdo desse sistema €

d1,1:1,d172:—1,d2:1—’i,d3:1+i. (6.11)

Substituindo as raizes (6.9) e os coeficientes (6.11) na equagao (6.10), tem-
se que

yp = 1-28 4 (—D)E2F + (1 —d)(—)" + (1 + ) (5)*F +2
= (1-k2"+ 1 - (=) +Q+d)E@)r+2,k=0,1,.... (6.12)

6.1.1 Exercicios

Exercicio 6.1. Calcule os termos ya, ys e ys da solu¢ao (6.12) empregando
1. a prépria solugao (6.12);
2. a equagao de diferencas linear nao homogenéa (6.8).

Exercicio 6.2. Como os coeficientes de (6.8) sao reais e as condi¢des iniciais
também, yi, € necessariamente real. Mostre que (1 —i)(—i)¥ + (1414)(i)* é um
numero real Vk € N ou, equivalentemente, mostre que

Yr =2 [cos (%”) — sen (%)] +(1-k)2F+2

lembrando que i = €'% = cos (g) + isen (g)

Exercicio 6.3. A sequéncia de Fibonacci € uma sequéncia de niumeros inteiros
onde yo = 0, y1 = 1 e cada um dos demais termos é dado pela soma dos dois
termos precedentes.

1. Mencione os dez primeiros termos da sequéncia de Fibonacci.
2. Escreva a equacdo de diferencas linear que define a sequéncia de Fibonacci.

3. Solucione a equacao de diferencas linear do item 2 empregando a técnica
estudada.
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6.2 Divergéncia
Seja o método de 2-passos explicito

Yk+2 + @1Yrt1 + aoyk = b [B1 fur1 + Bofr]

de ordem maxima.

Calculando os coeficientes do erro local de discretizagdo, obtém-se:

00:a0+a1+1:0;

Ci=0-ap+1l-a1+2-1-F— 51 =0

02-ap+12-a1+22-1 0-Bo+1-p5 (6.13)
02: - :0;
2! 1!
03'00+13'041+23'1 02'ﬂo+12'ﬂ1
Cs = - =0.

3! 2!

A solug3o do sistema linear (6.13) é ap = =5, a1 =4, fp =2 e 1 = 4.

Assim,

Yet2 + 4Yk1 — Sy = h [ fep1 + 2fx] . (6.14)

Exemplo 6.2. Solucionar o p.v.i.

Lyt) = —y(0), te0,1]
(6.15)
y(0) =1
utilizando o método de terceira ordem (6.14) com h =0,01.
Solucao exata do p.v.i.:
y(t) =e " (6.16)

A discretizagao do Problema de Cauchy (6.15) é dada por

Yet2 = —4yp+1 +0yk + h[4fer1 + 21k,
Yrt2 = —4yrs1 +0Yr + b [—4Yrr1 — 2ux),
Ykrz = —(4+4h)yrs1 + (5= 2h)ys,

Yo + (4 4+ 4h)ygp+1 + (=5 + 2h)yr, = 0. (6.17)
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A equagao (6.17) € uma equagdo de diferencas linear homogénea com v2 = 1,
Y1 =44 4h e v9 = =5+ 2h, cuja solucao é dada por

Yk = dlr]f + dgrlg, (6.18)

onde r; sao as raizes (supondo-as simples) do polinémio

2
pa(r) = >
=0

= yrl+ynr +7
= 1?4 (4+4h)r 4 (=5 + 2h)

e as contantes d; sdo obtidas a partir das condi¢des iniciais

Yo =y(to) =1

y1 =y(to+h)=y(0+h) = e M

Calculando as raizes de pa(r), obtém-se

2 4
r1=—-2—2h+34/1+ =h+ —-h?

3 9

2 4
=-2-2h—34/1+ =h+ —h2
T2 +3 +9 5

e calculando dy e dy chega-se a

l=yg=di +do N dirg—efh . diefhfrl
e =y =dir +doro ! o — T 2 ro — 1T
Assim,
—h —h
Tg — € & — T
Yk = r’f + 7“’2“. (6.19)
T —T1 T —T1

As solugdes (6.19) e (6.16) fornecem os resultados presentes na Tabela (6.1).
Analisando-a, conclui-se que o método de passo mailtiplo linear consistente (6.14)
€ divergente.
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k yr — y(tr)
2 —1,4x 1077
3 | +5,01 x 1077
4 | =3,00x10°8
5

+1,44 x 107

98 | —2,57 x 10°8
99 | +1,29 x 10%
100 | —6,52 x 10°?

Tabela 6.1: Erro global de discretizacao na solugao do problema de valor inicial
(6.15) com o método (6.14) e h = 0,01.

6.2.1 Exercicios

Exercicio 6.4. Mostre que o método de passo mailtiplo linear (6.14) € consis-
tente de ordem 3.

Exercicio 6.5. Calcule ya,- -+ ,y100 usando a solug¢ao exata (6.19) da equagdo
de diferencas e usando a prépria equagio de diferencas (6.14).

Os resultados presentes na Tabela (6.1) mostram que consisténcia e alta or-
dem n3o sdo suficientes a convergéncia. Usando a solugdo (6.18) da equacdo de
diferencas, pode-se explicar as causas desse comportamento.

Lembrando que

> f(n)
sy =S 0
n=0 :

a expansdo das raizes 1 e ro, assim como das constantes d; e da, em Série de
Taylor como fung¢do de h em torno de h = 0, resulta em:

[ 2. 4 2 4 .\? 11 1 1
1+ =h+-h2=(14+Zh+-h? 14+ =h+-h?>— —n3>+ —nt
T3ty (+3 *9 ) T3 TG 8" Tt Tt

+ O(r);

2 4 1 1 1
=-2-2h 1+ Zh+=-h2 = 1—h+=-h2-—Zhd4+ =0t
r +31/+3 +3 +3 G5+

+ O(’);

[ 2 4 1 1 1
=-2-2h—34/1+-h+-h2 = —5-3h—-h?>4+-h>— —h'
ra +3h+g Sh°+ g S

+ O(h%);
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R N GO Lo 1.3
e *E% T = l-htghioohiy
+ O(h%);
_ _—h
=" — 1410m?);
ro —T1
e —p 1
do=———~ = ——Rp*4+ 0.
2T o6 HO)

Dessa forma,

dl’l“lf-i-dg’l“g
¢ 2

1 —
+o<(k) )

1 t
216 \ k

Yk

onde ¥y, representa a solugdo numeérica, ou seja, a solu¢do da
linear, e kh =t — 0 esta fixado.

111
1
—pt
24 +
k
+
k
+
(6.20)

equacdo de diferengas

Calculando klim Y, verifica-se que a primeira parcela do lado direito de (6.20)
—00

se comporta como

eft,

enquanto que a segunda parcela se comporta como

_
216 K

3t
5

e

(Stoer [14])%.

e

lim
k—oco

I lim
k— o0

1\* _ 1 al\”

€,

(6.21)
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Em (6.21),

—5)k
klglgo % = +o0, (6.22)

uma vez que 5 >> k* quando k — oc.

Portanto, o limite (6.22) explica o comportamento oscilatério e ilimitado da
solugdo yi, quando k — oo (k = 00 <= h — 0).

De (6.20), conclui-se ent3o que o comportamento da solugdo da equagio de
diferencas é controlado pela maior raiz do polindmio

pa(r) = r% + (4 + 4h)r + (=5 + 2h),

ou seja, 11 = —2 — 2h +34/1 + 3h + h?.

Note-se que, quando h — 0,
pa(r) = % +4r + =5,

cujas raizes sdory =1 e rg = —5.

6.3 Polindmios caracteristicos

Definicao 6.3. Dado o método de passo mailtiplo linear

n—1 n
Yktn + Y 0yt =hY_ Biferi, (6.23)
§=0 Jj=0

o primeiro e o sequndo polindomios caracteristicos associados ao método sao
definidos, respectivamente, por

p(r) =y, (6.24)
j=0

a(r) =Y Bir, (6.25)
7=0

sendo o, = 1.
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Em relagdo aos polindmios caracteristicos (6.24) e (6.25), tem-se que o método
de passo miltiplo linear (6.23) é consistente se e somente se

p(1) =0

’

p(1)—o(l)=0.

plr) = D
§=0

= aoro—i—alrl+agr2+a3r3+“-+anTn
p(l) = oqtat+art+az3+---+a,

j=0
p(l):() = (Cp=0

pl(r) = ap+ 2 + 3&37‘2 +dayrd + -+ nanrn—l
P(1) = a1+ 20+ 3az+4as+ -+ nay,

P = ) jay
)

o(r) = Y B!
§=0

= Bor®+ Purt + Bor® + Byr® + -+ Bur”
o(1) = Bo+Bi+Be+PBat-+ b

= Z B,
=0

P —o(l) = Y ja;—> Bi=0C
=0 =0
p(l)y—c(l)=0 = C1=0

Em um método de passo miltiplo linear, o primeiro polinémio caracteristico p(r)
tem sempre uma raiz igual a 1. Esta raiz é denominada raiz principal e geralmente
denotada por r;. Assim, a consisténcia de um método de passo multiplo linear
depende apenas da raiz principal r; = 1.
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6.4 Zero-Estabilidade

A zero-estabilidade de um método de passo miltiplo linear diz respeito ao es-
tudo da estabilidade para h — 0.

Seja o p.v.i. modelo

d
Y6 =0 tea]
t : (6.26)
y(0)=0
cuja solugdo exata é dada por y(¢) = 0.
Aplicando um método de passo miltiplo linear
>yt =h> Bifrs (6.27)
j=0 j=0
para discretizar e solucionar o problema de valor inicial (6.26), tem-se que
Yhtn T On—1Yktn—1 + -+ aoyr = 0, (6.28)

uma vez que f(t,y(t)) = 0. A relagdo (6.28) é uma equacdo de diferencas linear
homogénea.

Se o método (6.27) é convergente, entdo yy h—g() Vt € [a,b], isto &,
—
limyr,=0,kh=t—0.
h—0 N~~~
fixo

Para determinar sob quais condi¢cGes o método é convergente, suponha-se que
as raizes do polinbmio

pn(r) = Z a1, (6.29)
7=0

o qual coincide com o primeiro polinGmio caracteristico, sejam reais e distintas.
Entdo,

yp = dirt + dorh + d3r§ 4 dprt
Para a convergéncia, é necessario que se tenha
—0 (= ,ji= 0,1,---,n—1
y] h—0 ( yO) .7 ) ) 9
n condi¢des iniciais

ou seja, as n condi¢des iniciais Yo =y1 = Y2 = - - = Yn_1 = 0.
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Assim, considere-se 5 da forma

Yp = h(dlr’f +d2r§ +---+dnrfl).

Como
lim y, =0
h—0
kh=t
e
. t ry
k};g‘l’t hr] lgngo Er] = tklﬁgo 0 (6.30)

o método ndo serd convergente se o médulo de qualquer uma das raizes r; for maior
do que 1. De outra maneira, o limite em (6.30) serd zero somente se |r;| < 1.

Conclusao 1: No caso de raizes reais e distintas, o método (6.27) é
convergente se

Il <1, j=1,,n,

sendo r; as raizes do primeiro polindmio caracteristico.

Suponha-se agora que o polinémio (6.29) tem raizes com multiplicidade.

Se r; tem multiplicidade m > 1, entdo a raiz contribui para a solu¢do com uma
parcela da forma

[dj1 +djok+ -+ djmk(k—1)--- (k—m+ 2)]r;C
Logo,

ye = |dig+digk+ -4 dimk(k—1)(k—2)...(k —my +2)] hr¥ +

4+ [dog 4 dosk + -+ domyk(k — 1) (k — 2)...(k — mg + 2)] hrb +
+ [djg+djpk+ -+ djmk(k = 1)(k = 2)...(k — m; +2)] hrk,

J
onde E mi=mne
t=1

t
i Prk — Lim ZkPrk = p—1 k
k};;i‘l)t hkPr} klzrgo k:k Tj tklzrgok (6.31)
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O método serd convergente somente se o limite em (6.31) for zero. Isto ocorre
quando |r;| < 1.

Conclusdo 2: No caso de raizes com multiplicidade maior que 1, o
método (6.27) é convergente se essas raizes tiverem médulo menor que
1.

O exemplo baseado no p.v.i. (6.26) inspira a seguinte definicdo de estabilidade.

Definigao 6.4 (Zero-Estabilidade). Um método de passo miltiplo linear é zero-
estavel se nenhuma raiz do primeiro polinémio caracteristico

p(r) = Z a1
=0

tiver mddulo maior que 1 e toda raiz com mddulo 1 for simples (multiplicidade
um).

Os resultados a seguir relacionam os conceitos de consisténcia, zero-estabilidade
e convergéncia.

Teorema 6.1. As condi¢des necessarias e suficientes para que um método de
passo maltiplo linear seja convergente sao que ele seja consistente e zero-
estdvel.

Teorema 6.2. Nenhum método de passo miltiplo linear de n passos (n > 2)
zero-estavel tem ordem maior que n + 1 se n for impar ou ordem maior que
n+ 2 sen for par.

6.4.1 Exercicios

Exercicio 6.6. Verifique que todo método de passo unico € zero-estdvel.
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Exercicio 6.7. Verifique se o método de passo multiplo linear
Yk+2 + 4Ykt1 — Syr = b [4fr+1 + 2fi]
€ zero estdvel.

Exercicio 6.8. Analise a zero-estabilidade do método de passo miltiplo linear

pers = (1 Oy + g = 3 (3= a)firs — (1 + o) f
para
1. a=0;
2. a=—5.

Exercicio 6.9. Mostre que o método de passo multiplo linear

Yk+2 + (b — Dyrr1 — byr = — [(b + 3) frr2 + (30 + 1) fi]

| >

€ zero-instavel se b = —1.

Exercicio 6.10. Empregue o método de passo multiplo linear

Yks2 + (0= Dyrg1 — byr = % [(b4+3)frya + 3D+ 1) f1],

comb=0 eb=—1, para solucionar o p.v.1.

d
—y(t) = y(t t 1
dty() y(t), te(0,1]
Yo=1y1=0

Comente os resultados obtidos.

E necessario ainda responder algumas perguntas a respeito do emprego de
métodos de passo miultiplo lineares.

1. Para n > 1, como obter as condi¢des iniciais y,, p = 1,2,---,n — 1,
necessarias para iniciar um método de passo miultiplo de n-passos?

2. Como escolher o passo de integracdo h? (teoria da estabilidade absoluta)

3. Quédo precisa é a solugdo numérica obtida? (delimitagdo dos erros local e
global de discretiza¢&o)
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6.5 Condicoes iniciais

O método de n-passos

n n
>yt =h> Bifr
=0 =0

requer as condi¢des y,,, 4t = 0,1,2,--- ,n— 1, para gerar a sequéncia Y, Yr+1," " -
Como yo = y(to), as demais condi¢es iniciais y1, Y2, - - , Yn—1 S30 obtidas numeri-
camente com um método de passo tnico.

E importante salientar que a ordem do método de passo (inico empregado nao
pode ser menor do que a ordem do método de passo miltiplo em uso. Caso
contrario, o erro introduzido ao se gerar as condi¢es iniciais dominara a solucdo
numérica. Neste caso, o método se comportard como se fosse um método de ordem
inferior.

6.6 Erro global de discretizagao

Seja o método de passo mdltiplo linear
n n
> aykri =hY_ Bjifrrs. (6.32)
j=0 j=0

Para o método (6.32), o erro local de discretizagdo multiplicado pelo passo de
integracdo h e a solugdo numérica s3o dados, respectivamente, por

n n

ha = Y agy(ties) =0y Bif (bery y(tery)), (6.33)
Jj=0 j=0

R = Z QjYk+j — hZﬂj tk+]7yk+]) (634)
Jj=0 j=0

Efetuando a diferenga (6.33) - (6.34), tem-se que
ha — Z o (Y(tkts) — Yorj) +
- hz Bj (f (hetjs y(tirs)) — f (brtss Yts)) - (6.35)

Considerando em (6.35) ¢, = ha— R e empregando o Teorema do Valor Médio,
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chega-se a
Z a; (Y(thti) = yrrs) +
- h Z B; a_yf (trtsis Erts) (Y(Erts) — Yrs) - (6.36)
=0

Lembrando que o erro global de discretizagdo no instante ¢, ; é definido como

ehti = Y(trti) — Ykt

pode-se reescrever (6.36) como

n n a
> ajery; —h Y B a—yf (titss Skt ) €hty- (6.37)
) =0

Aplicando as hipdteses simplificadoras

¢ = ¢ = constante,
0
a—f(tkﬂ',&cﬂ-) = )\ = constante,
Y

a equacdo (6.37), obtém-se a equacdo de diferencas linear para o erro global de
discretizacao

n

> (a; —hAB;) ens; = 6, (6.38)

7=0
cuja solugao é dada por

N ¢

e =Y dirf + (6.39)
=t > (g = hAg))
j=0
onde r; s3o as raizes (supondo-as simples) do polinémio p,, (r Z —hAB;) T
j=

n
k4 . = : : A
E djr; € asolugdo da equagdo de diferencas linear homogénea e —*——
—
J E — hAB;)
J=0
é uma solugdo particular.
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Partindo do principio de que o método de passo miiltiplo linear (6.32) é consis-
tente, o que implica que

e adotando h = h)\, reescreve-se (6.39) como

e = Z djr “i , (6.40)
A s
solugdo da equagao de diferencas linear para o erro global de discretizacdo
Z hﬁj Ckt+j = 9, (6.41)
7=0
cujo polindmio caracteristico é
a(r) = Y (aj—hp;)r
§=0
= Zoz]rj — EZﬂﬂ’]
§=0 §=0
= p(r) —ho(r). (6.42)

Observagoes

1. Zero-estabilidade: h — 0.

Observe-se em (6.42) que, se h — 0, entdo
w(r) = p(r).

2. Estabilidade absoluta ou estabilidade fraca: h fixo.

6.7 Estabilidade absoluta

Definigao 6.5 (Estabilidade absoluta). Um método de passo miiltiplo linear é
absolutamente estdvel se, para h = hA dado (h fizo), todas as raizes do polinémio

7(r) = p(r) — ho(r)

associado a equacao de diferencas linear

Z - h’ﬂj Ckt+j = ‘5

Jj=0
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satisfazem

Irl <1, j=1,2,-- ,n. (6.43)

Caso a desigualdade (6.43) n3o seja observada, o método de passo miiltiplo
linear é absolutamente instdvel. Além disso, o intervalo (a, 8) da reta real é de-
nominado intervalo de estabilidade absoluta se o método de passo mdiltiplo linear
for absolutamente estavel para todo . € («, 3). Se para todo h € (o, 3) o método
de passo muiltiplo linear for absolutamente instavel, entdo n3o ha intervalo de esta-
bilidade absoluta.

Sabe-se que r; = 1 é a raiz principal do polinémio caracteristico p(r). Logo,
h—0=7(r) = p(r) =r — 1.
Pode-se mostrar que
ri = el +0 (hPFY) . (6.44)
Considerando h > 0 em (6.44), conclui-se que
h>0=A>0=7m >1,

ou seja, o método de passo miltiplo linear é absolutamente instavel.

Conclusao: Todo método de passo multiplo linear zero-estdvel ndo
possui intervalo de estabilidade absoluta contido na parte positiva do
eixo real.

Na prética, pode-se determinar intervalos de estabilidade absoluta da seguinte
forma:

1. Calcular as raizes r; do polinémio 7(r) = p(r) — ho(r) para um conjunto de
valores de h nas vizinhangas da origem;

2. Representar graficamente |r;| (nxh);

3. Observar os intervalos para os quais |r;| < 1.

6.7.1 Exercicios

Exercicio 6.11. Reveja as nogoes de estabilidade absoluta e de zero-estabilidade
e suas relagoes com a convergéncia.

Exercicio 6.12. Veja em Lambert [10], Capitulo 3, as nogdes de estabilidade
relativa.
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Exercicio 6.13. Seja o método de passo multiplo linear

Yrr2 — (1 + a)yrpr1 +ayy = 1—}; [(5+a)fr+2 +8(1 — a)fr+1 — (1 + 5a) fi]

(6.45)
onde —1 <a< 1.
1. Mostre que o intervalo de estabilidade absoluta do método (6.45) €
6 1
( (a+ ),0).
a—1
2. Para a = —0,9, use o método (6.45) para solucionar o p.v.i.
d
V() = —20y(t), t<[0,1]
t (6.46)

y(0) =1

com h=0,01, h=0,02 e h =0,04.

6.8 Limitante para o erro local de discretizagao

O produto do passo de integracdo h pelo erro local de discretizagdo de um
método de passo miltiplo linear de n-passos de ordem p se escreve como

ha = > agy(ts+5h) =Y Bif (te + jh,y(tx + jh))

j=0 7=0
= > oyt +jh) — by By (t + jh) (6.47)
j=0 7=0
ou
ha = Cpy APy P (6), (6.48)

Na Série de Taylor
1 h2 2 h?
y(t+h) = y(t) + iy (O + Zru® O + o+ Ty PO + Ry,

o resto R,y pode assumir as seguintes formas:

e diferencial
hPt1
(p+1)!

yP+(€) com € € (a,b); (6.49)
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e integral

h
%! (- )Py (ty + €)de. (6.50)

Efetuando a substituicdo
) NS
E=sh ((§—>0=s5—0, 5%]h¢s%])éd—:h:>d§:hds
s

no resto na forma integral (6.50), tem-se que

1 [in (1) pptl
ol (Jh = Pyt + §)dE = p
' Jo !

J
/ (j — )Py ™D (b + sh)ds.
0

Substituindo as expansées em Série de Taylor

. . jh)? jh)P
ot 3) = ylow)+ ) + L) 4 L0 4
hpt1 i
T / ( — 5)Py ) (tg + sh)ds, (6.51)
: 0
. ) ih)? ih)p—1
y (it +h) =y (tn) +ihy® (1) + (32—,)3/(3)(%) +o %y@(m +
hP J
+ M/o (j — )P~y PH (b + sh)ds, (6.52)
em (6.47), obtém-se
hpt1 2 J
ha = — > (aj/ (G — )Py (b + sh)ds) -
| =~ 0
ppt1 J ) 1 (p41)
T o (ﬁj/ (J =8Pyt + sh)ds) . (6.53)
| & 0

uma vez que o método tem ordem p.

Como j — s >0, uma vez que 0 < s < j, a expressdo (6.53) pode ser reescrita
de uma forma mais compacta usando-se a fun¢do de corte

z, se z >0
Zy = . (6.54)
0, se 2<0
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Assim,
hPt1 n n )
ha = =5 > (%‘/ (= o)yt + sh)ds) +
e o
hpt1 n n bt (1)
T -1 Z Bi | (G—9)4 "y (tr + sh)ds
§=0 0
hp-i-l n n .
- /0 {O‘J (=) —pBi(G —9)§ 1} y PV (), + sh) 3 ds
! =
hp-i-l n L
= ol G(s)y®PTY (ty + sh)ds, (6.55)
- Jo
sendo
Gls) =2 [O‘j (G —s)s =B - S)Tl} (6.56)
j=0

a funcao influéncia do método de passo mdltiplo linear.

Pode-se entdo estabelecer a delimitagao

hPHt

|ha

/ G(s)yPH (ty + sh)ds
0

p!
hpt1

IN

- / 1G5) |y (1 + sh) ds. (6.57)
. 0

Empregando o Teorema do Valor Médio para Integrais, pode-se reescrever a
desigualdade (6.57) como

hP+1 n
hal < T[] [ 160 ds
p: 0
hPt1
< TGy, (6.58)
p:
onde
G:/ |G(s)| ds
0
e

Y = max ‘ (p+1) ‘
Qe |y &)
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Aplicando o Teorema do Valor Médio para Integrais a igualdade (6.55) (supondo
que y®+t1(t, 4 sh) mantenha o sinal para s € [0,7]), constata-se que

hpt
ha = /G Yy P (4, + sh)ds
_ Y1) / (s (6.59)
Como
ha = Cyp PPy (g), (6.60)

ao se comparar (6.59) e (6.60) conclui-se que
1 n
Cp+1 = —|/ G(S)dS (661)
b-Jo

6.8.1 Exercicios

Exercicio 6.14. Seja o método de passo multiplo linear de 2-passos consistente
zero-estavel definido por

3 1
agzl, alz—l, 040:0, 62:0, 6125660:—5. (662)

1. Construa o grdfico da fungdo influéncia G(s) do método de passo mailtiplo
linear (6.62).

2. C’alcule/ G(s)ds.
0

Observagao: Use aplicativos (Maple, Matlab ou outros) ou faga um programa
em linguagem C para solucionar o exercicio.

6.9 Limitante para o erro global de discretizagao

Um método de passo mdltiplo linear

ZajykJrj = hZﬂjkarj (6.63)
§=0 §=0

é de classe A se
a, = 1,

aj < 0, j=01,2-,n—1,

<.
Ingh
Q
.
I
o
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Para um método de passo miiltiplo linear de classe A explicito, pode-se mostrar
(Lambert [10]) que o erro global de discretizagdo é limitado por

el < [0+ (te — to) (WGY + h?Ey)] " Plnto), (6.64)
onde
0 = mmax e,
tr : instante de estudo,
to : instante inicial,
h : passo de integragao,
p : ordem do método,
GeY : constantes de delimitacdo do erro local de discretizacao,
qe K1 : constantes do erro de truncamento da solugdo numérica,
L : constante de Lipschitz,

n—1
B = > Bl
=0

Para um método de passo muiltiplo linear qualquer, se
|hBnay | L <1, (6.65)
entdo o erro global de discretizacao é limitado por

len] < T*[And + (tp —to) (WPGY + hIK, )] e FBEe=t0) — (6.66)

onde
r
= —
1—h|Bpon | L
L = sup |yl

0=0,1,--

n
A = ayl,
=0

nGmero de passos do método,

0 = max e

#:QL~mn*1|“L
tr : instante de estudo,
to : instante inicial,

h : passo de integracao,
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p : ordem do método,
GeY : constantes de delimitacdo do erro local de discretizacao,
qe K1 : constantes do erro de truncamento da solugao numérica,
L : constante de Lipschitz,

B = Y I8,
)

com

1
an+an71§+ ,,,+a0§n

=’Yo+’71§+’72§2+----

6.9.1 Exercicios

Exercicio 6.15. Dé exemplos de métodos de passo miltiplo lineares de classe

A explicitos (B, =0).
Exercicio 6.16. Deduza a limitacdo para o erro global de discretiza¢ao
lex| < [0+ (tx — to) (RPGY + h1K;)] e~ Bte—to)
em um método de passo miltiplo linear de classe A explicito (Veja Lambert [10],
pdgina 55).
6.10 Suplemento tedrico

6.10.1 Teorema do Valor Médio para Integrais

Teorema 6.3. Se ¢(t) é uma funcio continua e g(t) € uma funcao integrdvel
de sinal constante no intervalo [a,b], entao existe £ € (a,b) tal que

b b
| otatnar=a(e) [ gtorar
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6.11 Exercicios resolvidos

1. Use o método de passo miltiplo linear

h
Yk+2 + 4Yks1 + Yk = 5 (8 frr1 + 4fk] (6.67)
para calcular a solugdo numérica do p.v.i.
Y =4t\/y
0<t<2 6.68
{ y(0) =1 - (6.68)

com h=0,1, h=0,05e h =0,025. Comente os resultados obtidos.

Solucdo

Soluc&o analitica do p.v.i.:

dy
= = 4
dt vy
1d
Y% _ oy
vy dt
1 dy
—= = Atdt
VY dt /
3 42
T = 5+C
2
1 C
2 = t2 —
Y + 5

(6.69)

O método (6.67) foi implementado utilizando a solu¢do analitica (6.69) para
obter y1, ou seja,

i =y (to+h) = y(h) = (B> +1)°.

Este dado é necessario para iniciar o cdlculo das aproximagcoes em um método
de 2-passos.

O método (6.67) ndo é consistente, nem zero-estdvel (verifique!). Logo,
divergente. A redugdo no passo de integracdo h aumenta o erro global de
discretizacdo. O método (6.67) gera yx s negativos a partir de certos valores
de t, para os quais f(tg,yr) tem imagens complexas.

Considerando um ponto fixo t = 0,3, pode-se perceber que a reducdo em
h provoca aumento no erro. As Tabelas (6.2), (6.3) e (6.4) apresentam os
valores gerados até o ponto em que yj se torna negativo.
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h=0,1

123 y(tr) Yk ly(t) — vkl
0,000 1,000000 1,000000 _ 0,000000
0,100 1,020100 1,020100 0,000000
0,200 1,081600 1,081200 0,000400
0,300 1,188100 1,189238 0,001138
0,400 1,345600 1,338866 0,006734
0,500 1,562500 1,592994 0,030494
0,600 1,849600 1,702337 0,147263
0,700 2,220100 2,913023 0,692923
0,800 2,689600 -0,602567 3,292167

Tabela 6.2: Comparagao das solugoes exata e numérica do problema de valor
inicial (6.68), onde a solugado numérica foi obtida através do método (6.67) com
h=0,1.

h=0.1

3 T T T T T

— Solugdo Analitica
Q- Aproximagdes

0.5 B

-05} 4

-1 I I I I I I .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

X

Figura 6.1: Comparacao das solugbes exata e numérica do problema de valor
inicial (6.68), onde a solugado numérica foi obtida através do método (6.67) com
h=0,1.
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h=0,05

123 y(tr) Yk ly(t) — vkl
0,000 1,000000 1,000000 _ 0,000000
0,050  1,005006  1,005006  0,000000
0,100 1,020100 1,020075 0,000025
0,150  1,045506  1,045580  0,000074
0,200 1,081600 1,081158 0,000442
0,250 1,128906 1,130988 0,002082
0,300 1,188100 1,177715 0,010385
0,350  1,260006 1,310883  0,050877
0,400 1,345600 1,095852 0,249748
0,450 1,446006 2,666284 1,220278
0,500  1,562500 -4,430548  5,993048

Tabela 6.3: Comparacao das solugoes exata e numérica do problema de valor
inicial (6.68), onde a solugado numérica foi obtida através do método (6.67) com
h =0,05.

h=0.05
3 T T T T T

T
—— Solugéao Analitica o}
O Aproximacdes

s 4

I I I I I I I I I
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
X

-5

Figura 6.2: Comparacao das solugoes exata e numérica do problema de valor
inicial (6.68), onde a solugdo numérica foi obtida através do método (6.67) com
h =0,05.
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h = 0,025

123 y(tr) Yk ly(te) — yil
0,000 1,000000 _ 1,000000 __ 0,000000
0,025 1,001250  1,001250  0,000000
0,050  1,005006  1,005005  0,000002
0,075 1,011282  1,011286  0,000005
0,100 1,020100 1,020072 0,000028
0,125 1,031494 1,031627 0,000133
0,150 1,045506 1,044835 0,000672
0,175 1,062188 1,065521 0,003334
0,200 1,081600  1,065009  0,016591
0,225 1,103813 1,186258 0,082445
0,250 1,128906 0,719318 0,409588
0,275 1,156969 3,187841 2,030872
0,300 1,188100 -8,915969 10,104069

Tabela 6.4: Comparagao das solugoes exata e numérica do problema de valor
inicial (6.68), onde a solugdo numérica foi obtida através do método (6.67) com
h =0,025.

h=0.025

T T T T T
—— Solugdo Analitica o
O Aproximagdes
2|
—o—6—6—C—
o
ol
oL
>
4l
6
gl
(0]
~10 . . . . . .
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

X

Figura 6.3: Comparacao das solugoes exata e numérica do problema de valor
inicial (6.68), onde a solugado numérica foi obtida através do método (6.67) com
h =0,025.



132CAPITULO 6. ESTABILIDADE DOS METODOS DE PASSO MULTIPLO
2. Constate a instabilidade do método de passo miltiplo linear

h
Yk+2 ~ Ykl = 3 [3fx+1 — 2fx] (6.70)

empregando-o para solucionar numericamente o p.v.i.

§ =4ty
{ y(0) =1 0<t<2, (6.71)

cuja solucdo exata é y(t) = (¢* + 1)2.

Solucdo

O método (6.70) é zero-estavel, porém inconsistente (verifique!). Logo, di-
vergente. As Figuras (6.4) e (6.5) foram geradas com passos de integra¢do
h=0,1, h = 0,05 e h = 0,025. Note-se que a distdncia entre as aproxi-
macoes e a solugcdo analitica aumenta a medida que o passo de integragdo é
reduzido, fato que caracteriza a instabilidade do método numérico (6.70).

h=0.1
25 T T T T T
— Solucéo Analitica
Q- Aproximagdes
20
15
>
10
o
o
5 o
° €]
o
o o
o ©
o)
570 0 ©

Figura 6.4: Comparacao das solugoes exata e numérica do problema de valor
inicial (6.71), onde a solugado numérica foi obtida através do método (6.70) com
h=0,1.
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h=0.05 h=0.025
T T

T T T T T T T T 25 T T T T
— Solugéo Analitica —— Solucdo Analitica

O Aproximagdes O Aproximagdes
201

151

101

00

0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2

Figura 6.5: Comparacao das solugoes exata e numérica do problema de valor
inicial (6.71), onde a solugdo numérica foi obtida através do método (6.70) com
(a) h=0,05e (b) h =0,025.

3.

llustre o efeito da instabilidade usando o Método de Runge-Kutta Classico
para calcular a solugdo numérica do p.v.i.

5 1
L _ 2 s =
{y Sty +t 2 1<t<4 (6.72)
y(1) =1
com:
(@) h=0,2;
(b) h=0,4.
Solucdo

Solucdo exata do p.v.i.: y = 7.

Observagdo: Busque informacdes em Boyce & Diprima [15] a respeito da

Equacdo de Riccati.

A Tabela (6.5) apresenta o erro global de discretizagdo cometido ao se em-
pregar o Método de Runge-Kutta Classico com h = 0,2 e h = 0,4 para
solucionar o p.v.i. (6.74).
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h=0,2 h=0,4

123 y(te)  ly(e) —yel  [y(te) — vl
1,0 1,00000 0,00E+00  0,00E100
14 071429  4,94E-03  9,99E-02
1,8 055556  2,64E-03  8,88E-01
92,2 045455  1,37E-03  1,64E-01
26 0,38462  T7,81E-04  7,78E-01
30 0,33333  4,84E-04  4,39E+00
34 029412  321E-04  3,05E+17
38 0,26316  2,23E-04 1,12E+288
4,2 0,23810 1,62E-04 overflow

Tabela 6.5: Comparagao das solugoes exata e numérica do problema de valor
inicial (6.74), onde a solugdo numérica foi obtida através do Método de Runge-
Kutta Classico com h=0,2e h =0,4.

Estabilidade absoluta:

of 0 s b 1
AN = —— =—|-5bt R —
Oy ay[ v t tz]
= —1oyt, (6.73)
y = ()
t
= —10.

O intervalo de estabilidade absoluta para o Método de Runge-Kutta Classico
é (—2,78,0).

e Parah=0,2, \h = f,h =-10-0,2= —2,0 € (—2,78,0). O método
é estavel para h =0, 2.

e Para h=0,4, \h = fyh =—10-0,4 = —4,0 ¢ (—2,78,0). O método
é instavel para h = 0,4.

A Figura (6.6) ilustra a estabilidade do método para o passo de integracdo
h = 0,2 e a instabilidade do método para h = 0,4.
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n’\x\‘t\F\‘\4
v g
ol B
v v

1k B

>
oL B
3l B

exata
-4 %  numerica com h=0.2 v
V¥ numerica com h=0.4 | | | | | |
1 12 1.4 1.6 18 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3
tempo t

Figura 6.6: Comparacao das solugoes exata e numérica do problema de valor
inicial (6.74), onde a solugdo numérica foi obtida através do Método de Runge-
Kutta Classico com h =0,2e h =0,4.

4. O Método de Quade (“Quade’s method”) é um método de passo muiiltiplo
linear definido por

8 6h
Yktd — 1—9(yk+3 — Ykt1) — Yk = 1—9(fk:+4 +4firs +4frp1 + fr). (6.74)

(a) Determine a ordem de consisténcia e a constante do erro local de trun-
camento do método (6.74).

Solucdo

8 8
a4:1,a3:—1—9,a2:0,a1:1—9,a0:—1
6 24 24 6
54—E, ﬂB*l—g, B2 =0, ﬂl—ﬁ, ﬂofﬁ

4

8 8

Co >y g g T1=0

Jj=0
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4

4
Ci = ) jaj—) B
§=0

J=0

(-2 - (2es
19 19 19 19
60 60

19 19

J .
Cy = o _Zjﬁj

i 72—|—16 %—1—24-%
19 19 19 19 19
0
03 == —Ozjf

_1/8 216+64 1 24+216+96
T o6\19 19 2\19 19 19

J Sk
Ci =, 10@‘—25@

_ 1 (s 648 . 1(24 648 384
T o24\19 19 6\19 19 19

5
- J - J
o = L Hu -2 ghi-

1944 1 /24 1944 1536
= —<§9—+1024>—< ke >

120 \19 19 24\19 " 19 19
M6 M6
1 19
4 j6 4 j5
Co = D g2 5h=
=0 =0
1 /8 5832 1 /24 5832 6144
= — = - 2244096 ) — — (= 4 =224 ——
720 (19 9 T ) 120 (197L 9 T 19)
100 100
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4 .7 4 -6
J J
Cr = Z—!aj— i =
j=0 j=0
1 8 17496
= — [— - === 116384
5040 (19 9 T 638 )+
1 (24 17496 24576
720 \ 19 19 19
_ 2L 8T 6
1995 285 665

O Método de Quade (6.74
O erro local de truncament

6
com constante C; = —

) é consistente (Cyp = C1 = 0) de ordem 6.
o do método é

a = Crh%yM(¢)

665

(b) Verifique que o método (6.74) é convergente.

Solucdo

Primeiro polindmio caracteristico:

8 , 8
LI B B
10" T 19"

T4

_ o4, 8 2

rt—1 o (r 1)
_ 2 2 8 9
= (r 1) (r + 1) o (r 1)

(r*—1) (7’2 - 18—9r+ 1>

8
_ _ 2_ 2
= (r+1)(r-1) <T 197’+1>.
(6.75)
Raizes do polinémio (6.75):
r+1=0 = r =-1;
r—1=0 = r=1
r2—§r+1—0 = r—i—l—i\/%'
19 - 5T 19 19
4 i
= — — —V345.
R TRT A
Médulo das raizes r3 e r4:
2 2 % 1
4 V345 16 345\°?
rl=tral= |(5) + (S0 ) | = (35 +3) =
19 19 361 361
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Como as quatro raizes do polinémio (6.75) sdo distintas e tém mddulo
1, o método é zero-estavel.

O Método de Quade (6.74) é convergente, uma vez que é consistente e
zero-estdvel.

5. Seja o método de passo muiltiplo linear

h
Yr+3 + @ (Yht2 — Yrs1) — Y = 5 (B3+a) (frtre + fre1) - (6.76)

(a) Determine para quais valores de & o método (6.76) é zero-estavel.

Solugdo

as=1, avs =, a1 = —a, ag = —1
Primeiro polindmio caracteristico:
Prar?—ar—1 = (7’371)+o¢(r2—7’)
= (r=1)(*+r+1)+ar(r—1)
= (r=D[rP+0+a)r+1].
(6.77)

Uma das raizes do polindmio (6.77) é 11 = 1. As outras duas raizes sio
dadas por

—(14+a)+/(1+a)? -4
5 :
i. Considerando « =1 ou a = —3 em (6.78):

(6.78)

T2 3 =

a=1 = (14+a)’-4=0=ry=r3=—1;
a=-3 = (1+a)—-4=0=>ry=r3=1.

Como em ambos os casos o polinGmio tem raiz de multiplicidade 2
e mddulo 1, o método nao é zero-estavel.

ii. Considerando az > 1 ou @ < —3 em (6.78):

a>1 = 14+a>2=>—-(1+a)< -2

1
lre

2

1+a (1+a) *4< .
2 2
= r3 é menor que — 1;

4
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a<-3 = l+a<-2=—-(1+a)>2

1+«
— >1
2
2
N 1+a+ (1+a) *4>1
2 2

= 19 é maior que 1.

Como em ambos os casos o polindmio tem raiz de médulo maior
que 1, o método n3o é zero-estavel.

iii. Considerando —3 < a < 1 em (6.78):

3<a<l = -2<l+a<2=(1+a)’<4

1 )
= ro3= ;ai%\/4—(1+a)2;

1

2

O+af+4fﬂ+af

=1.
4 4

Ire| = |r3| =

Para a@ € (—3,1) o método (6.76) é zero-estdvel, uma
vez que as trés raizes do primeiro polinGmio caracteristico
(6.77) s&o distintas de médulo 1.

(b) Mostre que existe um valor de « para o qual o método (6.76) tem ordem
4, mas para que ele seja zero-estavel sua ordem n3o pode exceder 2.

Solugdo

as=1, avs =a, a1 = —a, ag = —1
3+ a 3+ a
B3 =0, B2 = , Pi= y Bo=0
2 2
3
Co = Zaj:—l—a—i—a—i—l:()

J=0
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3

3
C, = Zj%-Zﬁj
=0

Jj=0

ot 2a43- <3+o¢+3+o¢>

2 2
= a+3-3—-a=0

3 2
C: = Zj—!aj—z:jﬁj

3 3
Cs = _2]3—!%'*2]2—!5;'

§=0 j=0

1 1 /3+« 3+«
= =(= 27) — = 4

6( o+ 8a+ 27) 2( 5 + 5 )
= Lorir - Lastsa
-6 Yy @
_ 18—20479—04
o 24 12

C3£0 = a9

Para que 0 método (6.76) seja zero-estavel é necessario que a ordem do
mesmo seja 2, uma vez que « = 9 & (—3,1).

3 j4 3 j3
Ci = D Fou=2 gb
7=0 7=0
1 3+« 34+«
= — (= 1 1) — =
24( o+ 16a 4 81) 6( 5 +8 5 )
1
= — (81+15a) — — (27 + 9a)
24
21 =3a 99—«
N 24 8



6.11. EXERCICIOS RESOLVIDOS

Cs

a=9

=

Sj 3 T
25— -2 b

7=0
1 1 (34«
1

T35 (243 + 31a) — 7= (51 + 170)
231 — 23«

240

1

Cs =

10

+ 16

3+«
2

)
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Para a =9, o método (6.76) tem ordem 4, porém nZo é zero-estdvel.



142CAPITULO 6. ESTABILIDADE DOS METODOS DE PASSO MULTIPLO



Capitulo 7

Métodos
Preditores-Corretores

Para obter yx+, em um método de passo miltiplo linear implicito, pode-se com-
parar métodos de passo mdiltiplo lineares explicitos e implicitos.

Resultado: Dado um método de passo muiiltiplo linear de n-passos (n > 2)
zero-estdvel, a maior ordem que pode ser obtida é n + 1 se n for impar e n + 2 se

n for par.

Método de passo muiltiplo linear:

n n
Yokt = by Bifrrs
§=0

=0
n—1 n
Yk+n + Zajyk+j = hZﬂjﬁcﬂ';
=0 =0

n—1 n
Ykin = =D Qkis+h D Bifres. (7.1)
=0 )

e Métodos explicitos:

2n coeficientes (5, = 0; impor C; =0, 0 < j < 2n —1).

e Métodos implicitos:
2n + 1 coeficientes (3,, # 0; impor C; =0, 0 < j < 2n).

Como para métodos implicitos tem-se sempre um coeficiente 5; a mais, o
método implicito terd ordem 1 a mais do que a ordem do método explicito com o

143
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mesmo nlimero de passos.

Parece n3o haver, baseando-se na ordem do método fixado o niimero de passos,
uma real vantagem na utilizagdo de um método implicito de n passos, pois bas-
taria considerar um método explicito de n + 1 passos para se obter um método de
mesma ordem sem a necessidade de solucionar uma equag¢ao para yi4+n,. Porém, ha.

A real vantagem estd no fato de que a amplitude do intervalo de estabilidade
absoluta dos métodos implicitos é maior que a dos métodos explicitos de mesma
ordem. As Tabelas (7.1) e (7.2) mostram o intervalo de estabilidade absoluta para
os métodos explicitos de Adams-Bashforth e para os métodos implicitos de Adams-
Moulton, respectivamente, para os quais o primeiro polinémio caracteristico! é da
forma

p(r) =ri —pi=t,

N© de passos n 1 2 3 4
Ordem p 1 2 3 4
Coeficiente Cpy1 1/2 5/12 3/8 251/720
Estabilidade absoluta | (-=2,0) | (-=1,0) | (=6/11,0) | (—3/10,0)

Tabela 7.1: Caracteristicas dos Métodos de Adams-Bashforth.

N¢© de passos n 1 2 3 4
Ordem p 2 3 4 5
Coeficiente Cp11 —-1/12 | —1/24 | —19/720 —3/160
Estabilidade absoluta | (—oc0,0) | (=6,0) | (=3,0) | (—90/49,0)

Tabela 7.2: Caracteristicas dos Métodos de Adams-Moulton.

Observando as Tabelas (7.1) e (7.2), constata-se que as vantagens dos métodos
implicitos s3o muitas, entre elas menores valores absolutos para os coeficientes
do erro local de discretizacdo Cp, 11 e intervalos de estabilidade absoluta de maior
amplitude. Vantagens como essas compensam o fato de que é necessario muitas
vezes determinar Y4+, através de um método numérico para calcular as raizes de

uma equacdo (dicotomia, ponto fixo e outros).

IMétodos de passo multiplo lineares para os quais o primeiro polindémio caracteristico é da
forma

plr) =17 —ri=

s&0 chamados Métodos de Nystrom se explicitos, e Métodos de Milne-Simpson se implicitos.



7.1. DEFINICAO 145

7.1 Definicao

Considere o método de passo muiltiplo linear implicito

n—1 n—1
Yktn + Z Ykt = WBnf (thins Yran) +h Z Bjfrrj- (7.2)
=0 j=0

Ao calcular yi4, usando o Método do Ponto Fixo, tem-se que

n—1 n—1
kSJ:rnl + Z OGYk+j = hﬁnf(tk+n7yl[c+n )+h Z Bifurs s=0,1,2,..., (7.3)
j=0 7=0

onde y[] é uma aproximagdo inicial (“chute inicial”). As iteragdes em (7.3)
convergem para Yiyn Se

1
h —_— 7.4
< I (74

sendo L a constante de Lipschitz.

7.1.1 Exercicios

Exercicio 7.1. Mostre a validade da restri¢io (7.4): h < LW §

H4 duas opgdes para solucionar as iteracbes advindas da aplicagdo do Método
do Ponto Fixo ao esquema implicito (7.2):

12 iterar até que |y;:nl] — yk+n| < €, onde € é uma precisdo pré-fixada;

N
12

iterar m vezes, com m fixoe s =0,1,2,...,m — 1.

Para diminuir o ndimero total de iteracdes na primeira opcao, é necessario uti-

[0]

ktn € € muitas

Ilzar.boas aproximagoes iniciais yHn Observe que, dependendo de y
avaliacdes (célculos) da fungdo f podem ser necessarias.
- o . .
Uma forma conveniente de se obter y,[cjrn é usar um método de passo multiplo
. . . . . 1] .
linear explicito de ordem p*, .deno.mlnafio pre_d/tor, e depois calcular Ypin através
de um método de passo miiltiplo linear implicito de ordem p, denominado corretor.
Pode-se denotar a estratégia da seguinte maneira:

P : uma aplicagdo do método explicito preditor, o qual gera uma boa aproximagao

0] .
para Y,y ,.;

E : um célculo de f (evaluation);
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C : uma aplicagao do método implicito corretor, o qual gera a solugdo numérica
para yx+n através do Método do Ponto Fixo.

Em geral, a forma de aplicacdo do Método Preditor-Corretor é descrita como

P(EC)™ (7.5)
ou
P(EC)™E, (7.6)
sendo
‘P = ygin’
E = f (tk-‘rnay][coin) )
(7 = ygln’
E = f (tk-‘rnay][clin) )

e m o nimero fixo de vezes que Yxin, (y,[ﬁn) serd calculado. O modo (7.6) difere

do modo (7.5) por uma avaliacdo a mais da fun¢do f. Obviamente, optar pelo
modo (7.5) ou (7.6) afeta o préximo passo de integrag3o.

O corretor, para m geral, é dado por

n—1 n—1
w3 gyt = hBaf (b, bt + 0 Bif(tressyis; ) t=0,1.
Jj=0 j=0
(7.7)
Para s =0 em (7.7), tem-se que
n—1 n—1
1 m 0 m—
y’[cjrn + Z O‘jyl[c+]j = hfnf(tisn, yi[w]rn) +h Z Bi f(thas, yl[c-i-j "),
Jj=0 j=0
ondet=1= P(EC)" et=0= P(EC)™E.
Para s =1 em (7.7), tem-se que
n—1 n—1
2 m 1 m—
yLJrn + Z ajy;[ﬁ}j = hﬁnf(tk—i-na y,[cin) +h Z ij(tkﬂ" yl[chj t])’
3=0 3=0

ondet=1= P(EC)" et=0= P(EC)™E.
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Definic¢ao 7.1 (Método Preditor-Corretor). Sejam os métodos de passo mailtiplo
lineares usados como preditor e corretor, respectivamente, definidos pelos poli-
nomios caracteristicos

n

P =D o, an =1, ot (r) =D Bjr!
j=0

§=0
e
p(r) = Zajrj, an =1, o(r) = Zﬂjrj.
Jj=0 j=0
Os modos P(EC)™E e P(EC)™ sao definidos como:
P(EC)™E
n—1 n—1
y;[cojrn + Z oz;y,[:ib =h Z ﬂ;‘f,gj:lj prediz
3=0 §=0
Para s=0,1,...,m—1
f;LSJ]m = f(tk-i—nzy][ﬂrn) avalia
n—1 n—1
Ui+ D it = hBafiL, Y Bl corrige
j=0 =0
S0 = Pty avalia
P(EC)™
n—1 n—1
0 E m * m—1 .
yl[cJ]rn + Z OéijJr]j = hZﬁj f,LH ] prediz
j=0 j=0
Para s=0,1,....m—1
fﬂn = f(thin, y;[i]rn) avalia
n—1 n—1
y;[ir,i] + Z ajy,[ﬁj = hﬁnf;ﬂn +h Z 5jf1£71;1] corrige.
=0 =0
Observagoes

1. Para m — oo, as caracteristicas do Método Preditor-Corretor sdo aquelas do
corretor (ordem de consisténcia, intervalo de estabilidade absoluta, ...);

2. Como considerar m — oo é computacionalmente caro, em geral se considera
m = 2.
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7.2 FErro local de discretizacao

Sejam P o método preditor e C o método corretor, definidos por

Vil + Z gy = hz B, (7.8)

IE:SJ:rnl] + Z O‘Jyz[ﬁlj = hBn f(thtn, yk+n +h Z 5Jfkrj:] t]’ (7.9)
7=0

onde s=0,1,---,m—1,t=0= P(EC)"E et=1= P(EC)™

O erro local de discretizagdo principal dos métodos preditor e corretor é dado,
respectivamente, por

P yltien) = yih, = Co B Ty ® 0 (8) + O +2) = ha®,  (7.10)

C: Ylthrn) =yl = CprhP Ly (1) + O(WP*2) = ha. (7.11)

O produto do erro local de discretizag3o pelo passo de integra¢do h (suficiente-
mente pequeno) para um método de passo miltiplo linear é dado por

n—1

hOé = y(tk""") + Z ajy(tk+3) hﬁnf(tk+n, (tk-l—n)) +
§=0
n—1
= 0y Bif (b y(tess))- (7.12)

=0

Como até j = n ndo se cometeu qualquer erro, a diferenga (7.12) - (7.9) equivale

ha = y(tisn) = Y = 1B [ £ (s y (b)) = f (ensuich, )| (713)

Aplicando o Teorema do Valor Médio a (7.13), chega-se a

S af S
ha = y(trtn) — y][g-:_’rj] hﬂna_y (tktns Me+n,s) (y(thrn) yl[g.l_n) )

s of s
y(tk-i-n) - y][c:nl] = hﬁna_y (tk+n777k+n,s) (y(tk-i-n) - y][gJ]rn) + haa (714)

onde 7,4n,s pertence ao intervalo de extremos y,[i]rn e Y(titn)-
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()

Casop* > p
Substituindo (7.10) e (7.11) em (7.14) e considerando s = 0, tem-se que

of . X X “
y(tk+n) - y][clin = hﬁnaiy (tk'+n7 771@+n,3) (Cp*+1hp +1y(p +1)(tk) + O(hp +2)) +

+

Cp+1hp+1y(p+1)(tk) + O(hp+2),
1]

Y(tpan) — yl[c+n = G hPTIyPTY (4) 4+ O(RP ).
Pode-se agora substituir a expressdo anterior e (7.11) em (7.14) com s = 1.
Repetindo a substituicdo para s = 2,3,--- ,m — 1, conclui-se que

Y(tisn) — ypr, = Cppr WPy @D () + O(hP+2),

Logo, o erro local de discretizagdo principal do Método Preditor-Corretor é o
mesmo do corretor quando p* > p VYm > 1.

Casop*=p—1

Substituindo (7.10) e (7.11) em (7.14) e considerando s = 0, tem-se que

Y(trtn) — y][:jm - hﬂng—z (thtns Metm.s) (C;hpy(p) () + O(hp+1)) "
+ Ctherly(erl)(tk) + O(hP+?),

Y(th4n) — y,[clJ]rn _ 5ng_£ (o Thnss) (C;hp“y(p) (t) + O(hp+2)) n
+ CpprhP Ty @D (t) + O(hPH?),

Y(tk4n) — y;[ﬂrn = ﬂng—zcgy(m (tr) + Cerly(;DJrl)(tk)} WL O(RP+2).

Para m = 1, o erro local de discretizacdo principal do Método Preditor-
Corretor é da mesma ordem do corretor, porém n3o idéntico. Entretanto,
com sucessivas substituicdes em (7.14), tem-se para m > 2

Y(trtn) — y;[ﬁ]n = Cpr1 WPy D (1) + O(hPT2),

ou seja, o erro local de discretizagdo principal do Método Preditor-Corretor
se torna igual ao do corretor.

Caso p* =p—2

Substituindo (7.10) e (7.11) em (7.14) e considerando s = 0, tem-se que
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Y(tktn) — yl[i]rn = hﬂng—ch (thtns Mhtm,s) (C;th_ly(p_l)(tk) n O(hp)> i
+ C’pﬂhp“y(p“)(tk) + O(hp+2)7

Y(trtn) — yl[cIJ]rn = B”g_ch (tktns Mhtn,s) (C’;,lh”y(p_l)(tk) + O(hi"“)) n
+ C’pﬂhp“y(p“)(tk) + O(hp+2)7

Vltien) =witn = {Bng—icz—ly(“”(tk) + Cp+lhy(p+1)(tk):| WP + O(h" ).

Para m = 1, o erro local de discretizacdo principal do Método Preditor-
Corretor tem ordem um a menos do que a ordem do corretor. Susbtituindo a
express3o anterior e (7.11) em (7.14) com s = 1, verifica-se que

ar\? . _ af
Y(thgn) — vl = Kﬂna—) cop 1y V) + (1 + h2[‘3n,6—) cp+1y(17+1)(tk)] nPHL L onPT2).
Yy Yy

n

Para m = 2, o erro local de discretizacdo principal do Método Preditor-
Corretor é da mesma ordem do corretor, porém n3o idéntico. Entretanto,
com sucessivas substituicdes em (7.14), tem-se para m > 3

Y(tk4n) — y;[ﬁ]n = Cpp1 WP yPH (1) 4 O(hPF2),

ou seja, o erro local de discretizagdo principal do Método Preditor-Corretor
se torna igual ao do corretor.

(d) Caso geral: p* =p—¢q, 0<q<np.

Teorema 7.1 (Erro local de discretizacao principal). Seja o Método Preditor-
Corretor, onde o preditor tem ordem p* e o corretor tem ordem p, aplicado no
modo P(EC)™ ou P(EC)™E, com p*,pm €N, p*>0,p>1em>1.

e Sep* > p, entdo o erro local de discretizagcao principal do Método Preditor-

Corretor € igual ao do corretor.

e Sep*=p—gq, 0<q<p, entdo o erro local de discretizacdo principal do

Método Preditor-Corretor

(a) € igual ao do corretor quando m > q+ 1;

(b) € da mesma ordem que a do corretor, porém nao idéntico, quando
m=gq;

(c) €é da forma KhP=4tm+l 4 O(hP=9T™m+2) guando m < q — 1.
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Observagoes

12: O erro local de discretizacdo principal do Método Preditor-Corretor é deter-
minado pela ordem do corretor.

2%: Adotar p* > p requer geralmente um passo de integracdo desnecessariamente
grande e a precisdo (ordem elevada) do preditor ndo se reflete no erro local de
discretizacao do Método Preditor-Corretor. Assim, a melhor escolha é dada por
p* = p—m > 0. Entretanto, p* = p é adequado para estimar o erro local de
discretizacdo do Método Preditor-Corretor.

7.3 Dispositivo de Milne

Esse dispositivo tem por finalidade fornecer uma estimativa para o erro local de
discretizacdo do Método Preditor-Corretor.

Sejam
P Cpo WY 0@ + O(W ) = y(thin) —ypty,  (7.15)
C: Cprh? y@ (1) + O(RP*2) = y(tysn) — Y- (7.16)

Suponhamos p* = p. Efetuando a diferenca (7.16) - (7.15), tem-se, em primeira
aproximacgao, que

(Cy = Cppr) PPy D (1) = ) — oL (7.17)

Multiplicando (7.17) por Cp+1 e por Cj 4, obtém-se

Cpt1 (m] _ [0]

C 1hp+1y(p+1) th) = == pt Yprrn — Yt | » 7.18
- () = oo (W - i) (7.18)
cr m
C;th“y(pﬂ)(tk): _ p+g (yl[c+}n7y1[c04]rn)a (7.19)

p+1 — “Vpt+l

uma estimativa para o erro local de discretizacdo principal do Método Preditor-
Corretor e do preditor, respectivamente.

Pode-se melhorar y,[;i]n com base na estimativa (7.18).

Y(tisn) — Yo, = Cppt RPHLyP L (1) + O(RPH?)

Y(thsn) — (yl[:i]n + Cp+1hp+1yp+1(tk)) _ O(hp+2)

5lm]

yk+n

giml = il 4Gy R Ly (1) (7.20)
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Substituindo (7.18) em (7.20), obtém-se

~lm m C 1 m 0
yl[c-i—]n = y][c-‘,-]n + # (y;[ﬁ]n - y;urn) . (7.21)
p+1 p+1

Em (7.21), g]][gz]n é o Modificador M do corretor.

O dispositivo de Milne também pode ser empregado para aprimorar a solugdo do

preditor. A expressdo (7.19) ndo pode ser empregada pois, no momento de aplicar
[m]

fetn N3O € conhecido. Nesse caso,

o preditor, y

Con WPy P (1) = Crp WPy PO (14 _y) +O(RPF2),

~[0] [0]
Yhtn " Yktn

Iitn = Ut = b1y ). (7.22)
Substituindo (7.19) em (7.22), tem-se que
5[0] [0]

C*Jrl m 0
Urtn = Yietn T # (yl[ch]n—l - ?Jl[cJ]rnﬂ) : (7.23)
p+1 p+1

Em (7.23), 511, é o Modificador M do preditor.

Os modos P(EC)™E e P(EC)™ podem ser agora reescritos com os modifi-
cadores do preditor e do corretor como

PM(ECM)™E

PM(ECM)™.

Observacdo: Para p* = p, o dispositivo de Milne pode ser utilizado ou para apri-
~ [m] syt . ~ ~
morar a solug¢do y, ", ou para o controle automatico do passo de integracdo, ndo
para ambos. Caso se queira valores aproximados mais precisos, é preferivel aumen-
tar a ordem do método e usar o dispositivo de Milne para controlar o passo de

integracdo.

7.4 Estabilidade absoluta

Sabe-se que o polindmio cujas raizes controlam as propriedades de estabilidade
absoluta de um método de passo miltiplo linear é o polinémio

7(r) = plr) — ho(r),
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onde

p(r) = agr!
§=0

é o primeiro polindmio caracteristico,

o(r) =3 By
j=0

é o segundo polindmio caracteristico e

h = h\ = h==-
dy

é uma constante.

Para determinar o polinémio caracteristico 7(r) de um Método Preditor-Corretor
aplicado ao modo PECE (m = 1), considere-se

P:

n—1 n—1
Ul Y Gyl = h > B f(ters k), (7.24)
=0 j=0
n—1 n—1
Yh, + > aa’y;ﬂj = W f(totn, yil,) + B > Bif(tks, yz[ﬁlij)y (7.25)
=0 =0
n—1 n—1
Y(tein) + D a5y(theg) = h Y B f(ters y(tits)) +a’h, (7.26)
=0 Jj=0
n—1 n—1
Y(trin) + D ay(tirs) = B f(trns y(tisn)) + 1> Bif (bt Y(tss)) +
j=0 =0
+ah. (7.27)

Efetuando-se a diferenga (7.26) - (7.24), obtém-se

Y(thtn) —

n—1 n—1
ylEU#]»n +>a] {y(tkﬂ') - y;[clij} = hY> B {f(tk-ﬂ'v Y(tets)) — f(tk+jﬁyl[c14]rj)] +
j=0 j=0
+ a’h,
n—1

B 1f (b y(tig ) — £ty yll )] +

v

(=]

n—1
[0] * [1] _
Cin D agely; =
i=o

+
Q

* oo
sl

(7.28)
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Efetuando-se a diferenca (7.27) - (7.25), chega-se a

Y(thin) — Uit + Z aj [ (tr+5) y;[i]rj] hfBn [f(tk‘+nvy(tk+n)) - f(tk#»n,,y][coin)} +
+ DB [f(tk+jvy(tk+j)) - f(tkﬂwy;ﬂj)} + ah,
Jj=0

n—1
efln + Z ozjegﬂrj = hBn [f(tk+n1y(tk+n)) - f(tk+my;[€04]rn)} +
=0

n—1
+ R Y Bl (kg y(tk ) = Fltkag v )] + ah.

(7.29)

Utilizando o Teorema do Valor Médio nas equa¢des de diferencas lineares (7.28)
e (7.29), obtém-se

n—1
. L0f
o 4 Z arell = Z 5%, (thgs i) ept; + @ (7.30)
Jj=
e
egclJ]rn + Z O‘jegrj = hﬁna_y (tk-l-na nk-i-n) eLOJ]rn +
n—1 8f
+ hZﬂya tk+]v77k+])egv_],_3+04h (7.31)
7=0
- of - o
Sob as condi¢ces de que 9y = A e hA = h, substituindo (7.30) em (7.31)
Y
chega-se a
n—1 n—1
1 7 * [1 7 * [1 *
Sl = |- St h S el o]
§=0 §=0
+ hZﬂjeE_J + ah,
n—1 n—1
1 1 7 « [1 7 « [1
€k+n + Z a]eEcJ]r] — hZﬁ]eEcJ]r] = hB, |— Zajeurj + hz BjeLJ]rj +
Jj=0 j=0

+ hB,a*h+ ah,

n—1

n—1
Z ajell = giell = —h Y (e —hBpel 1o, (7.32)
7=0

=0
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onde h = h\ = hg_{j e ¢ = hfB,a*h + ah.

Adicionado —ﬁﬁneﬂn a ambos os lados de (7.32) e considerando o = 1 e
By =0, obtém-se

n

—hB)ep; = —hBn Y (o) — h)ep; + o,

0 j=0

M:

J

n

aj —hBj)epy; +hBn > (af — BB el = ¢,

Jj=0

<
Il
o

n

[(cj = hB;) + B (o — ;)] ek, = 9. (7.33)

§=0
m (7.33), tem-se uma equacdo de diferengas linear cuja solu¢do é dada por
1 ko ¢
eEC] = Z djri + — 5
j=1

> [y = RBy) + hBa (o] = B;))]

Jj=0

onde 7; sdo as raizes do polinbmio

n(r) = [(ej = hB;) + hBn(e — h3})] 17 (7.34)

Jj=0

Pode-se reescrever o polindmio (7.34) em fung¢do dos polinémios caracteristicos
do preditor e do corretor. Assim,

7(r) = p(r) — ho(r) + hB, [p* (r) — ho* (r)} , (7.35)

n n
onde p*(r Za 7, :Zajrj,o*(r):Zﬂ e o(r Zﬂ]rj
j=0 §=0
Caso as raizes r; do polindmio (7.35) satisfagam a condi¢do

|Tj|<1, .7:1’25 y 1y

o Método Preditor-Corretor serd absolutamente estavel. O intervalo de estabilidade
absoluta do Método Preditor-Corretor serd («, 8) «, 5 € R tal que h = h\ € (a, 5).
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7.4.1 Exercicios

Exercicio 7.2. Veja em Lambert [10], Capitulo 3, pdgina 97, qual é o polinémio
caracteristico para um Método Preditor-Corretor no modo P(EC)™E e no modo
P(EC)™.

7.5 Controle do passo de integracao

Para controlar automaticamente o passo de integragao em um Método Preditor-
Corretor tem-se que usar simultaneamente trés critérios de selec3o:

1 Dispositivo de Milne (p* = p) para estimar o erro local de discretiza¢do principal;
- af . .
2 h=h\= ha— pertencente ao intervalo de estabilidade absoluta;
Y
3 Condigdo de convergéncia do Método do Ponto Fixo

1
h < ——.
L|Bn|

e . Of N .
No segundo critério, faz-se necessario estimar —. Uma das estimativas possiveis

dy
(Lambert [10]) é dada por

_ f (trms vt ) = F (B Uit
h:hA:hg—izh (s Hm) [(SH )

k+n yk-i—n

quandom =1¢e

m m—1
af yl[ch]n - yl[chn ]
m—1 m—2
dy B (yl[ern I yl[chn ])

quando m > 2.

7.5.1 Exercicios

Exercicio 7.3. Deduza as formulas que estimam a parte principal do erro local
de truncamento dos métodos que usam como preditor Adams-Bashforth e como
corretor Adams-Moulton, ambos de ordem /.

Exercicio 7.4. Defina formalmente os algoritmos de 4 passos que usam o par
preditor-corretor de Adams-Bashforth-Moulton de quarta ordem mos modos

1. PEC;
2. PECE;
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3. PMEC,
4. PMECE.
Exercicio 7.5. Aplique o Método Preditor-Corretor definido por

h
Yn4+4 — Yn43 = ﬂ(55fn+3 - 59fn+2 + 37fn+1 - gfn)

h
Ynta — Ynts = ﬂ(gfn+4 +19fnt3 = 5fnt2 + fat1)
no modo PECE, ao p.v.i.

d
Ey(t) = —20y(t) 0<t<1

y(0) =1
Tlustre o efeito da estabilidade ou instabilidade usando
1. h=0,1;
2. h=0,01.

Exercicio 7.6. Seja o p.v.i.

2
iy(t):—t 0<t<3
dt y2
. (7.36)
y(0)=1

1. Solucione o p.v.i. (7.36) usando h = 0,1 e o Método Preditor-Corretor
Yt = Yn = 15 (23fa = 16fn1+5fn2)
Ynt1 — Yn = 22 (9fnt1 +19f0 — 5fn-1 + fa—2) |
2. Solucione o p.v.i. (7.86) usando h = 0,1 e o Método Preditor-Corretor
Ynt1 = Yn = 35 (55fn — 59 fn1+3Tfn2— 9fu_3)
Yna1 — Yn = 95(9fnt1 +19fn = 5fn1 + fr2) |

3. Compare os dois métodos usando y1, y2 e y3 obtidos por RK44.

Exercicio 7.7. Considere o preditor P e o corretor C definidos pelos polindomios
caracteristicos presentes na Tabela (7.3).
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P — —
Cl pQ=¢-1 o@=01/2)(+Q)

Tabela 7.3: Polindmios caracteristicos que definem o Método Preditor-Corretor.

1. Determine a ordem do método.
2. Calcule o coeficiente da parte principal do erro local de discretizacdo.

3. Mostre que o coeficiente determinado no item anterior € igual ao do cor-
retor.

7.6 Suplemento teodrico

7.6.1 Teorema do Ponto Fixo

Definigao 7.2 (Ponto fixo). Um nidmero p é um ponto fizo de uma fungio g(t)
se

9(p) = p,

ou equivalentemente, se

Teorema 7.2. Seja g(t) € CW[a,b] tal que g(t) € [a,b] Vt € [a,b]. Suponha
ainda que g'(t) exista em (a,b) com

lg'(t)| < k Vt € (a,b),

onde k < 1 € uma constante positiva. Entao, para um nuimero qualquer py €
[a,b], a sequéncia definida por

Pny1 =g (Pn), n>0

converge para o Unico ponto fixo p € [a,b].

Observagdo: O Teorema do Ponto Fixo permite determina a raiz p de f(t) = 0,
ouseja, f(p) = 0. Para empregé-lo, é necessdrio reescrever f(t) = 0 comot = g(t).
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7.7 Exercicios resolvidos

1. Considere o preditor P e dois corretores C'(1) e C?), definidos pelos polindmios
caracteristicos presentes na Tabela (7.4).

P 1pQO=¢-1 o () = (4/3) (25 — 7+ 20)
ChH | p()=¢-1 o1(¢) = (1/3) (¢ +4¢ +1)
C® [ pa(Q) =& —(9/8)C +(1/8)  02(¢) = (3/8) (¥ +2¢° — ()

Tabela 7.4: Polinémios caracteristicos que definem o Método Preditor-Corretor.

(a) Deduza uma estimativa do erro local de discretizacdo
i. para um Método Preditor-Corretor que use P e C(1);
ii. para um Método Preditor-Corretor que use P e C(2).
(b) Escreva o algoritmo que utiliza P e CY) no modo PECE.
(c) Escreva o algoritmo que utiliza P e C® no modo PMECME.

Solucdo
n

Como p*(r) = Za;rj, p(r) = Zajrj, o*(r) = Zﬂ;rj, o(r) =
=0 =0

Jj=0

n n n
E Bir? e E Y+ = h E B; fr+;, os polinbmios caracteristicos da
=0 =0 =0

Tabela (7.4) definem os seguintes métodos de passo miiltiplo lineares:

4
P: yrya—yr= gh 2fk43 = fre2 + 2fks1]s (7.37)
1
CW: ypyo —yp = 3h [fore +4fer1 + fil; (7.38)
9 1 3
CP: ypys— gYk+2 + Uk = gh [fe+3 + 2fkr2 — frra] . (7.39)

Pode-se mostrar que os métodos P, CM e C2) t&m ordem de consisténcia 4
(verifique que Cyp = Cy = Cy = C3 = Cy = 0 e C5 # 0), o que possibilita o
uso do dispositivo de Milne. Ao calcular o coeficiente C)41 do erro, obtém-se

. 1
G = = (7.40)
m - 1 41
Cs 50" (7.41)
1
c? = —=. (7.42)



160

Substituindo (7.40), (7.41) e (7.42) em

Cp+1hp+1y(p+1) (t) =

conclui-se que:

1(a)(4)

1(a) (i)

*

CSOR Y (1) =

CPRy P (1) =

Cps1 [m] [0]
Yy n Yy nl>
p+1 —Cpta ( k+ m )

1
— 90 [m] [0]
7, 1 yknin_ykJrn)
45 T 90

1 (y[m] _ 40 )
29 k+n k+n )

1
— 40 [m] (0]
4, 1 \Yk+n — Yk n)
BT "
[m] [0]
- 121 (yk-l-n - k+n) .

CAPITULO 7. METODOS PREDITORES-CORRETORES

Como o preditor é um método de 4 passos, os corretores C'(1) e C') podem
ser reescritos na forma

1
CW : ypis — Yrgo = gh [frra +4fres + frye],

c®? .

9

1
Yk+4 — gyk+3 + gyk-i-l =

0 1 1
Yeata = Ykio = gh [f1£414 + 4f1£4]rs + flU&}

0
B fl£414 =
c: U (1]

1
b fl£-11-4 =

0 1 4 1 1 1
P yl[cJ]r4 - yl[c] = gh |:2f/£-i]-3 - flur2 + 2f1£411

f (tk+4a yl[cOJ]rél)

1

f (tk+47 y;EL;) ;

(7.43)

gh [fetra +2f 43 — fogo] . (7.44)

}
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1(c)
0 . 4 Al Al Al

P yl[cjr4*yl[c] = gh [2f1£-i]-3 ff;££2+2f,£l1}

. o) ofop 112/ [0]
M : Yeta = Yrta 121 ( E+3 yk+3)

A[0 [0
E: IEJ]A =f (tk+4ayl[c4]r4)
1 9.1 1. 3. [0 Al Al

O o= Safl s b = S AL, o - 1)

. S ) 9 (W [0]
M : Ykta = Ykta — 197 (yk+4 - yk+4)
E: A}Eh].4 =f (tk+47g][€1.2_4) :

Observacdo
C*
- [0] _ (0] p+1 [m] _ 0]
ykJrn ykJrn + C;Jrl . Cerl ( k4+n—1 ykJrnfl)
0 0 5 /m o
. 1
Ykra = Yppa T 1—4-iL (yk+3 *yk+3)
15 T 10
[0 0 112 /1 ¢y 0
yl[cJ]r4 = yl[cJ]r4 + 121 ( I[cJ]r3 - yl[cJ]rs)
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Capitulo 8

Equacoes diferenciais
rigidas

8.1 Definicao

Uma equacdo diferencial é dita rigida quando a sua solu¢do exata tem um termo
da forma

e (8.1)

onde ¢ é uma constante positiva elevada (¢ >> 0).! O termo (8.1) é a parte
transiente da solu¢do, o qual decai rapidamente para zero quando ¢ aumenta. A
rigidez é entdo caracterizada pela existéncia de duas ou mais escalas diferentes para
a varidvel independente ¢ nas quais as varidveis dependentes variam.

A n-ésima derivada de (8.1) é dada pelo termo
+ce (8.2)

o qual n3o decai rapidamente para zero como (8.1). Ainda, como a derivada esta
presente no termo do erro e é calculada em um nidmero entre zero e t, o termo
(8.2) pode crescer rapidamente a medida que ¢ também cresce. Dessa forma, se a
magnitude da derivada (8.2) aumenta porém a solu¢do n3o, o erro pode se tornar
muito grande e dominar a solug¢ao.

Problemas de valor inicial com equac¢des rigidas sao relativamente comuns, par-
ticularmente no estudo de vibragdes, reagdes quimicas e circuitos elétricos. O nome
sistema rigido deriva do movimento do sistema massa-mola com constante de elas-
ticidade elevada.

At

1Ou (8.1) tem a forma e*, sendo A = a + bi uma constante complexa com parte real

negativa (a << 0).

163
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Exemplo 8.1. O p.v.i.

%y(t) = —30y(t), te [0, g]

(8.3)

1
tem solugao exata dada por y(t) = gefgot (verifique!). A Tabela (8.1) mostra,

3
para t = =, o erro global de discretizagdo cometido na solug¢do do p.v.i. (8.3)

com h = 0,1 e os Métodos de Euler, Runge-Kutta Cldssico e o Preditor-Corretor
Adams-Bashforth-Moulton de quarta ordem.

Solucao exata 9,54173E-21
Euler -1,09225E+4-04
Runge-Kutta Classico  3,95730E+01
Preditor-Corretor 8,03840E+05

Tabela 8.1: Erro global de discretizacao do problema de valor inicial (8.3) em
3

t = 3 com h = 0,1 e os Métodos de Euler, Runge-Kutta Cléassico e Adams-

Bashforth-Moulton de quarta ordem - Burden [7].

Exemplo 8.2. O sistema de equacgoes diferenciais

d 1
pris (t) = 9y1(t) + 24ya(t) + 5cos(t) — gsen(t)
(8.4)
1
L (t) = —24y1(t) — 51lya2(t) — 9Ycos(t) + gsen(t)
com condicoes iniciais
4
y1(0) = 3
(8.5)
2
y2(0) = 3
tem solugao exata dada por
1
y1(t) = 2e73 — 739 4 gcos(t)
(8.6)

1
yo(t) = —e 3 + 2e739 — gcos(t)

O termo transiente e 3% na solugio (8.6) torna o sistema (8.4)-(8.5) rigido.
As Tabelas (8.2) e (8.3) ilustram os resultados obtidos na solugdo do sistema
(8.4)-(8.5) com o Método de Runge-Kutta Cldssico e os passos de integra¢do
h=0,05eh=0,1.
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E ooty yi(te) Y1,k y2(tr) Y2,k

1 0,1 1,7931E+00 1,7122E+00 -1,0320E4+00 -8,7032E-01
2 0,2 14239E4+00 1,4141E400 -8,7468E-01  -8,5501E-01
3 0,3 1,1316E4+00 1,1305E4+00 -7,2500E-01  -7,2289E-01
4 04 9,0941E-01 9,0928E-01  -6,0821E-01  -6,0795E-01
5 0,5 7,3879E-01  7,3875E-01  -5,1566E-01  -5,1558E-01
6 06 6,0571E-01 6,0568E-01 -4,4041E-01  -4,4036E-01
70,7 4,9986E-01  4,9984E-01  -3,7740E-01  -3,7735E-01
8 08 4,1367E-01  4,1365E-01  -3,2295E-01  -3,2291E-01
9 09 34161E-01 34159E-01 -2, 7441E-01  -2,7437E-01
10 1,0 2,7967E-01  2,7966E-01  -2,2989E-01  -2,2985E-01

Tabela 8.2: Solu¢do numérica do sistema rigido (8.4)-(8.5) pelo Método de
Runge-Kutta Cldssico com h = 0,05 - Burden [7].

koot yi(te) Y1,k Y2 (tr) Y2,k

1 0,1 1,7931E+00 -2,6452E+00 -1,0320E+400 7,8445E400
2 02 14239E4+00 -1,8452E+01 -87468E-01  3,8876E+01
3 0,3 1,1316E+00 -8,7472E+01 -7,2500E-01 1,7648E+402
4 04 90941E-01 -9,3407TE+02 -6,0821E-01  7,8935E-+02
5 05 T7.3879E-01 -1,7600E403 -51566E-01  3,5210E+03
6 0,6 6,0571E-01 -7,8486E+4+03 -4,4041E-01 1,5698E+4-04
7 0,7 4,9986E-01 -3,4990E+4+04 -3,7740E-01 6,9980E+04
8 08 41367E-01 -1,5598E+05 -3,2295F-01  3,1196E405
9 0,9 34161E-01 -6,9533E4+05 -2,7441E-01  1,3907E-+06
10 1,0 2,7967E-01 -3,0997E4+06 -2,2989E-01 6,1994E+06

Tabela 8.3: Solugdo numérica do sistema rigido (8.4)-(8.5) pelo Método de
Runge-Kutta Cléssico com h = 0,1 - Burden [7].

8.2 Métodos numéricos para equacoes rigidas

H3 trés importantes classes de métodos de alta ordem para equacdes diferenciais
rigidas [19, 20]:

(a) GeneralizagBes dos Métodos de Runge-Kutta: dentre estes, os mais usados
sdo os Métodos de Rosenbrock (Numerical Recipes [19, 20]);

(b) Generalizagdes do Método de Bulirsch-Stoer (Stoer [14]);

(c) Métodos Preditores-Corretores derivados do Método de Gear (Lambert [10]).
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8.2.1 Exercicios

Exercicio 8.1. Para o p.v.i. (8.3), verifique que Ah, onde A= —30 e h=0,1,
nao pertence ao intervalo de estabilidade absoluta dos Métodos de Fuler, Runge-
Kutta Cldssico e o Preditor-Corretor Adams-Bashforth-Moulton de quarta or-
dem.

Exercicio 8.2. Solucione os problemas de valor inicial abaizo usando h = 0,1
e 0s Métodos de Euler, Runge-Kutta Cldssico e Trapézio, este com ¢ = 107>,
Compare os resultados numéricos com a solu¢do exata.

(a)
%y(t) = —20 (y(t) — t?) +2t, t[0,1]
(8.7)
1
y(0) =3
~ 2 1 o0
Solugao exata: y(t) = t* + 3¢ 0
(b)
iy(t) = —20y(t) + 20sen(t) + cos(t), t € ]0,2]
dt (8.8)

y(0) =1

Solugdo exata: y(t) = sen(t) + e~ 20

(c)
d 50

y(0) = V2

Solugdo exata: y(t) = (1 + e—loot)§
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8.3 Exercicios resolvidos

1. O p.v.i.
Lyt =57 (y(t) —1)* +1, 1€ [0,1]
(8.10)
y(0) = -1

tem solugdo exata dada por y(t) =t — e~

Verifique os efeitos da rigidez solucionando o p.v.i. (8.10) com h = 0,2 e
h = 0,25, empregando os Métodos de Runge-Kutta Classico e do Trapézio,
este (iltimo com € = 1076,

Solucdo

As Tabelas (8.4) e (8.5) mostram o erro global de discretizagdo cometido em
t =1 ao se empregar os Métodos de Runge-Kutta Cldssico e do Trapézio.

Runge-Kutta Trapézio
k-t ye  |y(te) — Yl Yk |y(te) — Yl
0 0,0 -1,0000E400 0,0000E+00 -1,0000E4-00 0,0000E+00
1 0,2 -14885E-01 1,9027E-02 -1,4150E-01  2,6383E-02
2 04 2,6849E-01  3,8237E-03 2,7486E-01  1,0197E-02
3 0,6 5,5199E-01  1,7798E-03 5,6398E-01  3,7700E-03
4 0,8 7,8229E-01  6,0131E-04 7,8307E-01  1,3876E-03
5 1,0 9,9349E-01  2,2845E-04 9,9377E-01  5,1050E-04
Tabela 8.4: Erro global de discretizacao cometido em ¢ = 1 na solugao do

problema de valor inicial (8.10), onde a solugdo numérica foi obtida através dos
Métodos de Runge-Kutta Clédssico e do Trapézio com h = 0, 2- Burden [7].
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Runge-Kutta Trapézio
kot Yk |y(k) — ysl Yo ly(te) — yil
0 0,0 -1,0000E400 0,0000E+00 -1,0000E4-00 0,0000E+00
1 0,25 4,0143E-01  4,3794E-01 5,4557E-03  4,1961E-02
2 05 3,4375E4+00  3,0196E+00 4,2676E-01  8,8422E-03
3 0,75 1,4464E+23 1,4464E423 7,2915E-01  2,6706E-03
4 1,0 overflow 9,9402E-01  7,5790E-04
Tabela 8.5: Erro global de discretizagao cometido em ¢ = 1 na solugao do

problema de valor inicial (8.10), onde a solugdo numérica foi obtida através dos
Métodos de Runge-Kutta Clédssico e do Trapézio com h = 0, 25- Burden [7].



Apeéendice A
Exercicios complementares

1 Seja o método de passo (inico descrito abaixo.

Método de Runge-Kutta de 2¢ ordem com dois estagios

Yo = y(ﬁO) A
1
{ Yk+1 = Yk + h®(tg, yx, h) (A1)

bh—
com tpy1=tpr+h 0<k<n—-1 h= a4
n

e

1
q)(tkayka h) = Z (K’l + 3"4’2)7

sendo
k1 = f(tr, yx)

2 2
Ko = f (tk + gh,yk + ghm)

1.1 O método de passo simples (A.1) é consistente e convergente? Justifique.

1.2 Comprove a ordem de consisténcia dois do método de passo simples (A.1)

verificando que ele concorda com o Método da Série de Taylor (A.2) até
o termo de segunda ordem.

Método da Série de Taylor

Yo = y(tO) A
2
{ Yk+1 = Yk + h ®(tr, yr, h) (A-2)

169
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onde
h h? 2 ha~! q—1
0 0
comequfa—y.

1.3 Determine a regido de estabilidade absoluta do método de passo simples
(A.1). Faca a andlise para A € R.

1.4 Use o método de passo simples (A.1) para solucionar o Problema de
Cauchy

d t
Emw=w3—%m,temu7 s

y(0) =0
com h = 0,5. Calcule o erro global de discretiza¢do no instante t =1 e
comente o resultado obtido.

1.5 Ao solucionar o Problema de Cauchy numericamente, é mais vantajoso
computacionalmente usar o método de passo simples (A.1) ou o Método
de Euler Aprimorado (A.4)? Justifique.

Método de Euler Aprimorado

vo = ylto)
(A4)
Yrt1 = Yk +h®(tk, yx, h)
b—a
com tgy1 =tx+h 0<k<n-1 h= , (I)(ﬁk,yk,h)z
n

1
5(/11 +I€2) e

{ k1 = f(tr, yr)
ke = f(tx +h,yk + h k1)

2 Solucione a equacio de diferencas linear
Yrt2 +4yr =15
com condi¢des iniciais yo =1 e y; = 2.
3 Calcule ¢, & e v para que o método de passo mdltiplo linear

Ykta — Uk + @ (U3 — Yrt1) = P[0 (fews — fer1) + 7 fre] (A.5)

seja consistente de ordem 3.
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4 O método de passo mdltiplo linear

1 3h
Yers = g (Oyrs2 —yn) + = (fors + 2otz = frrr) (A.6)
é convergente? Justifique.

5 Considere os Métodos Preditor P e Corretor C' definidos por

Yk+2 T 4Yks1 — Sy = h(4frrr +2fk),

h
Yk+2 Yk = g (frt2 +4frsr + fr) -

5.1 Determine o erro local de discretizagao principal do Método Preditor-

Corretor.

5.2 Escreva o polinbmio
w(r) = p(r) — ha(r) + hp, [p*(r) — ho™(r)] (A.7)

associado a equac¢do de diferencas linear para o erro global de dis-
cretizagdo do Método Preditor-Corretor no modo PECE. Qual é a
aplicabilidade do polindmio (A.7)?

5.3 Escreva o algoritmo que utiliza o Método Preditor-Corretor no modo
PECE.
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Apéndice B

Exercicios computacionais

1 Considere o p.v.i.
d
Su(t) = —20y(t), ¢ € [0,1]

(B.1)
y(0) =1

1.1 Solucione numericamente o p.v.i. (B.1) usando os Métodos de Euler e
de Runge-Kutta de 42 ordem com 4 estagios e os seguintes passos de

integracdo:
A h=0,05;
B h=0,1,
C h=0,2.

Implemente os métodos numéricos em linguagem C ou Fortran.
1.2 Analise e justifique os resultados obtidos, comparando os dois métodos
numéricos implementados em relacdo a:
A convergéncia;
B estabilidade;
C consisténcia.

2 Seja o Método de Runge-Kutta-Fehlberg, definido por

2
~ 360" T 1275 T T2a0™ T 50" T 557

2.1 Valide o Método de Runge-Kutta-Fehlberg, em linguagem C ou Fortran,
empregando o p.v.i.

RiE 1 128 2197 1

Sy = M), t€ ot

b (B'Q)
y(a) =y(to) = yo

onde A\ é uma constante.
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2.2 Considere o p.v.i.

d
—y(t) = —2x(t) —y(t), te€ 0,10
dty( ) ) —y), tel ] (B.3)

y(0) =—1

A Solucione o p.v.i. (B.3) utilizando o Método de Runge-Kutta-Fehlberg,
em linguagem C ou Fortran, com h =0,2 e
(a) e=1075;
(b) e=1073.

B Compare o erro local de discretizacdo e o passo de integracdo. Or-
ganize os dados em uma tabela.

C Calcule o erro global de discretizagao no instante ¢ = 10 e comente
os resultados obtidos.

3 Modelagem da propagacio de doencas contagiosas

3.1 Problema

Na teoria de propaga¢do de doencas contagiosas, uma equacg3o diferen-
cial ordindria n3o linear de primeira ordem homogénea pode ser usada
para prever o nimero de individuos infectados em um tempo qualquer
(em dias), desde que simplificagdes adequadas sejam adotadas. Em
particular, considera-se que todos os individuos de uma populacg3o fixa
podem ser contaminados e que, uma vez infectados, permanecem nessa
condic3o.

Sejam z(t) o nimero de individuos suscetiveis a infec¢do e y(t) o nimero
de individuos infectados. E razodvel supor que a taxa de variagdo tem-
poral do nimero de infectados seja proporcional ao produto do niimero
de individuos suscetiveis pelo nimero de individuos infectados. Assim,

tem-se que
Ly(t) = kaltyy(r), (B.4)

onde k é uma constante e
z(t) +y(t) = m, (B.5)

sendo m o tamanho da populagdo. Como z(t) = m — y(t), a equagio
(B.4) pode ser reescrita como

d

Zy(t) = klm — y(0)]y(2). (B.6)

A equacio (B.6) é chamada Equag¢do de Bernoulli. Esta equacio pode,
pela substituicao

u(t) = —, (B.7)



175

ser reescrita como a equacdo diferencial ordindria linear de primeira or-
dem n3o homogeénea (verifique!)

d
%u(t) = k[1 — mu(t)]. (B.8)
3.2 Questoes

A Calcule a solugdo exata (familia de solugdes) da equacio (B.6) e
determine tlim y(t). Esse limite é aceitavel? Justifique.
—00

B Implemente computacionalmente, em linguagem C ou Fortran, os
seguintes métodos de aproximagdo da solu¢do do Problema de Cauchy

i(r) = o) = f(t.y(0), 1€ a0

y(to) = y(a) = yo

Euler;

Euler Aprimorado;

Trapézio;

Runge-Kutta-Fehlberg;
e Adams-Bashforth de 4 passos;
e Adams-Moulton de 4 passos.

C Considere na equagido (B.6):

m = 105;

t € [0, 30].

(a) Use os métodos implementados no item B para aproximar a
solu¢do da equagdo (B.6) no instante de tempo ¢t = 30 dias.
Otimize o passo temporal em cada método e calcule o erro
global de discretizacdo.

(b) Compare os métodos empregados. Use tabelas e graficos (plote
o grafico da solugdo exata e da solu¢do numérica empregando
aplicativos como o winplot, o octave, o maple, o matlab, o
mathematica, etc.).
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Apéndice C
Algoritmos

1. Algoritmo para o Método de Euler

Entre com o intervalo [a, ]
Entre com o nimero de divisoes n
Entre com o valor inicial yg em t = a
h+< (b—a)/n
Y < Yo
Parai=0an—1 faca
t< a+1ih
y<y+hf(ty)
Fim para

algoritmo C.0.1: Algoritmo para o Método de Euler.

2. Algoritmo para o Método de Euler Aprimorado
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Y < Yo,
t < to;

t na —t
h ¢ Linal — 70 0;
n
Para k = 1 até n faca
K1 « f(ty);
K2 — ft+hy+ he);
h
Y Fy+§(f€1+f€2);
Imprima ¢, y;

t (*t()ﬁLkh;

algoritmo C.0.2: Algoritmo para o Método de Euler Aprimorado.



Apeéndice D

O Teorema de Picard

D.1 Teoremas auxiliares

Teorema D.1. Seja X C R. Se uma sequéncia de funcoes f, : X — R converge
uniformemente para f: X — R e cada f, € continua no ponto a € X, entao f
€ continua no ponto a.

Teorema D.2 (Teste de Weierstrass). Dada a sequéncia de funcgées f, : X —
R, seja > a, uma série convergente de nimeros reais a, > 0 tais que |fn(t)] <
an para todo n € N e todo t € X. Nestas condicies, as séries Y. |fnl €D fn
sao uniformemente convergentes.

D.2 O Teorema de Picard

Sejam (to,y0) ER xR e

I, = [ﬁo —a,tg +a]
By = [yo — b, yo + 0]
onde a,b € R, de maneira que Q@ = [, X B, C R x R € um conjunto compacto
contendo (to,y0). Seja f: Q C R x R — R n3o identicamente nula e continua em
Q e, portanto, limitada em €. Suponha-se ainda que f é lipschitziana com respeito
a segunda variavel em €.
Nesses termos, denota-se

M = sup{|f(t,y)]; (t,y) € 2} >0

e L a constante de Lipschitz de f em (2, de forma que para todo t € I,

|f(t,y1) — f(t,y2)] < Llyr — ye| Yy1,y2 € Bs.
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Definam-se por fim

I, = [to—a,to-i-a] c I,.

Teorema D.3 (Picard). Eziste uma dnica fungdo ¢ : I, — By que € solugdo
do Problema de Cauchy

y' = f(t,y), y(to) = vo. (D.1)

Demonstragdo. Seja ¢ : I, — By uma fungdo continua qualquer (elas existem,
j& que a fungdo constante igual a yy o é). Define-se entao

t
() = o + / Fls,0(s))ds Vt € L.
to
Deve-se mostrar que ¢* é uma fungao continua definida de I, em By.

De fato, ¥* estd bem definida em I, ja que @ é continua em I, o que im-
plica que f(t,1(t)) estd bem definida e é continua em I, e, portanto, integravel.
Além disso, segue da defini¢ao de 1* e do Teorema Fundamental do Célculo que
1* é derivavel em [, e, portanto, continua.

Resta mostrar que ¥*(t) € By, qualquer que seja t € I,. De fato, dado s € I,,
tem-se que Y(s) € By, donde (s,%(s)) € e entdo |f(s,¢¥(s))] < M. Assim,
dado t € 1,

[V*(t) — yo| = |yo + t f(s,4(s))ds — yo

t f(s,1(s))ds

=\ £ (s,4(s))|ds

t
< / Mds
to

< Ma=0b,

= Mt — t|

o que mostra que ¥*(t) € By.
Define-se agora a sequéncia de aprorimacoes sucessivas
Po(t) = yo, Vt € Lo

t
Gns1(t) =yo+ [ f(s,¢n(s))ds,Vt € Io,n > 1.
to
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Observe-se que isto define uma sequéncia (¢, ),en de fungoes continuas definidas
de I, em By, em vista da discussao acima e levando-se em consideracao que ¢q
é uma fungao continua definida de I, em By.

Mostra-se a seguir que a sequéncia de fungdes (¢, )nen € uniformemente
convergente. Primeiramente, observe que para todo n € N pode-se escrever

¢n (t) = ¢n (t) - d)nfl(t) + d)nfl(t) - ¢n72(t) e ¢1 (t) - ¢O(t> + ¢O(t)
=yo+ > _(frr1(t) — ¢r(t)),

k=0

de maneira que se pode mostrar que a série de fungoes ), (¢r4+1 — ¢r) é uni-
formemente convergente.

Observe-se agora que
LF|t —to[*
k!

para todo k € N, o que é possivel mostrar por indugao sobre k. Para k = 0,
tem-se que

|pr+1(t) — or(t)| < b (D.2)

¢
|p1(t) — ¢o(t)| = f(s,y0)ds
to
t
< t |f(s,y0)|ds
< Ma=0.

Supondo por indugao que (D.2) é verificada para algum m > 0, tem-se que

|¢m+1(t) — dm ()] = / [£ (s, 0m(s)) — (s, dm-1(s))]ds

to

IN

t |f (s, m(s)) — £ (s, pm-1(s))|ds

=L

IN

/ L|¢m(3) - ¢m_1(8)|ds

to

t
L™|s — to|™
/bbi'dds‘

t m!

¢
|s — to|™ds
to

t
| Dm(s) = dm-a(s)lds

<L

Lerl Lm+1|t _ t0|m+1

=0 (m+ 1)!

<b

3

m!

isto é, (D.2) também é verificada para m + 1. Isso conclui a prova por indugéo
de que (D.2) se verifica para todo k € N. Mais que isso,

Lkak

|pr+1(t) — Pr(t)| < b o VkENtE L.
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Lkak

Observe-se agora que b > 0 para todo k € N e que este é o termo geral

k!
da série numérica que converge para be’®. Pelo Teste de Weierstrass (Teo-
rema D.2), tem-se que a série >, (¢r4+1 — @) converge uniformemente em I.
Logo, a sequéncia (¢, )nen também converge uniformemente em 1.

Denote-se
¢ = lim ¢y,
n— o0

de maneira que a convergéncia uniforme implica pelo Teorema D.1 que ¢ é uma
funcao continua. Fazendo-se n — oo nos dois lados da equacao

t
¢n+1(t) =Yo + \ f(sv ¢n(5))d57

tem-se que

t
¢(t) =Yo + f(sv ¢(S))d8,
to
ou seja, ¢ é uma solucao de (D.1).

Para demonstrar a unicidade da solugao de (D.1), suponha-se que x : I, —
By seja uma dessas solugoes. Ou seja,

t

X(t) = yo + ) f(s,x(s))ds.

Entao, de maneira semelhante ao que foi feito anteriormente, pode-se mostrar
por inducao que

nn

() — ba(t)] < D22

n!

vVt e I,

nn

para todo n € N. Como b — 0 quando n — oo, entao ¢, — X, onde

n!
a convergéncia é evidentemente uniforme. Segue da unicidade do limite de

(¢n)n€N que ¢ = X- O
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