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Medida    Posição   Medida   Posição        Medida      Posição 

Variáveis nítidas e variáveis difusas. 
Nítida → energia de um estado estacionário 
Difusa → posição, por exemplo.  

x = xPx∑     ⇒     x = x = ψ∗(x)xψ(x)dx
−∞

+∞

∫ ≡
xP(x)dx∫
P(x)dx∫

=
ψ∗xψ dx∫
ψ∗ψ dx∫

No caso geral de uma função de x:  f (x) = f (x) = ψ∗(x) f̂ (x)ψ(x)dx
−∞

+∞

∫

Valores esperados 

Sistema com N (grande) partículas descritas pela mesma ψ(x) 

Fazer Ex. 5-8, 
Eisberg, pág. 190 
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Podemos determinar o desvio padrão de uma variável: σ x =
xi − x( )2∑
N

xi( )2∑
N

− 2x
xi∑
N

+ x 2 1
N∑ = x2 − 2xx + x 2 = x2 − x 2

Portanto:  σ x = x2 − x 2
= ΔxPortanto: 

Nítida ⇒ Δx = 0 

No caso particular de V(x), temos: 

V (x) = V (x) = ψ∗(x)V (x)ψ(x)dx
−∞

+∞

∫

Ou, caso de V(x,t), temos (pois todas as medidas são consideradas no  

mesmo t: V (x, t) = V (x, t) = ψ∗(x, t)V (x, t)ψ(x, t)dx
−∞

+∞

∫

No caso de outras grandezas dinâmicas, como E e p: 

p = p = ψ∗(x)pψ(x)dx
−∞

+∞

∫
Mas temos que expressar o integrando como 
função de x. Classicamente podemos escrever p 
como função de x, mas quanticamente não 
podemos, por causa do princípio da incerteza. 
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Voltemos ao caso da partícula livre: 
Ψ(x, t) = cos kx −ωt( )+ isen kx −ωt( ) = ei(kx−ωt )

∂Ψ(x, t)
∂x

= −k sen kx −ωt( )+ ik cos kx −ωt( ) = ikΨ(x, t)

x
ip

x
ip

x
itxptxpi

x
pk

∂

∂
−=

∂

∂
−

∂

Ψ∂
−=Ψ⇒Ψ=

∂

Ψ∂
⇒=








ˆ

 ldiferenciaoperador  o e  entre associação uma  temosAssim,

),(),(   Como

∂Ψ(x, t)
∂t

=ω sen kx −ωt( )− iω cos kx −ωt( ) = −iωΨ(x, t)

Como   E = ω  ,  temos:   EΨ(x, t) = i∂Ψ(x, t)
∂t

Portanto o operador   Ê = i ∂
∂t

.  

No caso da energia: 

4300375 - Física Moderna 1       Aula 13 



4300375 - Física Moderna 1       Aula 13 4 

Lembrando que  p
2

2m
+V (x, t) = E,

podemos substituir os operadores e: 1
2m

−i ∂
∂x

#

$
%

&

'
(

2

+V (x, t) = i ∂
∂t

⇒−
2

2m
∂2

∂x2 +V (x, t) = i ∂
∂t

 , que nos devolve a eq. de Schrödinger.
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2

0 )(xxψ
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Propriedades das autofunções  

A interpretação probabilística de Born identifica o quadrado do 
módulo da função de onda, |Ψ|2, com a densidade de 
probabilidade de um sistema descrito pela função de onda Ψ.  
Uma partícula em movimento unidimensional tem, então, uma 
densidade de probabilidade dada por: P(x,t) = |Ψ(x,t)|2. Nota-se 
que |Ψ(x,t)|2 pode apresentar variação no tempo.  
Um comportamento possível para P(x) em um determinado 
instante:   
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A probabilidade de se encontrar a 
partícula no intervalo dx em torno de 
x é: P(x,t)dx = |Ψ(x,t)|2dx.  
No caso de um intervalo finito, temos 
que calcular a integral: 

Ψ(x, t) 2 dx
x1

x2

∫
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Propriedades das autofunções  

A probabilidade total de encontrar a partícula em todo o espaço 
(1D) é determinada estendendo-se o intervalo de integração: 

  Note que Ψ(x,t) deve ser uma função localizada  
  para garantir a convergência da integral.  
  Note também que a magnitude de Ψ não é 

determinada pela solução da eq. de Schrödinger, uma vez que 
qualquer solução, Ψ, multiplicada por uma constante também é 
solução.  
A integral da probabilidade é usada para remover essa 
arbitrariedade: uma função de onda é chamada de normalizada 
se satisfizer a seguinte condição: 
A condição de normalização            
implica que a partícula tem             
probabilidade 1 de ser encontrada em algum lugar do espaço.   
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Ψ(x, t) 2 dx
−∞

∞

∫

Ψ(x, t) 2 dx
−∞

∞

∫ =1
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Propriedades das autofunções  

A densidade de probabilidade permite uma possível 
dependência temporal do comportamento local da probabilidade.  
Isso sugere que se introduza uma nova quantidade local que 
representa o fluxo de probabilidade.  
Vamos supor o caso de uma partícula livre, V = 0. Consideremos 
as equações que Ψ(x,t) e Ψ*(x,t) devem obedecer:    

          e       . 
 
Note que ambas as equações são relacionadas pela conjugação 
complexa. Vamos usá-las para analisar a dependência temporal 
da densidade de probabilidade da partícula livre: 
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Propriedades das autofunções  

Podemos reescrever essa igualdade como: 
      introduzindo a densidade de corrente de 
      probabilidade, que representa um fluxo de 

probabilidade.  

 
Assim a equação anterior representa uma equação de 
conservação da probabilidade, análoga à da carga no 
eletromagnetismo: 
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Propriedades das autofunções  
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A conservação da probabilidade pode ser colocada na forma 
integral ao considerarmos a probabilidade de encontrar a 
partícula em um intervalo finito x2 – x1 = Δx.  
A taxa de variação dessa quantidade é dada por:  
d
dt

P(x, t)
x1

x2

∫ dx = ∂
∂t
P(x, t)

x1

x2

∫ dx =

= −
∂
∂x
J(x, t)dx

x1

x2

∫ = − J(x2, t)− J(x1, t)[ ] = J(x1, t)− J(x2, t)

Este resultado representa o fluxo líquido de probabilidade para 
dentro do intervalo Δx.  
Os resultados obtidos para 1D podem ser generalizados para 
3D. 
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Condição de normalização da função de onda 

Ou seja, a partícula deve ser encontrada em algum lugar do 
espaço.  
No entanto, a conservação de probabilidade requer que essa 
normalização não dependa do tempo:  

, mas pela equação de continuidade da  
probabilidade, 

Aplicando o teorema da divergência, vem: 
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onde S é uma superfície de raio 
infinitamente grande, que 
envolve o volume V. 
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Condição de normalização da função de onda 
Como a densidade de corrente de probabilidade, 

( ), 
2

** Ψ∇Ψ−Ψ∇Ψ=


m
iJ

a conservação só será satisfeita se a função de onda se anular 
na superfície S: 

⇒ 
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E ψ(x) deve satisfazer à equação de Schrödinger independente 
do tempo: 
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


