Valores esperados Variaveis nitidas e variaveis difusas.
Nitida — energia de um estado estacionario
Difusa — posicao, por exemplo.
Sistema com /N (grande) particulas descritas pela mesma y(x)
Medida Posicao Medida Posicao Medida Posicao

1 X1 = 2.5 7 Xy = 8.0 13 X’]g =4.2
2 X9 = 3.7 8 Xg = 6.4 14 X14 — 8.8
3 X3 = 14 9 X9 — 4.1 15 X15 = 6.2
4 X4 = 7.9 10 X10 = 5.4 16 X16 — 7.1
5 x5 = 6.2 11 %, = 7.0 17 X7 = 5.4
6 X = 5.4 12 X19 = 3.3 18 X18 = 5.3

_ (25+37+14+ ... +54+53

X = ( A0 5.46
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_ B o xP(x)dx |y xypdx
X =EXPX = X =<x>=£¢ (xX)xy(x)dx = ‘G’P(x)dx - jfw*zpdx

No caso geral de uma fungdo de x: f(x)={f(x))= fw*(X)f(X)w(X)dx



No caso particular de V(x), temos:

V(x)=(V(0)= [ ()V(x)p(x)dx

Ou, caso de V(x,f), temos (pois todas as medidas sdo consideradas no

mesmo : V(x,t)= <V(x,t)> = Tw*(x,t)V(x,t)lp(x,t) dx

Podemos determinar o desvio padrao de uma variavel: o, = \/E(

2() szx Py~ = (x) - 27+ ¥ = () (x)

N
Portanto: Ux=\/ (x*)=(x)" =Ax
Nitida = Ax=0

No caso de outras grandezas dindmicas, como £ e p:
Mas temos que expressar o integrando como
p=(p)= fI/J (X)py(x)dx fungdo de x. Classicamente podemos escrever p

como funcao de x, mas quanticamente nao

podemos, por causa do principio da incerteza.
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Voltemos ao caso da particula livre:
W(x,1) = cos(kx — wt)+isen(kx —wt) = itk

a‘Pa(x,t) = —ksen (kx — wt) + ik cos (kx — wt ) = ik W (x,1)
X
[ Y
Como k=2 =9 _ 1 \wix.f)= pW(x.f) = —ih
h ox h 0x ;
Assim, temos uma associagao entre p € o operador diferencial —i% o
X
. .. 0 .
p=-ih— No caso da energia:
0x
oW(x,t)

Py a)sen(kx - a)t) —iw cos(kx - a)t) = —iwW¥(x,1)

W (x,1)
ot

Como E =hw , temos: EW(x,t)=1ih

Portanto o operador E= ihai.
l
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Lembrando que P, Vix,t)=E,
2m
1 9\ 9
podemos substituir os operadores e: —|—-ith— | +V(x,t)=ih—
2m 0x ot
noo? L0 o
= —————+V(x,f)=ih— , que nos devolve a eq. de Schrodinger.
2m Ox
EXEMPLO 5-8

Determine X para uma particula no estado de menor energia do oscilador harmonico simples, usando a
fungao de onda e a densidade de probabilidade consideradas nos exemplos anteriores.

Vemos imediatamente das figuras 5-3 e 54 que X = 0. A razao disto ¢ que ¥ ¢ o valor médio de x, com
a média calculada usando-se um peso W *\W, que é simétrico em torno de x = 0; para cada possibilidade de ob-
servarmos um certo valor de x, hd uma possibilidade exatamente igual de observarmos o valor —x. O compor-
tamento da particula no oscilador ¢ simétrico em relagdo ao ponto de equilibrio em x = 0, de forma que
x=0.

De maneira mais formal, temos o

f='/‘\lﬂxwdx

onde o fator ¥*¥ no integrando esta desenhado nas figuras 5-3 e 54. Mas este fator ¢ uma fungao par de X,
e o outro fator do integrando € o proprio x, que é uma fungdo impar de x. Assim todo o integrando € uma
fungdo fmpar de x. Ou seja, seu valor em um dado x € exatamente igual ao negativo de seu valor em —X, co-
mo esta ilustrado na figura 5-5. Segue-se disto que a integral da zero, jd que para cada contribuigdo para o seu
valor total obtida de um elemento do eixo x em algum x existe uma contribui¢gdo com sinal trocado fue a
compensa, de um elemento correspondente em —Xx.



/A partir de argumentos que utilizam um sistema de coordenadas no qual a origem do eixo x € escolhi-
da como sendo o ponto de equilibrio do oscilador, concluimos que X estd no ponto de equilibrio, como estd
indicado na figura 5-6a; mas esta conclusdo € verdadeira, independentemente da escolha da origem. Isto €, se
o ponto de equilibrio do oscilador estiver localizado a direita da origem, W *¥ ainda estard centrada no ponto
de equilibrio, de forma que X estd localizado neste ponto, como indicado na figura 5-6b. A razdo para isto ¢
que o comportamento do oscilador ainda é simétrico em torno de seu ponto de equilibrio. Se distorcermos o
oscilador, fazendo com que a forga restauradora fique mais forte em um sentido do que em outro, esta
simetria é destrufda. (Ndo serd mais um oscilador harmdnico.) Entdo ¥*¥ vai perder sua simetria, e X serd
deslocado do ponto de equilibrio. Nas figuras 5-6c e 5-6d sdo mostrados exemplos dessa situagao. -
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Propriedades das autofuncoes

A interpretacao probabilistica de Born identifica o quadrado do
modulo da funcdo de onda, |¥|?, com a densidade de
probabilidade de um sistema descrito pela funcao de onda VY.

Uma particula em movimento unidimensional tem, entao, uma
densidade de probabilidade dada por: P(x,t) = |¥(x,?)]>. Nota-se
que |¥(x,7)|* pode apresentar variacido no tempo.

Um comportamento possivel para P(x) em um determinado
iInstante: N\ vy

A probabilidade de se encontrar a
particula no intervalo dx em torno de
x €. P(x,t)dx = |¥(x,1)|°dx.

i No caso de um intervalo finito, temos
que calcular a integral:

jﬁ‘l’(x,t)

? dx




Propriedades das autofuncoes

A probabilidade total de encontrar a particula em todo o espaco
(1D) € determinada estendendo-se o intervalo de integracgao:

* 5 Note que Y(x,7) deve ser uma fungao localizada
f|qj(x’t) dX nhara garantir a convergéncia da integral.

’ Note também que a magnitude de ¥ nao é
determinada pela solucido da eq. de Schrodinger, uma vez que
qgualquer solucao, ¥, multiplicada por uma constante também ¢
solucao.

A integral da probabilidade é usada para remover essa
arbitrariedade: uma funcao de onda € chamada de normalizada
se satisfizer a seguinte condicao: «

A condicdo de normalizacio f|\P(XJ)
implica que a particula tem -
probabilidade 1 de ser encontrada em algum lugar do espaco.

2a,’x=1
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Propriedades das autofuncoes

A densidade de probabilidade permite uma possivel
dependéncia temporal do comportamento local da probabilidade.

Isso sugere que se introduza uma nova quantidade local que
representa o fluxo de probabilidade.

Vamos supor o caso de uma particula livre, V= 0. Consideremos
as equacoes que ¥(x,7) e ¥'(x,7) devem obedecer:
ntow oW ntooatw oW
- —=ih— e - — =

2m 0x ot 2m 0x ot
Note que ambas as equacdes sao relacionadas pela conjugacao
complexa. Vamos usa-las para analisar a dependéncia temporal
da densidade de probabilidade da particula livre:

2

aqj . * . 2 2 *

| AL RTIT R  AN R
ot ot ot 2im 0x” 2im 0x°




Propriedades das autofuncoes

a\w\:qﬁatp M W( 7 aij)+( 7 azw*)lp:

ot ot ot 2im dx° 2im dx°
2 2 * %
_lh W*G%’_a‘lilp zh W*a‘lj_aqflp
2m 0X 0X ax 2m 0x 0x

Podemos reescrever essa igualdade como:

0 P(x.0)+ 0 J(at)=0 Infroduzindo a densidade de corrente de
ot + ax = probabilidade, que representa um fluxo de
probabilidade. . :
Jx, t)__ﬂ(q,*aqi_alp W)= if (a W mg)
2m 0X 0X 2m\ 0x 0X

Assim a equacao anterior representa uma equacao de
conservacgao da probabilidade, analoga a da carga no

eletromagnetismo: jp(l—;’t)Jﬁ.j(,—;J):o
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Propriedades das autofuncoes

A conservacao da probabilidade pode ser colocada na forma
iIntegral ao considerarmos a probabilidade de encontrar a
particula em um intervalo finito x, — x, = Ax.

A taxa de variacao dessa quantidade € dada por:

X2

d 0
— | P(x,t)dx= | — P(x,t)dx =
dt{( M= [ = P(x.)d

X1

= -xfzaij(x,t)dx =—[J(x,,)=J (x,,1)] = J (x,,0) = T (x,,1)
X X

Este resultado representa o fluxo liquido de probabilidade para
dentro do intervalo Ax.

Os resultados obtidos para 1D podem ser generalizados para
3D.
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Condicao de normalizacao da funcao de onda
/Vp(F,t) dV = /V UH(r, t) U(r,t)dV =1 (V — o0)

Ou seja, a particula deve ser encontrada em algum lugar do
espaco.
No entanto, a conservacao de probabilidade requer que essa

normalizacao nao dependa do tempo:

d
» UV p(7,t) dV} =0, mas pela equagao de continuidade da

probabilidade,

d
I t)dV = /aprth / VJ

Aplicando o teorema da divergéncia, vem:

d (7.1) AV ?{ L _onde S é uma superficie de raio
—_— ’r‘ —_ . M n .
dt J,, " S infinitamente grande, que

envolve o volume V.
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Condicao de normalizacao da funcao de onda

Como a densidade de corrente de probabilidade,
=" (wvw —wvw),
2m
a conservacao so sera satisfeita se a funcio de onda se anular

na superficie S:

U(r =+o0,y =100,z =+00)=0 = %f-dgzo
S

E w(x) deve satisfazer a equacao de Schrodinger independente
do tempo:
hz

—%szp(x,y,z) + V(X,y,Z)l/f(xay,Z) = EZ/J()C,_)/,Z)
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