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TENSOES TANGENCIAIS NA FLEXAO NORMAL SIMPLES.

TENSOES TANGENCIAIS EM SECOES CHEIAS.

Considere-se em uma viga, como a que se mostra na fi g., submetida a flexdo normal

simples, um segmento de dimens3o dx.
Na face caracterizada pela coordenada x, a0 momento fletor M, corresponde a

distribui¢do de tensGes normais oy, enquanto, na face caracterizada pela coordenada x+dx,
ao momento fletor M,+dM,, corresponde a distribuicdo de tensdes normais oxtdoy.




Considere-se, em seguida, nesse segmento o elemento indicado na fig., cuja face

superior ¢ caracterizada pela coordenada z.
Na face caracterizada pela coordenada x, a distribuicio de tensdes normais c,

correspondem a forca N ¢ o momento M, dados por:

M M M!
S = |2 =Y - 4 '
N —Sjcx(t)dS—s..l'Iy tdS= 3 Sjt dS=M, 3 (1)
L

l
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. M M
My — IG(t)tdS= J‘I—ytzds=l_yft2ds= My
s’ s* Ty s

y y

- B o - , o - <5
onde M, € o momento estitico e I, ¢ o momento de inércia da regifio hachurada

relativamente ao eixo y.
O ponto C" de aplicago da forga N* ¢ caracterizado pela coordenada z° , tal que:

M Sjcx (s .

L = =X (2)

N" fo,(ds M,
J

Nz’ =M; = z =

A expressdo acima corresponde & projecdo no plano da seg#o transversal do centro
de gravidade do "s6lido das tensbes" relativo a regido S°, cujo volume, segundo a

expressdo (1), € igual & forca N°.
Na face caracterizada pela coordenada x +dx, a distribuigdo de tensdes normais

S, +do, correspondem a forga N* +dN" € o momento M, + dM; .

A distribuicdo de tensGes tangenciais Tx = T, (2) na face superior do elemento ¢
determinada a partir do equilibrio de forgas segundo a dire¢do X, ou seja:

' 3 1 dN°
T, bdx=dN = 1t =—
zZX X b dx (3)

Substituindo na expressdo anterior o valor de N* dado pela expresséo (1'), obtém-se:

1d M, 1 dM, M; d M.
e LV ., B e S 2 ¥ - Wi 2 @)
b dx Iy b dx Iy dx Iy

*

sy = .
nao varia com X, de modo que:

Em vigas de se¢do constante o termo
y
1dM, M, Q, M,
T = — — = —=
b odx I b 1

y M
A distribuigdo de tens3es tangenciais 1, = T,,(Z) na se¢do transversal é determina-
da a partir do equilibrio do elemento infinitesimal prismatico que se mostra na fig., de
dimensdes dx,dy,dz, no qual as tensdes O, €71, ja sdo conhecidas, a tensdo o, sera
obtida adiante na expressdo (14), as tensdes ce T serdo obtidas considerando 0 equilibrio

)

de forgas segundo duas diregSes perpendiculares, e a tensio T,. € obtida considerando o
equilibrio de momentos em relagio ao ponto P e segundo a diregio y, ou seja:
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Q. M,
T dydz)jdx =1, dxdy4dz = 1, =1, = b’ L (6)

E importante notar que a resultante das tensGes tangenciais Tx, é numericamente

igual a forga cortante Q,.
De fato:

Z M‘ z .
jxxz ds = j&—“bdz=91jms dz 7
Lembrando que, sendo u(z) e v(z) duas fungdes continuas de z com derivadas de
primeira ordem contmuas
Iu—dz=uv|_§:. - J‘ﬂvdz
o dz .dz

tem-se:
y L] » z' B d ;y 1
M, dz=M, z[Z - | Idz zdz (7

Como se mostra na fig., M; =0 quando z=-z" (por ser S* =S e, portanto,

M;y‘ =M,, =0), equando z=2z (porser S’ = 0), de modo que:

M, z|5= L
1T 7B
: //' ;
'{_Lmzm;‘g //////////X S B
7 & ¢

Por outro lado, como se mostra na fig., quando se passa da coordenada z para a

coordenada z+dz, o momento estético passa de M;, para M, +dM_,, onde:

dM;, =-bdzz

de modo que:
zdz— jbz dz= [z’ dS=1, (7"

- J' !

Substltulndo na expressao (7) os resultados anteriores obtém-se:

[r.ds=q, ©)

(V3 )



i = N ~ T v emmEE
A tensdo t,, correspondente 4 deformagdo vy, =€ que produz o efeito, indicado

na fig., de distorcer as seges transversais, o que contraria a hipétese, adotada na obtencdo

da expressdo ¢, =—=z, de as segdes planas se manterem planas.
I
y

Todavia, o erro introduzido pode ser desprezado quando a altura h da viga ¢
pequena relativamente ao vdo /, o que acontece na maioria dos casos praticos. No caso de
viga biapoiada submetida a carregamento uniforme q, a tensdio o  nos pontos mais
solicitados da segdo mais solicitada, obtida a partir da teoria da elasticidade, ¢ dada por:

» - 4 h2 L L]
6 =0,[l+——=]=0,A €))
15 ¢
v, . . . Cez=0= lyz0
onde G, € o valor obtido com a resisténcia dos materiais — Taim:
. = I
e A, o respectivo fator de corregdo. ”_” vl
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Considerando-se um ponto P no contorno da se¢dio transversal, conclui-se que a

componente T, corresponde a componente T,,» de modo que a resultante T seja, como se
mostra na fig., tangente ao contorno.

De fato, se a tensdo t nfo fosse tangente ao contorno, a componente T,

corresponderia a componente t,, na superficie lateral da viga, uma vez que, como se viu na

deducdo da expressdo (6), as tensdes tangenciais em planos perpendiculares tém o mesmo
valor absoluto, dire¢do perpendicular a intersegfio dos planos e sentido simultaneamente
convergente ou divergente em relagdo a intersegdo dos planos. Ora, como nio hi

carregamento na superficie lateral, resulta 1, =0 e, portanto, 1,, =0, de modo quet="T,.



Em um ponto da segfio transversal a componente T,y € obida mediante a construggo

geométrica indicada na fig.
Voltando ao elemento cuja face superior é caracterizada pela coordenada z, verifica-

se, como se mostra na fig., que, na face caracterizada pela coordenada X, a resultante Q

das tensoes T,, € dada por:

L]

) z' M:y t z : Jy
Qi = fru (s !%Tob(t)dw% prwa=e. 3 o

y.

onde:
T, = ML at (11)
enquanto na face caracterizada pela coordenada x + dx, a resultante das tensdes T,, +dT,,

é dada por Q, +dQ,.
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A distribuigSio das tensGes normais G, =0,(z) na face superior do elemento &
determinada a partir do equilibrio de forgas segundo a dire¢go z,0u seja:
. dQ’
c,bdx=dQ, = o, ~14Q, , (12)
b dx

Substituindo na expressdo anterior o valor de Q. dado pela expressdo (10), obtém-

S€:

1d J,. 1.dQ o da 7,
c,=——I[Q, L]=-[—22,Q S (x 13
* bdx[ ’Iy] b dx I ’dx(Iy)] (13)

L]

Em vigas de se¢fio constante o termo fy— néo varia com x, de modo que:

do_ J: i
o =14dQ, ¢y qly (14)
b dx I bl

O sinal negativo justifica-se pelo fato de o carregamento q provocar tensdes

normais ¢, de compressio.



EXEMPLO 1.

Determinar as tensdes c,,c,,T,, em um ponto P de coordenadas (x,z) da viga da

“z? “xz

fig., submetida & carga transversal q(x). -
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A tensdo normal oy, no plano da se¢do transversal, é dada por:

MY MY
c"=1—z=12bh3z (A)
y
de modo que:
M)’
meix = _mein = G(J/Zh) =6 bhz (B)

A tensdo tangencial T, =, ¢ dada por:

4 _Qz MS}'
sz_ra_' b Iy (C)
onde:
c_plop LB bh B o b bW,
Msy_b(z 2)[2 2(2 z)] 2(2 Z)b(2+2)~2(4 z”) (D)

de modo que:



Q,bh? , 12 Q 3 g
—; ==z  (—— —_— =z ——6—
I Ay et P e Rl E)

22 ®

A tens&o normal o, no plano horizontal & dada por:

J‘
gy

O, Se—em—== G

= ny ( )
onde:

! h

y B b h? bz' bh’z bh®

J, = IM_(t)dt= |—(——t2)dt = N +

; f S Odt= -ty at=2 -2 )
de modo que:

o, =~1M2) )
onde:

M) =269 -2 D)+ ®

Para z=){h, A, =0;para z=0, A, = ¥ ; para z=-4h, A, =1.

EXEMPLO 2.

Determinar as tensdes Txy € Tx, em um ponto P da secdo transversal da viga da fig.
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Nos pontos caracterizados pela coordenada z, a tensfo tangencial T, ¢ dada por:



M.
Qz sy (A)

T =
b I
onde:
Q~P (B)
c 2
b=b(z)=—(>=h-=z B"
() - (3 ) (B")
ch’
I = B™
Y36 - B0
M, =2bCh-dEh-2Ch-9)=1 b h-n ey @)
M., 20 73 3 3 3
de modo que:
= e ybGhaGhe) S Lo dy i dhy (o
A tensdo tangencial 1y, é *~=0, ou seja, quando z= Y%h, de
modo que:
umie =T (1) =3 ®)
No ponto P de coordenadas (y,z) a tensdo tangencial 1, € dada por:
T
2 - Xz E
- ano. = T, —r (E) .

Xy
onde, como se mostra na fig., o = a(y,z).
E importante notar que a resultante das tensdes tangenciais Ty, € igual a forga

cortante Q,.
De fato, em um elemento de 4rea dS = bdz, a resultante das tensdes tangenciais Ty,

¢ dada por:
dF, =1,dS=1,,bdz (F)
de modo que:
§h
= [r,, bdz (G)
h
3
Substituindo na expressao anterior o valor de 1y, dado pela expressdo (C), obtém-se:

E=Q, (H)



TENSOES TANGENCIAIS EM SECOES DELGADAS.

A distribui¢io de tensdes tangenciais em se¢bes delgadas é obtida com a formulagio
apresentada anteriormente, isto ¢, determina-se o equilibrio segundo a diregaio longitudinal
de elementos de dimens3o dx, considerando que as tensdes tangenciais (supostas constantes
ao longo da espessura) devem ser tangentes ao contorno da se¢do e que, em planos
perpendiculares, as tenses tangenciais tem mesmo valor absoluto, dire¢do perpendicular a
intersecdo dos planos e sentido simultaneamente convergente ou divergente em relacio a

intersec¢do dos planos.

SECOES ABERTAS SIMETRICAS.

Na viga que se mostra na fig, os esforgos solicitantes em uma se¢do caracterizada
pela coordenada x s&io dados por:
Q.=P M, =-P(a-x) 1)

. e

Ss
A -

N .
\I\ N¥  NEEQYSCNT
ﬂ‘g% \ \:

7

4 | '3

ol |. < )5‘
/4

]
Y 15‘2 _‘._ é =
vE L e e ! g NTHINRN#

[ i BN A N
Z

_‘ %\.“!%’a i'
NN



Como o momento fletor é, em valor absoluto, decrescente com X, a resultante

] e .
N das tensdes normais o, , dada por:

M M:
N' = dS= |—zdS=M i 2
s.".c" J—Iy y I ( )

y

4 . ]
€ decrescente com X, ou seja, dN” < 0.
A distribui¢do de tensdes tangenciais T,y =Ty, Das “mesas”, obtida a partir do

equilibrio segundo a diregfio x do elemento de dimensfo dx caracterizado pela coordenada
s, € dada por:

. 1dN°  Q, M,
T,0dx=dN = 1 _ =1 == =—2_2 4
. Yoo s dx 8 I @)
O momento de inércia é dado por:
3 3
I, =10 42019 = 5(12;’) +2[°182 +c8c2]=§503 +28¢? 5)

onde I¢’¢ o momento de inércia do retdngulo de dimensdes §x2c¢ e I, 0 momento de

inércia do retdngulo de dimensdes cx8 relativamente ao eixo de y.
Como & << ¢, resulta:

8., '
I y ¥ 550 (5"
O momento estético é dado por:
M,, =8sc ©)

Substituindo na expressdo (4) os valores de I , ede M;y dados pelas expressdes (5")

e (6), obtém-se:

Q 3 .3Q
Ty =T, =—=0Cs =——=3
Yoo g 88c® 858¢c? @)
Quando s=0, t,, =0; quando s=%(c—8)z%c,txy=%%.
c

A distribui¢do de tensdes tangenciais t,, =t,_ na "alma", obtida a partir do
equilibrio segundo a dire¢do x do elemento de dimensio dx caracterizado pela coordenada

z, € dada por:

(8

T, 80dx=dN" = 1_=1 =

onde:
» » * 1 ]- 2 2
M, =ML +M? =8(c-2)[c —5(0 ~z)]+dcc= 58(30' -z*) (9)

sendo M’ o momento estético do retangulo de dimensdes 5x(c—z) e M., o momento

estatico do retdngulo de dimensdes §x ¢ relativamente ao eixo.y.
Substituindo na expressio (8) os valores de I, e M;y dados pelas expressées (5') e

(9), obtém-se:

10



=1 =—<z(3_%2_ 10
T = T 16 Sc( cz) €9)

9 Q 6 Q
d —O, = z; d =+(c—1 8 ~ + > Tyy =— z .
Quando z=0, 7, 16150 quando z=*(c—¥%08)~+c, 1 ~16 50

Considerando o equilibrio segundo a diregio x do elemento de dimensio dx
indicado na fig., correspondente & unifo da alma e da mesa (no caso geral, com
.espessuras g, e d, ), tem-se: -

T,8,dx =21,5,dx = 1:2=%-;—5‘—'c, 1n

No caso presente, 1, =1, 1, = T,y € 8, =8, =38, de modo que Ty =W, -

11



SECOES ABERTAS NAO-SIMETRICAS.

Considere-se a estrutura que se mostra na fig. A analise da barra AB, que se supde
um perfil C, pode ser feita considerando os esforgos externos estaticamente equivalentes
aplicados no ponto B, aos quais correspondem os seguintes esforgos solicitantes na se¢do

transversal caracterizada pela coordenada x:
Q,=P M, =-P(a-x) M, =Pb (1)

y
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A distribuiggo de tensdes tangenciais Txy = Tyx NOS segmentos horizontais, obtida a
partir do equilibrio segundo a diregdo x do elemento de dimensdo dx caracterizado pela

coordenada s, é dada por:

: M;,
T 8dx=dN" = 1 =1, = Q. My )

12



onde:

3 (2c)? c 8’ 8
I, =10 +21® = +2 +cdc?]x=6¢° '
y T T =Ty A redc]a she 39
M, =38sc (3"
de modo que:
Q 3Q

= ==28¢ =z 4

B T T S e 88 )
Quando s=0,'rxy=0;quando s=c,1:xy=§§Z.
c

A distribuigfio de tensdes tangenciais 1, = T 10 segmento vertical, obtida a partir
do equilibrio segundo a diregdo x do elemento de dimensio dx caracterizado pela

coordenada z, € dada por:

% QzM;y
T 80dx=dN" = 1t =1_= &)
81,
onde:
. . . 1 1
Msy=Msy,+Msy2=8(c-z)[c-5(c—z)]+800=58(3cz—zz) (6)
de modo que:
Q, 1 2 2 3 3Q z?
=—=2—§(Bc - —_—=E3 - 7
BT 200 TR G T 165 O @
Quand02=0,sz=in;quandoz=-|_-c, txz=£Q’.
16 8¢ 16 6¢

A resultante Fy das tensGes t,, em um dos segmentos horizontais é dada por:
i s=c 3
dF, =7, 8ds = F, = ftxy8ds=EQz (8)

s=0

¢ a resultante F, das tensSes t,, no segmento vertical & dada por:

zZ=C

df, =1, 8dz = F,= [r,8dz=Q, )

A distribuicdo de tensdes tangenciais obtida corresponde, portanto, aos seguintes

esforgos solicitantes:
1) forga cortante nula segundo a dire¢io y, visto que:

Qy:Fy—Fy:O (10)
uma vez que o sentido das tensdes Ty, nos segmentos horizontais sdo opostos.

2) forga cortante Q,.
3) momento segundo a direcio x, dada por:

(& c 3 c 3
MX=FZ—+2F c=Q,—+2— .c=Q,(=+=c 11
g e e=Q+22Q, Q(4~8) (11)
Os esforgos solicitantes Q, e M, sfo estaticamente equivalentes a forga Q,
aplicada em um ponto C - denominado centro de cisalhamento - caracterizado pela

coordenada ;, tal que:

13



- - M
Q,y=M, = y= "=E+-§—c (12)

x

Conclui-se, pois, que a distribui¢do de tensdes obtidas s6 é valida quando na se¢io
transversal os esforgos solicitantes forem os seguintes:

Q=0 Q M=0,y=Q.(+0 (13)

ou, em vista das expressdes (1), quando:
= ¢ 3
b= y=z+-§c (14)
Quando b # y procede-se a seguinte decomposigéo:

M, =M, +M, (15)
onde:

M,=Py M, =P(b-y) (16)

O carregamento externo composto de P e M, provoca flexéio desacompanhada de
torgdo (a qual corresponde a distribuigdo de tensdes tangenciais determinada acima), ao

passo que o carregamento M, provoca, satisfeitas certas condigdes, torgdo desacompa-
nhada de flex@o (a qual corresponde a distribuigdo de tensdes a ser determinada em capitulo

subseqiiente).
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SECOES FECHADAS SIMETRICAS.

Na viga que se mostra na fig, os esfor¢os solicitantes em uma secdo caracterizada

pela coordenada x sio dados por:
Q, =P M, =-P(a-x) (1)

N¥
T
NE NEt+QU*eN*
Txz
V¥+dnr< n*
. N\ :
o+ \N*+d)v*<1v*

| %’z/
\-| A |4 N[.+cz,v*<u*

A distribui¢do de tensdes tangenciais Ty =Ty © T,,=1, pode ser obtida

considerando-se, como se mostra na fig, o equilibrio na diregdo longitudinal de elementos
de dimensdo dx, simétricos relativamente ao eixo y e caracterizados pelas coordenadas s

€ z. Assim, para as tensGes T,, = T, » tem-se:

M
= @)

27, 8dx=dN" = 1t =1 =

onde:

15



; 8§(2¢c)  ,2cd 16
=210 41 21® = Y ;
I, =210 +21® =2 % +2[ T +2cé§cz]_w?é5c3

M;y=2s5c=28cs
de modo que:
Q, 2dcs E = 3« szs
166¢” 168c*

Ty =T

R
Quando s=0, 1., =0; quando s=¢, 1 =1Qz.
i ¥ 16 8¢
Para as tensbes t,, =1, , tem-se:
. ) M,
21, 8dx=dN = 'cxz='cu=——l—ﬁ—=Q‘ =
26 dx 26 I,
onde:
M, =2M® +2M®
=28(0—2)[0-%(0—2)]+2060=5(3c:2—zz)
de modo que:
Q 2 2 3 3Q z?
Ty, =Ty =—=0(3¢" -2 ) ——=—=2(3 -2
= =T =550 65 3250
% Q, 6 Q,

uando z=0, 1,, =——%;quando z=+c, T, =——%,
¥ 28c 1 %= =325

39
(3"

“)

)

(©)

@)

O fato de a tens#o tangencial ser nula nos pontos M e N sugere que se pode'obter
a distribui¢do de tensGes tangenciais em uma segfio fechada simétrica, solicitada por forga

cortante Q,, considerando a segdo aberta correspondente ao corte da barra segundo o

plano xz, solicitada pela forga cortante )5 Q, .

E, de resto, a conclus@o a que se chega, escrevendo a expressdo (5) da seguinte

maneira:
_(5Q) AMy) _ (4QIM®
) s (11) SI;C}

®)
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EXEMPLO.

Comparar a distribuigio de tensdes tangenciais nas secoes transversais da fig.

e

. X G-z I
I 1

=

N¥ ‘&‘\ NeaN ¥ <N ¥
Z
N* : N*ed N *< N ¥ 2
LR N )Y
2t

ar

Considerando o equilibrio segundo a diregsio longitudinal dos elementos indicados
na fig., obtém-se, na segfio delgada fechada,

.

S w=0

Qz Ms‘yl
T, = —E——
b28 1, =
onde:
y=2n
R J.zzds = I(R siny)’ 3R dy =8 R> (B)
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