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Prefacio

Em 1882, Heinrich Hertz publicou um trabalho intitulado “On the contact of elastic bodies”, o

qual ¢ considerado o inicio da Mecanica do Contacto enquanto assunto de interesse cientifico.

Desde esse momento intimeros trabalhos tém sido publicados neste dominio, o que atesta da
sua relevancia cientifica e tecnologica, ja que sdo muitos os 6rgaos de maquinas cujo bom
desempenho esta directamente relacionado com os conceitos da Mecanica do Contacto
Hertziano, nomeadamente, os dentes de engrenagens, os rolamentos, os sistemas came-

impulsor, o sistema roda-carril, assim como muitos outros.

A importancia do tema levou o Departamento de Engenharia Mecanica e Gestao Industrial a
inclui-lo no Plano de Estudos da Opcgao de Projecto de Maquinas do Curso de Licenciatura
em Engenharia Mecanica, no ambito da disciplina de Tribologia, € no Plano de Estudos do
Perfil de Constru¢des Mecanicas do Curso de Mestrado em Engenharia Mecanica, a

semelhanca do que acontece em muitas outras Escolas de Engenharia.

Este texto tem um caracter eminentemente didactico. Ao longo dos seis capitulos que o
integram sdo desenvolvidos, de um modo progressivo, os conceitos tedricos basicos da
Mecanica do Contacto Hertziano, de modo a permitir a analise de qualquer problema tipico de
contacto entre so6lidos de revolucdo eldsticos, mesmo tendo em conta a rugosidade das

superficies em contacto.

No capitulo 1 faz-se uma introdugdo sucinta da Mecanica do Contacto e dos principais tipos

de contacto. Sdo ainda apresentados algumas aplicacdes tipicas.

Os capitulos 2 e 3 sdo dedicados a analise dos semi-espacos elésticos, quando submetidos a
solicitagdes concentradas, lineares ou pontuais. A abstraccdo do semi-espaco eldstico ¢ um
conceito fundamental da Teoria da Elasticidade, necessario a formulacao da Teoria de Hertz
(capitulo 4) e a determinagdo das tensdes no interior dos sélidos em contacto (capitulo 5).

Tratam-se portanto de conceitos tedricos de base.

No capitulo 4 ¢ formulada a teoria de HERTZ para o contacto entre solidos de revolucao
elasticos. O capitulo comeca por analisar a geometria dos s6lidos em contacto, propor um
modelo de contacto e formular o problema de contacto entre sélidos elésticos de revolugdo.
Em seguida, recorrendo a aproximacdo do semi-espago elastico (Capitulos 2 e 3) ¢

desenvolvida a solugdo de Hertz para o problema genérico de contacto, a qual permite
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determinar as pressoes normais, as dimensdes da area de contacto e a penetragdo entre os

solidos em contacto.

Depois de conhecidas as pressdes de contacto e as dimensdes da area de contacto,
determinadas pela teoria de Hertz (Capitulo 4), e recorrendo as solugdes da teoria elasticidade
desenvolvidas para o semi-espago elastico (Capitulos 2 e 3) € possivel caracterizar com
detalhe o estado de tensdo no interior dos s6lidos em contacto sendo este o principal objectivo
do capitulo 5. O campo de tensdes ¢ analisado, quer em termos dos valores maximos das

tensdes e da sua localizacdo, quer da sua variagdo durante cada ciclo de carga.

O Capitulo 6 ¢ dedicado a estudar a influéncia da rugosidade das superficies em contacto
sobre as pressdes de contacto, as dimensdes da area de contacto e as tensdes instaladas no
interior dos so6lidos. As superficies lisas sdo uma abstrac¢do fisica e matematica, pelo que a
influéncia da rugosidade ¢ muito importante na avaliagdo real das solicitagdes e tensdes
instaladas, tendo repercussdoes muito significativas na resisténcia das superficies a fadiga de

contacto e a plastificagao.

A primeira edicdo deste texto foi realizada durante o ano lectivo de 1997/98, periodo durante
o qual beneficiei de Licenga Sabdatica. Os meus agradecimentos a Universidade do Porto, a
Faculdade de Engenharia, ao Departamento de Engenharia Mecanica e Gestdo Industrial, ¢ a

Seccdo de Mecanica Aplicada, pela concessao dessa Licenga Sabatica.

O meu muito obrigado ao Doutor Armando José Vilaga de Campos pelo apoio técnico na

produgdo informatica deste texto.

Finalmente, o meu agradecimento a minha mulher e filhos, pela muita paciéncia e apoio, sem

os quais a realizacao deste texto seria impossivel.

Jorge H. O. Seabra
Porto
2003
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 Aplicacées da Mecanica do Contacto

As teorias de contacto entre corpos elasticos analisam o comportamento dos so6lidos em
contacto, submetidos a uma dada solicitagdo, de modo a determinar os correspondentes

deslocamentos, deformacoes e tensoes instaladas.

Estas teorias foram estabelecidas no ambito da Mecanica dos Meios Continuos Elasticos entre
1880 e 1895, recorrendo a teoria de Boussinesq e Cerutti para a analise dos semi-espagos

elasticos, e a teoria de Hertz para o contacto normal entre solidos elasticos [1, 2, 3].

Os conceitos de Mecanica do Contacto aplicam-se em vdarias areas de conhecimento,

nomeadamente em Resisténcia de Materiais e em Tribologia.

Em Resisténcia dos Materiais ¢ importante conhecer as tensdes e deformagdes que ocorrem
nos pontos de aplicagdo das forcas, de modo a dimensionar correctamente as ligagdes e evitar
as deformacdes irreversiveis ou os fendémenos de fadiga. A figura 1.1 mostra dois exemplos

tipicos de tais ligagdes.

Em Tribologia (Contactos Hertzianos e Lubrificacdo Elastohidrodindmica) os conhecimentos
de Mecanica do Contacto sdo fundamentais na determinacdo das tensdes e deformagdes na

zona de contacto entre elementos mecanicos.
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Figura 1.2 — Aplicacdo da Mecanica do Contacto a Tribologia [4].

Tais nogdes aplicam-se a varios tipos de elementos mecanicos, nomeadamente as
engrenagens, rolamentos e sistemas came/impulsor, em condi¢des cinematicas de rolamento
puro ou de rolamento e deslizamento, em contacto seco ou lubrificado. A figura 1.2 mostra
um exemplo tipico de contacto entre os corpos rolantes e as pistas interior e exterior de um

rolamento, sendo visiveis as tensoes instaladas nos varios so6lidos em contacto.

1.2 Tipos de contacto

Antes da aplicac¢do de qualquer solicitagdo, a forma geométrica das superficies que limitam os
solidos em contacto, ou as pegas mecanicas em geral, permitem diferenciar trés tipos de

contactos, como se mostra na figura 1.3:
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1)  Segundo um ponto (ex. esfera/esfera), designado de

contacto pontual;

i1) Segundo uma linha (ex. cilindro/cilindro, de eixos paralelos), designado de

contacto linear;

i) Segundo uma superficie (ex. plano/plano), designado de contacto superficial;

A teoria de Hertz s6 ¢ aplicavel aos contactos pontuais e lineares.

Figura 1.3 — Tipos de contacto: a) pontual; b) linear [5].

Um contacto pode ainda designar-se como contraformal ou conformal, consoante as
superficies dos dois s6lidos em contacto sdo ambas convexas, ou uma ¢ convexa € a outra
cOncava, isto é, consoante as curvatura das duas superficies s3o ambas positivas, ou uma ¢

positiva e a outra negativa, como se pode ver na figura 1.4.

/
- Y

a)

Figura 1.4 — Contactos contraformais e conformais [3].
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1.3  Exemplos tipicos de contactos

Nas figuras 1.5 a 1.9 exemplificam-se alguns dos exemplos mais correntes de contactos entre
elementos mecanicos, nomeadamente, o contacto pontual roda/carril, o contacto pontual
came/impulsor, os varios tipos de contactos pontuais e lineares no interior de um rolamento, ¢

o contacto entre as faces dos dentes de uma engrenagem.

Fn Fn I
Rx1 - —t
( 3
A {
? : Ry2
= R
7777 7777 77777
4
Figura 1.5 — Contacto pontual roda/carril.
Fn Fn
R, =5m
Impulsor Rafl |
R, =6 mm
Came @
I )
— ~<— 12 mm

Figura 1.6 — Contacto pontual came/impulsor [3].
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Figura 1.7 — Contactos pontuais ou lineares no interior de um rolamento [6].

Figura 1.8 — Franjas isocromaticas num contacto rolo/pista de um rolamento [7].
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Figura 1.9 — Contacto entre as faces dos dentes de uma engrenagem [8].
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CAPITULO 2

SEMI-ESPACO ELASTICO SUBMETIDO A UMA
SOLICITACAO LINEAR

2.1 O semi-espaco elastico

Dois corpos elasticos de superficies nao conformes, em contacto, cujas deformacdes sejam
suficientemente pequenas de modo a que a teoria da elasticidade linear (pequenas
deformagdes lineares) seja aplicavel, originam, quando solicitados por uma for¢a exterior,
uma pequena area de contacto, cujas dimensdes sdo muito pequenas quando comparadas com

os raios de curvatura das superficies ndo deformadas.

As pressdes de contacto e as correspondentes tensdes instaladas estdo altamente concentradas
na vizinhanga da zona de contacto, diminuindo rapidamente de intensidade com a distancia ao

ponto inicial de contacto. Logo a zona de interesse pratico situa-se junto a area de contacto.

Assim, quando as dimensdes dos sélidos em contacto sdo significativamente maiores que as
dimensdes da area de contacto, verifica-se que as tensdes na zona de contacto quase nao
dependem da geometria dos s6lidos em zonas afastadas do contacto nem do modo como estdo

ligados ao exterior.
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As tensdes podem ser calculadas com excelente aproximagao considerando cada corpo como
um semi-solido infinito, eléstico, limitado por uma superficie plana e submetido a uma

solicitacdo concentrada, isto ¢, um semi-espaco elastico [1, 2, 3].

Neste capitulo analisam-se as tensdes e deformag¢des num semi-espaco eldstico, submetido a
uma solicitagdo unidimensional ao longo de uma muito estreita banda (solicitacdo linear),

como se mostra na figura 2.1.

No sistema de eixos de referéncia a superficie limite do semi-espaco elastico ¢ representada

pelo plano XOY (z = 0), e o eixo z esta dirigido para o interior do sélido.

A solicitacdo esta uniformemente distribuida segundo um banda estreita paralela ao eixo y, e
tem uma largura (a+b) segundo a direccdo x. A solicitagdo tem componentes tangenciais e
normais que sdo apenas func¢do da coordenada x. Considera-se ainda que a solicitagdo

aplicada produz um estado plano de deformacgio (&, = 0) no semi-espago elastico.

1z

Figura 2.1 — Semi-espago elastico submetido a uma solicitacao linear [1].

Jorge H. O. Seabra FEUP Setembro de 2003
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De modo a que a hipotese do estado plano de deformacgao seja plausivel, a largura do sélido

deve ser significativamente maior que a largura da zona solicitada (a+b).

O caso extremo oposto, estado plano de tensdo (o; = 0), ocorre quando a largura do sélido ¢
da mesma ordem de grandeza da largura da zona solicitada, situacdo rara nas aplicagdes

correntes de engenharia.

Na figura 2.1 mostra-se uma sec¢do recta do semi-espaco elastico, estando representadas as
pressdes superficiais normais p(x) e tangenciais g(x) actuando sobre a superficie na zona

—b < x < a, enquanto o resto da superficie ndo estd submetida a qualquer solicitacao.

Pretende-se determinar, em qualquer ponto do interior ou da superficie do semi-espago
elastico, as componentes u, ¢ u. dos deslocamentos elasticos e as componentes o, o € 7. do
tensor das tensdes, a partir da posi¢do ndo-deformada. E particularmente importante a forma
deformada da superficie do semi-espacgo elastico definida pelos deslocamentos u, dos pontos

da superficie (z = 0).

2.2 Equacoées da Elasticidade para o estado plano de deformacao

As componentes das tensdes devem satisfazer as equagdes de equilibrio em qualquer ponto do

semi-espago elastico:

Jdo. Or
T+ —==0
dx Oz
2.1)
e, PO
V7.9 oz

As correspondentes deformagdes &, & e %. devem satisfazer a equagdo de compatibilidade:

é’ng N 0”252 B é’zyxz

= 2.2
&’ &7 A 22
estando as deformagdes relacionadas com os deslocamentos por
ou ou ou ou
&x = é}cx ’ &, = 0,; ) Vxz = é’zx + @CZ (23)

Jorge H. O. Seabra FEUP Setembro de 2003



[12/138] MECANICA DO CONTACTO HERTZIANO

Em condicdes de deformacao plana,

£,=0
(2.4)
o,=vVv (O'x +0.)
As relagdes entre tensdes e deformacgdes sdo estabelecidas pela lei Hooke:
g, = }1;— [(l—v2 )O'X—V (1+v)o. ]
£ = ;—[(1—v2)az—v (+v)o, ] (2.5)
7/3(2 = l_T)CZ = MTXZ
G E
Definindo uma funcdo de tensdo ¢(x,z), tal que
8% 0%¢ 0%¢
_Z7 L = 2.6
Gx OZZ > Gy axz > Txz Ox0z ( )

entdo as equagodes de equilibrio (2.1), de compatibilidade (2.2) e a lei de Hooke (2.5) sao

satisfeitas, desde que ¢@(x,z) satisfaga a equacdo biharmonica:

2 & j [a% azq)j
+ + =0 2.7
(ﬁxz oz’ ) \ox*  o0z7° @7

Para além destas equacdes também as condigdes fronteira devem ser satisfeitas. Para o semi-

espaco elastico representado na figura 2.1 essas condi¢des fronteira sdo as seguintes:

1) Na fronteira z = 0, no exterior da zona solicitada, a superficie esta livre de

tensoes, isto &,

0,=7,=0, para x<-b, e x>a (2.8)

Jorge H. O. Seabra FEUP Setembro de 2003
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i1) Na zona solicitada,

0. =-p(x)
para —b<x<a (2.9)
7. =—q(x)

ii1) Em qualquer ponto muito afastado da zona solicitada (x,z - 00) as tensdes devem

tornar-se cada vez mais pequenas (GX, G,y Tyzo—> 0) .

Em determinados problemas ¢ conveniente usar coordenadas cilindricas (r, 6 y) em vez das

coordenadas cartesianas (x, y, z). Neste caso a funcdo de tensdo ¢ ¢(r, 6), devendo satisfazer a

equacdo biharmonica:

7 10 1 07 \d%¢ 13y 1 ¢
N A S R S ) 2.10
(@9 ror r25w2J(@9 ra 7 o9’ (210

As tensoes sao definidas pelas expressoes:

2
o =19 179
"ra  rt oo’
52
o, = ﬂr? (2.11)
-2 (12)
ar \r oo
e as relagdes deformagdes/deslocamentos sdo dadas por:
u,
g, =
or
u, 1au,
g =4 1M 2.12
o r oo ( )
ldu, o, u,
_ 1 Ly Mo _
=00 T 4  r
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As condicdes impostas pelo estado plano de deformacgdo sdo idénticas as anteriores (2.4),

substituindo as tensdes oy € oz, respectivamente por o; € oy

(2.4.2)

o, =v(o, +0,)

do mesmo modo, as relacdes entre tensdes e deformagdes, estabelecidas pela lei Hooke (2.5),

sdo obtidas substituindo as tensdes oy € o, por o, € gy, isto €:

g, = % [(l—v2 )0',4 —v(l+v)o, ]

&, :%[(l—vz)ag —V(1+v)0',] (2.5.2)
1 2(1+
7/r9=67r9= (EV)Tré’

Em seguida s3o apresentadas algumas solucdes particulares do problema enunciado,

correspondentes a casos relevantes do contacto elastico entre sélidos.

2.3 Forc¢a normal concentrada

Neste problema pretende-se determinar as tensdes produzidas por uma forca normal
concentrada, de intensidade P por unidade de comprimento, distribuida ao longo do eixo y e
actuando na direc¢do z normal a superficie do semi-espaco elastico, como se mostra na figura

2.2. Neste caso € conveniente usar coordenadas cilindricas.
A solugdo ¢ dada pela fungdo de tensdo

¢(r,0)=4r0sin 0 (2.13)

sendo 4 uma constante arbitraria e € representa o angulo entre o eixo Oz e a direc¢ao radial

Or.
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r, P ro
[aalo-,n‘ *[jo]O'—wfl
< re - X

Figura 2.2 — Semi-espago eléstico submetido a uma for¢a normal concentrada [1].

Atendendo as expressoes (2.11) as componentes das tensoes sdo:

o =24 cos@

r

r

(2.14)

o,=1,,=0

Este campo de tensdes reduz-se a uma distribuicdo radial de tensdes dirigidas para o ponto de

aplicacao da solicitagdo, o ponto O.

Na superficie §=+7/2, a tensdo oy é nula (excepto no proprio ponto O) e a tensdo T

também ¢ nula. Nos pontos muito afastados do ponto de aplicacdao da solicitagao (r —)oo) as

tensdes tendem para zero. Deste modo todas as condi¢des fronteira do problema sdo

satisfeitas.

Verifica-se ainda que as tensdes decrescem de intensidade com o valor de 1/r . Logo o valor

teoricamente infinito das tensdes no ponto O resulta de se considerar a for¢a concentrada

segundo uma linha.
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A constante 4 ¢ obtida estabelecendo o equilibrio entre a forca P e as componentes verticais

das tensdes que actuam ao longo de um semicirculo de raio . Assim,

2 2
_P:j”/ o, cos 6 rd@:jﬂ/ 2A4Acos’0dO =An
-2 0

e logo

2P cos@
Ur=_7 - (2.15)

Analisando a expressao (2.15) verifica-se que a tensdo o, tem uma intensidade constante igual
a —2P/zd sobre um circulo de didmetro d que passa pelo ponto O, como se mostra na figura

2.2.

Uma vez que as tensdes de corte sdo nulas (7.9 = 0), o, € gy sdo tensdes principais. A tensao
de corte principal mdxima z,, no plano (7, 6) tem o valor

1
(7] 25(@ —09):

o

2

e actua em planos inclinados de 45° em relagdo a direccdo radial. Logo as curvas isotensdo de
7, sdo também uma familia de circulos que passam pelo ponto O. Esta distribui¢do das tensoes
de corte ¢ claramente demonstrada, pelas franjas isocromdticas de uma experiéncia

fotoelastica, como se mostrou na figura 1.8.

A distribuicao radial de tensdes representada pelas expressdes (2.15), pode ser transformada

para coordenadas cartesianas, obtendo-se:

2
GxZO'rSinZG:—ZP rz
7 (x2+22)2
3
o, =0, cos’ 0 __2r z (2.16)
7 (x2+22)2
2P xz’

7., =0, 8in 0 cos0 = —

a (x2+22)2
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Substituindo as expressoes que definem as tensdes (2.14 e 2.15) nas equagdes que definem a
lei de Hooke (2.5.a) obtém-se as deformacgdes a que o semi-espago eldstico estd submetido.

Estas estdo relacionadas com os deslocamentos pelas expressoes (2.12) resultando:

au, (l—vz) 2P cosf
gr = = — R
or E =z r
, _u, 1y, v(1+v) 2P cosd (2.17)
r r ol E 7 r
yooLdn Ay U T
rol a r G

A integracdo das expressoes anteriores permite determinar os correspondentes deslocamentos [2]:

u, :% —(l—vz) cos@ Inr — m@sin@} + C,sin@ + C, cosd
72- (-
2P [ 5\ .. : 1 ,

u, = = (l—v ) sin@ Inr + v (1+v) s1n6’+5(1—2v) (1+v)(sin@ — 0 cos 6’)}- (2.18)
72- (-

+ C, cos@ - C,sin0 + C,r

Por uma questdo de simetria, o semi-espago eldstico ndo pode rodar, e logo os pontos que se
encontram sobre o eixo z deslocam-se ao longo de OZ. Isto ¢é, para 6 = 0, up = 0, ¢ a

expressao (2.18) reduz-se a
Cicos@+Czr=20
o que implica C; = C; = 0.

Substituindo C; e C; nas expressoes (2.18) obtém-se,

u, :2—P — (l—vz)cosé? Inr — O_ZV—)O-'_‘/)HsinH} + C, cosd
7E | 2
2P [, ). . 1 . .

Uy = s (l—v )sm Olnr+v (l+v) sin@+ 5(1—21/) (l+v)(sm9 — 6 cos 9)} —C,sinf
72. -
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onde C, ¢ uma constante determinada escolhendo a distancia ry a partir da qual se consideram
os deslocamentos normais a superficie desprezaveis, isto €, para r =rg, ¢ 0 = #71/2, ugp = 0, e

portanto

2P 1+v
CZ :E|:(I—V2)ll’l7’0+ 5 :|

O deslocamentos u, e ugem qualquer ponto do semi-espago elastico sdo entdo definidos por:

__2P (L2 LT il 4 L= :

u, = > [(] v )cosﬁ In " + 5 cos 0 + > (1-2v)(1+v)@ sin 0} (2.19.a)

Uy = 2 {(l—vz )sin 0L - i(1—2 v)(1+v) 6 cos 9} (2.19.b)
nE rg 2

Na superficie, para O=t7/2, os deslocamentos sio definidos por:

), =)o) = 5 (1-20) 1) (220,
_ _ 2P 2\, T
0 )gor; ==l p_s/ = ﬁ—E{(I—v )lna} (2.20.b)

A forma deformada da superficie esta representada na figura 2.2. O deslocamento infinito
observado no ponto O era esperado, devido a singularidade das tensdes que ocorre nesse

ponto.

A escolha do valor apropriado de 1y apresenta alguma dificuldade uma vez que uy varia com o
logaritmo de r. Este facto ¢ inevitdvel na deformacdo bidimensional de um semi-espago

elastico.
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24 For¢a tangencial concentrada

Neste problema o semi-espago eldstico estd submetido a uma forga concentrada Q por unidade
de comprimento, distribuida ao longo do eixo y, que actua tangencialmente a superficie no

ponto O, como se mostra na figura 2.3.

Esta solicitagdo produz também um campo de tensdes semelhante ao caso da solicitagdo
normal, mas rodado de 90° relativamente a este. Definindo agora € como o angulo entre a
direccdo Ox e a direcgdo radial Or, as expressoes que definem as tensdes sao semelhantes as

obtidas para o caso da for¢a normal:

2.21)

As curvas de isotensdo sao agora definidas por semicirculos que passam pelo ponto O, como
se mostra na figura 2.3. A jusante do ponto O (x>0) a tensdo o, ¢ de compressdo, enquanto a

montante do ponto O (x<0) a tensdo o, ¢ de tracg¢do, como seria de esperar.

| d d
| 0

ra

3

—
<
~
el
~

Figura 2.3 — Semi-espago elastico submetido a uma forga tangencial concentrada [1].
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As expressoes para as tensoes podem ser convertidas para coordenadas x, z, obtendo-se:

) ) 3
O'X=0',s1n29:__Q?C—2
T (x2+22)
2
T (2.22)
T (x2+zz)
2
7_ =0, sinf cosO = 20 xz :
T (x2_|_22)

As expressdes (2.18) e (2.19) que definem os deslocamentos, continuam validas, sendo

apenas necessario substituir P por Q,

u, = % —(l—vz)cosﬁ Inr — w@sin@} + C,sin@ + C, cosd
ﬂ. —
20 (1 5. . 1 .
Uy =—> (l—v )smﬁ Inr + v (14+v)sin @+ 5(1—21/) (1+v)(sin@ — 0 cos 6’)}+ (2.23)

+ C,cos@ - C,sinf + C,r

Admitindo que ndo existe rotagdo de corpo rigido do semi-espacgo eldstico, nem deslocamento

vertical dos pontos situados sobre o eixo Oz, isto €, para 8 = /2, u, = (, obtém-se que,

_20 _%z}
ur|'9:%_7zE[ » o t“@

e logo,

C = i_% { (1—2v2)(1+v) %}

Em pontos muito afastados da origem O os deslocamentos sdo desprezaveis, isto €, quando

r — o, ug — 0, 0 que implica C; = 0. Substituindo os valores de C; e C; nas expressoes 2.23,

obtém-se,
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u _20 —(l—vz)cose Inr — W(@sin@—%ﬂ +C, cos

" mE|
20 (1 o). o1 . T .
u, = (l—v )sm@lnr +V(1+V)s1n6’+5(1—2v)(1+v)(s1n9—900s0+5ﬂ - C,sind

Na superficie, para 8 = 0 ¢ 8 = r, os deslocamentos sdo definidos por:

{-(l-vz)lnrvt(]'zv) (Hv)(gﬂ + C,

2

[”_’r ]6)=0 - '[I’Tr ]6)=7r -

SHEN
[

(2.24)

@,],,= [1/79]”:” :i_g B(1-2V)(]+V)(%H

onde C, ¢ uma constante determinada escolhendo a distancia ry a partir da qual se consideram
os deslocamentos tangenciais desprezaveis. Os deslocamentos superficiais vém definidos,

entdo, pelas seguintes expressoes,

[@],.,= (%], =22 (1= )"

Tk 7,

(2.25)

(@], =[], =S (1-2v)(1+)

os quais sdo formalmente idénticos aos deslocamentos superficiais obtidos para o caso da

forca normal concentrada, expressdes (2.20).

A 2% equacgdo de (2.25) mostra que toda a superficie a direita do ponto O (x > () abateu de
uma quantidade proporcional a forca O, enquanto toda a superficie a esquerda do ponto O

(x < 0) se ergueu da mesma quantidade.

Tal como no caso da forca normal, o deslocamento tangencial da superficie u, varia com o

logaritmo da distancia » ao ponto O, dependendo do valor de ry,
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2.5 Pressao normal distribuida

As forgas concentradas sao uma abstrac¢do matematica pouco corrente nas aplicagdes reais, €
portanto sem realidade fisica, sendo portanto mais correcto apresentar as solicitagdes

aplicadas na superficie do s6lido como cargas distribuidas.

Na figura 2.4 mostra-se um semi-espaco eldstico submetido a ac¢do de uma pressao normal
distribuida p(x). Esta pressao, actuando sobre um elemento de area d(x’) (ou d(s)) pode ser

considerada como uma carga elementar concentrada, isto €,
p(x’)dx’ = p(s) ds = dP (2.26)

A esta carga distribuida corresponde uma distribuicdo de tensdes elementar definida, a

semelhanga de (2.16), por

2 x"z

do, =-=dP——="—
()

3
do. =-2ap— =

—_— 2.27
o, (2.27)

2
2 x'z

dr, =-=dP—"
)

-

pls)

q(s)

B C(x, 0)
5
,

A(x, z)

!

Figura 2.4 — Semi-espago elastico submetido a uma pressao normal distribuida [1].
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Sendo a forca normal total aplicada ao semi-espaco elastico definida como

P= Tsz :‘fp(s)ds
b b

obtém-se o seguinte campo de tensdes substituindo x’ por (x — s) e integrando em ordem a s,

2z ¢ p(s)(x—s)" ds

T 5 [(x - s)2 +z2 ]2

X

22° ¢ p(s)ds

T % [(x —s) +z° ]2

o.=- (2.28)

z

_222 © p(s)(x—s)ds

TS [(x —s)2+zz]2

Xz

Seguindo uma metodologia idéntica ¢ possivel determinar os deslocamentos correspondentes

a pressdo normal, os quais na superficie do semi-espaco eldstico sao dados por:

7= (1-2v)( “”’{fp —Ip&ﬁk}+Q

b

(2.29)
_ 2(1-v?)

u, =—T£p(s) 1n|x—s| ds +C,

Derivando as expressdes anteriores em ordem a x, de modo a determinar os gradientes dos
deslocamentos superficiais, obtém-se:
ar,  (1-2v){I+v)

% T E p(x)

(2.30)

d@__20—f)jp@hh
ax 2E <, x-s

Estas expressdes tem a vantagem de fazer desaparecer as constantes C; e C,, 0 que evita a

ambiguidade do “deslocamento de um ponto afastado da origem O”.

Jorge H. O. Seabra FEUP Setembro de 2003



[24/138] MECANICA DO CONTACTO HERTZIANO

O gradiente & = éu/ax representa a componente tangencial da deformagdo na superficie, e o
gradiente au/ax representa a inclinac¢ao da superficie deformada.

Um importante resultado deriva directamente da expressao (2.30). A lei de Hooke em estado

plano de tensdo (2.5) estabelece que na superficie

A é[(]—vz)ﬁx—v(] +v)5z] (2.31)

Igualando as duas expressdes, e sabendo que o. = -p(x), resulta que
o,=0,=—p(x) (2.32)

Verifica-se assim, que quando submetido a uma pressdo normal distribuida, as tensdes
normais e tangenciais na superficie sdo compressivas e iguais. Tal facto explica a reduzida

tendéncia que t€m as camadas superficiais para se deformarem plasticamente.

2.6  Pressoes normal e tangencial distribuidas — Caso geral

Em geral, a superficie de contacto entre dois sélidos transmite pressdes tangenciais devidas ao
atrito para além das pressdes normais. O semi-espago elastico representado na figura 2.5 esta
solicitado por uma pressdo normal p(x) e uma pressao tangencial g(x), aplicadas sobre uma

banda (-6 < x < a).

b . a
ds
p(s) L gy
RS q_(SL B m e S

B C(x, 0)
Ry
r

A(x, 2)

Y

z

Figura 2.5 — Semi-espaco elastico submetido a uma pressao distribuida com componentes normal ¢
tangencial [1].
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Pretende-se determinar o campo de tensdes instalado num ponto genérico 4 do semi-espago

elastico, bem como os deslocamentos em qualquer ponto C da superficie.

O problema pode ser analisado como tratando-se da sobreposi¢do de uma solicitagdo normal e
uma solicitagdo tangencial, ambas distribuidas. Assim, o campo de tensdes instalado no sélido

vem definido por:

o = 2z ¢ p(s) (x s) ds q(s) (x S) ds
) :[7 [(x s) +z ] l[, [(x s\ +z ]2

22 ¢ p(s) ds ~ 227 ¢ q(s) (x—s) ds

7w s A S [Pt

o = (2.33)

z

Xz

227 ¢ p(s) (x—s) ds 2z J- q(s) (x—s) ds

T 5 [(x—s)2+zz]2 b [(x s\ +z ]2

Conhecidas as distribui¢des de pressdes p(x) e g(x) € possivel determinar as tensdes instaladas

em cada s6lido, embora a integracao possa apresentar, nalguns casos, algumas dificuldades.

A determinagdo dos deslocamentos na superficie dos sélidos pode também ser obtida pelo
Principio da sobreposi¢do dos efeitos ou de Saint-Venant. Assim num ponto C genérico da

superficie dos s6lidos de coordenadas (x,0) os deslocamentos sdo definidos por:

u :—m {j. p(s)ds — Tp(s)ds} - M jq(s) 1n|x—s| ds + C,

. 2E 2 2E )
(2.34)

u, =—M jp(s) 1n|x—s |ds - m {jiq(s)ds - jq(s)ds} +C

Derivando as expressdes anteriores em ordem a x, de modo a determinar os gradientes dos

deslocamentos superficiais, obtém-se:

Z‘: __(1—2;)E(1+v) ) - 2(12—Ev )I q(_s)

b

(2.35)

A, __2(1—1/2)]" pls) ,_(1=2v)(1+v)
xX—s 2F

g(x)

ax 2F
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Estas expressoes tém a vantagem de fazer desaparecer as constantes C; e C,, 0 que evita a

ambiguidade do “deslocamento de um ponto afastado da origem O”. O gradiente 0w, /Ox

representa a componente tangencial da deformagdo na superficie, e o gradiente du,/ox ¢ a

inclinacdo da superficie deformada.
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CAPITULO 3

SEMI-ESPACO ELASTICO SUBMETIDA A UMA
SOLICITACAO PONTUAL

3.1 Solicita¢io pontual

Este capitulo ¢ dedicado a analise dos campos de deslocamentos, deformagdes e tensdes que
se desenvolvem num semi-espaco elastico, quando sobre a superficie z = (0 actua uma
solicitacdo pontual, com componentes normal e tangencial, aplicadas sobre uma pequena
superficie S na vizinhanga da origem O do sistema de eixos. No exterior da area S as
componentes normal e tangencial da solicitagdo sdo nulas. Trata-se portanto de um tipo de
problema de elasticidade onde as solicitagdes superficiais sdo conhecidas sobre toda a

superficie (ou na fronteira) z = (.

Como a superficie S onde estio aplicadas as solicitacdes ¢ muito pequena, quando comparada
com a superficie do semi-espago elastico z = 0, as tensoes tendem para () a medida que o

ponto de observacao se afasta da origem.

Neste caso a solicitagdo ¢ bidimensional: a pressdo normal p(x,y) e as pressdes tangenciais
gx(x,y) € gqy(x,y) apresentam, em geral componentes segundo as direc¢cdes x e y. Em

consequéncia o campo de tensdes resultante ¢ tridimensional, sendo as seis componentes do
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tensor das tensdes, oy, 0, O-, Ty, Tz, T::, diferentes de zero, em qualquer ponto do semi-

espaco elastico [1, 2, 3].

Ocorre um caso particular quando a solicitagdo ¢ axi-simétrica em relacdo ao eixo Z. Em
coordenadas cilindricas (v, 6 z) a pressao normal p(r) e a pressdo tangencial ¢(r) sdo
independentes de 6, e ¢(r) se existir actua na direccdo radial. Em consequéncia, as

componentes do tensor das tensdes 7,¢9¢ 74 desaparecem e as restantes sdo independentes de 6.

A solugdo deste problema de elasticidade foi estabelecida por Boussinesq (1885) para as
pressdes normais, e por Cerruti (1882) para as pressdes tangenciais, ambos recorrendo a teoria
de potencial. Apresentacdes desenvolvidas dessas solugdes sdo devidas a Love [4] e Salomon

[5]. Em seguida apresentam-se os resultados mais significativos de tais solugdes.

O semi-espago eléstico esta representado na figura 3.1. Considera-se que C(&,7) representa
um ponto da superficie S onde esta aplicada a solicitacdo exterior, enquanto A(x,y,z)
representa um ponto do interior do semi-espago elastico onde se pretendem determinar os
campos de deslocamentos, deformacgdes e tensdes. A distadncia entre os pontos C e 4 ¢

definida pela seguinte expressao:

CA=p =[e-xP+n-yP+22] (3.1)

As distribuigdes de pressdo p(&,n) , g(&,n) € q,(& 1) estdo aplicadas sobre S.

N

\F

Figura 3.1 — Semi-espago elastico submetido a uma solicitagao pontual [1].
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3.2 Funcdes potenciais de Boussinesq e Cerruti

Boussinesq e Cerruti definiram as fungdes potenciais F;, G; e H; , cada uma satisfazendo a

equacdo de Laplace (V°F; =0, V°G, =0, V’H; = 0):

F=([ q.&n) Qdédn
G, =[] q,(&n) Qdédn (3.2)

H, =([ pl&.n) Q@ dédn

onde
Q=zln(p+z)-p (3.3)

F;, G; e H; , representam, respectivamente, os potenciais das pressdes tangenciais g, segundo
X, g, segundo Y e da pressdo normal p segundo Z. Sdo ainda definidas as fung¢des potenciais

F, G e H, respectivamente:

= b
o

L= [[a.(&n)n(p+2) dgdn

%)

H (& 1) In(p+z)dédn (3.4)

:];I—:I §nlnp+z)d§d77

S

(V’F=0, V’G=0, V’H=0). A derivada de 2 em ordem a z ¢ definida por:

Zg; 68 [zln(p+z) p]:ln(p+z) (3.5

Sio também definidas as somas de fungdes potenciais y; e w (V7w = 0, VZy = 0):
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W = on , 0G, | of, (3.6)
ox Oy 0z
_on _OF  0G  oH (3.7)

oz  ox oy oz

A. E. Love [4] demonstrou que os deslocamentos elésticos u, , u, e u. , de qualquer ponto

A(x,y,z) do interior do semi-espaco eldstico podem ser expressos em fungdo das seguintes

fungdes:
L [yer e, o ov
" 4nG,| o0z @ ox Ox Ox
u =L |00 _oH ., 0% _ 0v (3.8)
Y 4nG,| oz oy Oy oy
1 oH 74
= | -2y -
Y TG, | ox (-2v)y -2 z}

O valor dos deslocamentos elasticos definidos pelas expressoes (3.8) decrescem com o valor
de 1/p, para pontos afastados da origem da area solicitada. Estes deslocamentos representam,
portanto, os deslocamentos eldsticos de pontos proximos da area solicitada em relagdo a
pontos do solido situados a grande distancia da zona carregada (p — <), onde o semi-espaco

elastico pode ser considerado como fixo (encastrado).

Este tipo de comportamento, observado no caso de uma solicitacdo bidimensional, onde a
referéncia para os deslocamentos pode ser estabelecida no infinito, ¢ mais favoravel do que o
caso unidimensional, vista no capitulo anterior, onde a variagdo dos deslocamentos depende

do parametro /n p, impondo a necessidade de considerar uma referéncia arbitréaria.

A Teoria da Elasticidade linear permite estabelecer a relagdo entre deslocamentos e
deformacdes; a partir destas, recorrendo a correspondente Lei constitutiva, neste caso a lei de

Hooke, obtém-se as correspondentes tensdes (ver expressao 3.8):

Jorge H. O. Seabra FEUP Setembro de 2003



Semi-espago eldastico submetido a uma solicitagdo pontual [33/138]

, = 2vG, [ ou, N u, N Ou, gy ou,
Y I- 2viox oy z ¢ Ox
o = 2vG, ( Ou, N ou, N ou, +2Gei
o 1- 2v ox )y 4 y
(3.9)
o = G, (ou, ou, G G Ou,
- 2viox oy oz 74
0 0
0, =G| L B [ L O - Ge(éu" +0qu
! oy Ox 0z Oy : 0z Ox
As tensdes dependem portanto da dilatacdo A e do mddulo de rigidez transversal G.:
ou —
Azéuer y+8u2=12v8_l//
ox oy oz  2nG, Oz
(3.10)
G, = £
2(1+v)

A determinacdo dos campos de deslocamentos, deformagdes e tensdes, pode ser obtida a

partir da sobreposicao de trés casos particulares:

1)  Solicitacdo normal segundo Z - Fi=0F=0,eG;, =0 G=0;
i1) Solicitacdo tangencial segundo X - G, =0,G=0,eH;, =0 H=0;
i1) Solicitacdo tangencial segundo Y - Fi=0F=0,eH;,=0 H=0;

33 Solicitacio puramente normal

Quando submetido a uma solicitacdo puramente normal p(& 7), como ocorre no caso de um
contacto sem atrito, as equacdes que definem os deslocamentos e as tensdes vém muito

simplificadas. Neste caso F; =0, F=0,e G; = 0, G = 0, ¢ logo:
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oH
vi=—=H= [[ &) in(p+2)dédn (3.11)
z N
0 OH 1
v === = ([ plen)— ddn (3.12)
oz 0z yo,
N
Assim o campo de deslocamentos ¢ definido por:
_ o
i - (1—2v)a—H—za H
4nG, | ox 0x0z |
_ -
w =L (1—2v)aﬁ—zaH (3.13)
! 4G, oy oyoz |
B 2
u, =—; —2(l—v)a—H+z 0 51
4nG, | Oz Oz
e o campo de tensdes ¢ definido por:
B 2 3 217 ]
O'XZL 2Va€[—z 62H —(1—21/)8[;[
2z | 0z Ox” Oz ox” |
B 2 3 277 ]
ay:L 2v 8?—2 azH - (1—2v)alj
2z | 0z oy~ Oz oy’ |
1 [o°H  O°H
o, =— -z 3.14
o2r| oz oz’ } 314
2 3
rx:—L (1—2V)6H+z oH
! 2 Ox Oy Ox Oy Oz
1 0°H 1 0°H
T, ==72-2 —; r.=——7z
. 27 oyoz’ 2 oxoz’
A soma de o; + o, € igual a:
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1 O0*H O’H  0’H 0’H  0°H
oc,to,=—|4v — -z | —S—+——|- (1-2v) + —
2r 0z ox~ 0z Oy oz

1|, *H o (o°H &°H 0’H  0°H
o+ o, =—|4v — —z—|—+— |- (1-2v) + —
2r 0z 0z \ Ox oy

como o Laplaciano de H ¢ nulo,

O’H 0°H 0°H O’H o°H O*H
=5t 3t 53=0= 7t 2T 2
ox oy oz ox oy oz

VZ2H

sendo a soma de o; + o, igual a:

* T r i 0z> 0z Oz Oz
(3.15)
1 0’H  O°H
o+ o =—1110+2v +z
) T r ( ) 0z oz® }

Na superficie do semi-espaco eldstico (z = 0) as tensdes normais sdo nulas no exterior da area

solicitada e no seu interior sdo iguais a solicitacdo aplicada. Assim:

_ 1 [62H 63H}
c.=(0.)., = -z

: 2| o oz’
(3.16)
1 | 0’°H —p(&,nm) no interior de S
O = — =
Fo2r | oz’ 0 no exterior de S
Ainda na superficie do semi-espago elastico os deslocamentos sao definidos por:
7o 1-2v oH
’ 4nG, Ox
1-2
= v oH (3.17)

u —_— —
g 4nG, Oy

T l-v oH
272G, Oz
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As equagdes (3.16) e (3.17), mostram que a pressao normal e os deslocamentos no interior da

area solicitada dependem apenas da solicitagdo exterior, € portanto da fungao potencial H.

As equagdes apresentadas constituem uma solucdo formal do problema das tensdes e

deformagdes num semi-espago elastico com tracgdes prescritas na sua superficie.

34 Solicitacdo normal concentrada

Os deslocamentos e as tensdes produzidas por uma solicitagdo normal concentrada P
actuando sobre a superficie do semi-espago eldstico na origem, como se mostra na figura 3.2,

podem ser determinadas a partir do caso geral anteriormente apresentado.

Neste caso a area S de aplicacdo da solicitagcdo estd reduzida a um ponto, a origem O, ¢ a

distancia entre os pontos C e 4 (p) passa a ser definida por,
CA=p =2+ +22)2 (3.18)
e a solicitagdo aplicada ¢ igual a,

[| plg.n)dgan=P (3.19)
S

\

Figura 3.2 — Semi-espago elastico submetido a uma solicitagdo normal concentrada [1].
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Neste caso as fungdes potenciais de Boussinesq sao definidas por:

%:%:H: Pln(p+z) (3.20)
0z
_%ZG_H: £ (3.21)
0z oz o,

Substituindo as expressdes anteriores nas expressdes que definem os deslocamentos no caso

de uma solicitagdo puramente normal, obtém-se:

P Xz X
- | (-2
e 4nG, | P’ ( V) p(p+z)_
P [ yz y ]
— —(1=-2v)—L 3.22
" 4G, | p’ ( V) plp+2) (3.22)

Para as tensdes obtém-se as seguintes equagdes:

P |(1-2v) z) x*=y* zy’ 3zx’
° o 2 I-— P
r P r P P

_ 2 2 2 2
o~ P =2 KI_E) yoxt zx }_ 32y
r p) P p

=

<
[\
3

3P Z°
. =—— —

2r p’
o PO 2) xy zxy | Bexy

2r r p)r Yo, Yo

3P xz? 3P yz*
TZ = - — sz -
T2 p 27 p’ (3.23)

onde ¥ = x> + 7.
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A soma de oy + o, vem igual a,

P 0’H  0°H
o.+o0,=—/|1+2v +z
! g 27[_( ) 0z> 823}
B 2
oot o, =2 (ra) “Eq |- Ly 32 (3.24)
27 | p p P
B 3
o, + 0O =i —(1+v)2—f+3z5
T 2| pp

No ponto x = 0, y = 0 e z = 0, ocorre uma singularidade (» = 0) e os deslocamentos sio

infinitos. Na superficie do semi-espaco elastico, para x = 0 e y # 0, os deslocamentos sdao

definidos por:
7= 2
7, = - % (1-2v)% (324)
7 - % (1 ; v)

No ponto x = 0, y = 0 e z = (), ocorre uma singularidade (» = 0) e as tensdes sao infinitas. Na

superficie do semi-espaco eldstico, para x =0 e y =0, as tensdes sao definidos por:

_ P (1—2V)(x2—y2)

° "o r
__P (1-2v) (y* - x?)
Y2z rt
(3.25)
5. =0
_ P (1—2v Xy _ _
Txy = Z ]/'4) yz = 0 pv4 = 0
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Timoshenko e Goodier [2] apresentam um resultado equivalente, usando coordenadas
cilindricas e uma funcdo de tensdo para problemas axi-simétricos. Para os deslocamentos

obtém-se:

4G, | p pr
u, =0 (3.26)
2
4nG, | p’ p

O campo de tensdes ¢ definido por:

r pr yo,
(3.27)
3P 2’
o, =—— —
2r p’
3P rz’
z-rz:__rz5 TVHZO T&z:o
2 p
Note-se que:
o, +0,+0, =L (1+v)5 (3.28)
V4

o,

Na superficie do semi-espago elastico, para x # 0 e y # 0, os deslocamentos sdo definidos

pelas expressoes (3.28), satisfazendo as expressoes (3.24):
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i, =0 (3.29)

<
Il

A ultima expressdo mostra que o deslocamento segundo a direccdo Z, dos pontos da
superficie, ¢ um hiperboldide que tende para uma assimptotica, correspondente a superficie
nao deformada, quando r tende para infinito. O mesmo deslocamento é, teoricamente, infinito

na origem O, quando » nulo, como esta representado na figura 3.2.

3.5 Pressao normal distribuida

Os deslocamentos e as tensdes correspondentes a uma solicitagdo normal distribuida sobre
uma area S da superficie do semi-espaco elastico, podem ser obtidos a partir dos resultados
correspondentes a uma carga concentrada, definidos no paragrafo anterior, usando o principio

da sobreposicdo dos efeitos.

A pressdo normal distribuida p(&,7) estd aplicada sobre a area S da superficie do semi-espago

elastico (ver figura 3.3):

A(x,y,z) - representa um outro ponto genérico do interior do semi-espago elastico
onde se pretendem determinar os campos de deslocamentos, deformacdes

e tensoes;

B(x,y,0) - representa um ponto da superficie do semi-espago elastico onde também se

pretendem determinar os deslocamentos, deformagdes e tensdes.

C(&,m) - representa um ponto genérico da area S onde estd aplicada a solicitagdo

normal distribuida;
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2

Figura 3.3 — Semi-espago elastico submetido a uma solicitagdo normal distribuida [1].

A distancia entre os pontos C e 4 ¢ definida pela expressao (3.1):

Ci=p == s +ln-vP+22] (3.30)

A distancia entre os pontos C e B ¢ definida por:

CB=r = [(é—x)2+(n—y)2]'/2 (3.31)

De modo a simplificar as expressdes, sdo usadas coordenadas polares (s,¢) com origem no
ponto B, de tal modo que a pressdo p(s, @) que actua no ponto C seja equivalente a uma forga

concentrada de intensidade p(s,@) s ds d¢ .

O deslocamento da superficie no ponto B, devido a essa for¢a concentrada, pode ser obtido a
partir das expressdes (3.29), fazendo » = BC = s. O deslocamento segundo Z no mesmo ponto

devido a toda a pressao distribuida sobre a area S, ¢ dado por:

=) 11 p(s.9) ds ag

. =
Co2xG, %
(3.32)
_ 1-v?
i, = —— [[pls.9) ds dg

N

As expressoes para as tensdes podem ser obtidas por integracdo das expressdes (3.23) para o

caso da carga concentrada.
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3.6 Pressao de Hertz aplicada sobre uma area circular

Segundo a teoria de Hertz, que serd apresentada no capitulo 4, o contacto sem atrito entre dois
corpos de revolugdo elasticos, por exemplo duas esferas, produz uma area de contacto circular

S como se mostra na figura 3.4.
Sobre a area S actua uma distribuicao de pressdao de Hertz definida por,

7,2

p@=m1—? (3.33)

sendo a carga normal aplicada igual a,

P:jp@ﬁﬁzgngm3 (3.34)
d 3
s N
; Cls, ¢)
a S
b Ae
o\ r /B(r. Q)
52
(@)
_ 76 9) .
\
a
S

Figura 3.4 — Pressdo de Hertz aplicada sobre uma area circular S [1]: a) deslocamento de um ponto

no interior de S. b) deslocamento de um ponto no exterior de S.
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Considerando a figura 3.4 pode-se escrever que

2 =1 +5%+2rs cos ¢

(3.35)
plosd)= poala®-25-57)"

onde,

al=a’ -1’
(3.36)
P =rcosg

Substituindo na expressdo que define o deslocamento segundo Z de um ponto da superficie

(3.32), obtém-se

_ 1—1/2 pO 2 2 12
u, = a”—2fps—s ds d
z T E J;'[ a ( p ¢
(3.37)
1=v2 po o Hoa 2
. = 0 Id¢ J.(a 2Bs—s")? ds
rE a 0 0
onde s; € a raiz positiva da equacao,
e2-285-5%)=0 (3.38)

Para obter o deslocamento na direcc¢ao radial, u,, procede-se de modo analogo, obtendo-se

—_ -2)0+v) py o2npe )2
i, = L ; E[cos¢d¢ .([(a 2Bs—s )/ds (3.39)

Procedendo as integracdes em ordem a s € ¢ [1] determinam-se os valores dos deslocamentos

em qualquer ponto da superficie do semi-espago elastico, no interior da area S:

e LAt

<
Il

r<a (3.40)

<
Il
|“c
o
[\
Q
o
|
~N
o
S~
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Em qualquer ponto do exterior da area de aplicacdo da pressao de Hertz, os deslocamentos

superficiais sdo dados pelas seguintes expressoes:

_ (=2v)(t+v) a®
r 3E r pO

r>a (3.41)

1-v? 2\
i=—"t P (2a2 —r’ )Sin‘l(ﬁ)+r22(l—a—2j

: E 2a

O deslocamento na direccdo radial ¢ equivalente a considerar a carga concentrada no centro

da area solicitada.

As tensdes na superficie do semi-espago elastico (z = 0) e no interior da area solicitada, sdao

dadas pelas seguintes expressoes:

7. () (@) (P )
po_ 3z r a’ a’

— 2 2 % 2 %
9, __(-2) (“—J 1—[1—%} —2v[1—r—2j (3.42)

Do kY4 r a a
o r’ %
pzz_(l_7j _rz:_rﬁzfﬁzzo

0

As tensoes na superficie do semi-espago elastico (z = ) mas no exterior da area solicitada,

sdo dadas pelas seguintes expressoes:

— — 2
ﬂ=_@=(l_2v) “_2 (3.43)
Po Do 3r

As tensdes no interior do semi-espago eldstico, ao longo do eixo Z (x = y = 0), sdo dadas

pelas expressoes:
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(3.44)

A determinagdo analitica dos valores das tensdes noutros pontos do semi-espacgo eléstico,
também ¢ possivel, embora as correspondentes expressoes sejam de manipulagdo muito

trabalhosa, sendo preferivel utilizar um método numérico.

3.7  Pressao Hertz aplicada sobre uma area eliptica

Mostrar-se-a4 no Capitulo 4 que o contacto sem atrito entre dois corpos de revolugao elasticos,
produz, no caso mais geral, uma area de contacto eliptica S como se mostra na figura 3.5. Os
resultados para os deslocamentos e tensdes sdo qualitativamente similares aos obtidos no caso

de uma area circular, ja que o circulo ¢ um caso particular da elipse.

A distribuicdo de pressdo de Hertz ¢ definida por,

p(x,»)=po =" (3.45)

£

I,II.R
I,

1

//"
X/
/III’ _
",
.

»,

s

Figura3.5—  Pressao de Hertz aplicada sobre uma area eliptica S [6].
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actua sobre uma area eliptica S representada por,

x2 y2
2] +(3) 1= (340

e a carga total ¢ igual a,

2 2
{ 2
P= .”p(x,y)dxdy:”po l—x—z—y—zdxdy=—7rabp0 (3.47)
& & a- b 3

Recorrendo a fungdo potencial de Boussinesq (ver 3.12)
0 OH
v == S ([ o) dgan (3.48)
0z & yo,

obtém-se, usando coordenadas elipticas,

1//(xyz)=l7rabp j 1- x* y2 —i dw (3.49)
T2 " @rw B aw W [(a2+w)(b2+w)w]y2 |

e na superficie do semi-espacgo eldstico, e no interior da area solicitada, a fungao potencial de

Boussinesq toma a forma,

_1 3 x? y2 dw
loyl)= 2ﬁabp()j[l Arw B ew ] [(az+w)(bz+w)W]y2 -

A defini¢do dos deslocamentos ¢ bastante complexa. Considerando apenas os deslocamentos
segundo Z dos pontos da superficie do semi-espago elastico, situados no interior da area de
aplicacdo da solicitacao, obtém-se que

12

u, = e (L M x* —Ny) (3.51)

onde
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1 K dw
LZE ﬁabpo_[

0 [(a2 +w) (b2 +w

LT K(e)

M = liz'abpoj- dw 72'apzo [K(e) - E(e)] (3.52)
2 [a +w (b2+w w]/ e’b

2
N= ;ﬁabpoj all ﬁabpz([b (e)—K(e)}
[a +w +w w]/ €

onde E(e) e K(e) sdo integrais elipticos sem solucao analitica, mas tabelados, definidos por,

/2 72

E(e) = j Vi-e*sing d0  K(e)= | m
e Ssin

Sao definidos ainda os integrais E(@e) e F(¢e), necessarios para o calculo das tensoes,

(3.53)

também sem solugdo analitica e tabelados, definidos por,

E(d,e) = J'w/l e’sind d0  K(g,e) j

(3.54)

0yl—e 2sin@

sendo

2
a

1- b—z ) a<b
A determinagdo analitica das tensdes ¢ também bastante complicada, excepto segundo

determinadas linhas bem definidas, nomeadamente ao longo dos eixos X, Ye Z.
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a) Tensdes segundo Z (x =y = 0):

_:Ta(ﬂx—vﬂ;)
Po e
O-y _ 2a '
P (2,-vay) (3.55)
o, ___a [1-T"
Po e’ b T
onde
Q=== -T)+{[F(pe)-Elpe)
, b’ T b’
2, =1—( . J+4L—2E(¢,e)—F(¢,e)}
1 (1 b’ T b’
.Qy :5+(ﬁj_[ a2 ]+é,|:a—2E(¢,€)—F(¢,€):|
Q,=—1+T +¢[Flpe)-E(pe)
12
az +Z2 zZ
T(b—] CoeTyme
(3.56)
b) Tensdes segundo x (y =z = 0):
o 2a | ay X 4 ex |
L==2vy—-(1-2 1-—~ | —— tanh
Do 7 ( V)ezb _( bj be fan (bJra)/]_
(3.57)
2a | by | ex |
L =-2vy—-(1-2 ———1|+ — tanh
% 2y - (-0 _(a j+ an [MW]—
e
1/2
T B T Y
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¢) Tensdes segundo y (x =z = 0),
O-_x:—2vy—(]—2v)2—a (I—MJ—lmnh - bey
Po b\ b)) be a by +a)
(3.58)
- _
—y:—2v7/—(1—2v)22—a [b—}/—]j+Ltanh_]( bey J
Po e’h |\ a e aby+a)
d) No centro do contacto (x =y =z = 0):
L=y —(1-2v)-2
Do b+a
(3.59)
2 =—2v—(1-2v) b
Do b+a
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CAPITULO 4

CONTACTO NORMAL ENTRE SOLIDOS DE REVOLUCAO
ELASTICOS — TEORIA DE HERTZ

4.1 Apresentacio do problema

Quando dois solidos elasticos de revolugdo sdo postos em contacto um com o outro, tocam-se,
inicialmente, num Unico ponto ou segundo uma linha. Se solicitados por uma determinada
carga, mesmo de pequena intensidade, eles deformam-se na vizinhanga do ponto inicial de
contacto, originando uma pequena area de contacto de pequenas dimensdes quando comparadas
com as dos dois corpos. Na figura 4.1 mostra-se um exemplo de um problema de contacto,

formado por dois discos elasticos, semicirculares, submetidos a ac¢do de uma forga F), .

Para ser possivel analisar este problema, ¢ necessaria uma Teoria de Contacto, que permita
determinar a forma da area de contacto ¢ a sua evolugcdo com o aumento da solicitag¢do, ¢ a
intensidade e a distribui¢do das pressdes superficiais, normais ¢ eventualmente tangenciais,
transmitidas através da superficie de contacto. Finalmente, conhecida essa distribuicdo de
pressdes superficiais, serd necessario poder determinar os campos de deslocamentos,
deformacgdes ¢ tensdes a que estd submetido cada uma dos so6lidos na vizinhanga dessa area de

contacto [1, 2, 3].
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Figura 4.1 - Contacto entre dois discos elasticos, semicirculares, pressionados por uma forca £, [3].

Num problema de contacto a transmissao dos esforcos ¢ realizada através da interface entre os
dois corpos, isto ¢ entre por¢des limitadas das superficies desses solidos. Logo, a geometria
dessas superficies tem influéncia sobre o proprio contacto, sendo necessario definir a sua

geometria com detalhe e precisdo, antes de ser possivel formular o problema de Elasticidade.

Quando postos em contacto os dois solidos tocam-se num Unico ponto, O, designado de ponto
inicial de contacto. Esse ponto ¢ também a origem de um sistema de coordenadas
rectangulares, no qual o plano [X O Y] € o plano tangente comum as duas superficies em O,
sendo o eixo Z direccionado segundo a normal ao plano tangente comum, com sentido

positivo dirigido para o interior do sélido inferior, como se mostra na figura 4.2.
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Considera-se também que ambas as superficies sdo perfeitamente lisas, portanto com
rugosidade nula, e que a sua geometria ¢ definivel por uma fungdo matematica, continua até a
segunda derivada, pelo menos na vizinhan¢a do ponto inicial de contacto. Tal significa que
seccoes rectas dos dois corpos, que contenham o ponto O, sdo curvas continuas antes da
aplica¢dao da solicitacdo, ou de um modo mais simples que os dois corpos sdo solidos de

revolucao [1, 2, 3].

Assim, ¢ também possivel definir planos principais de curvatura para cada um dos so6lidos
(x;0z; , y0z; , x,0z; , y,0z;) e determinar os correspondentes raios principais de
curvatura, respectivamente, Ry;, R,; € R», R,> , como se mostra na figura 4.2. No caso mais
geral os planos principais de curvatura dos dois solidos fazem entre si um determinado angulo

a , embora em muitas aplicagdes correntes este angulo seja nulo.

R ——

o e e e o e

fTangent plane

‘Fn

Figura 4.2 - Planos e raios principais de curvatura [3].
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A linha de acc¢do da forga F), passa pélos centros de curvatura dos dois sélidos e pelo ponto

inicial de contacto, O, pelo que também ¢ perpendicular ao plano tangente comum.

Deste modo ndo havera a tendéncia para que um sélido possa escorregar relativamente ao

outro, e portanto, ndo existe qualquer solicitacdo tangencial ou de atrito, F; = 0.

Como referido, a solicitacdo F, provoca a deformagdo elastica dos soélidos, originando a
formacdo de uma pequena superficie de contacto na vizinhanga do ponto inicial de contacto,

como também se mostra na figura 4.2.

4.2 Modelo de contacto (formulacio do problema)

Essencialmente, o Modelo de Contacto relaciona a distidncia entre as superficies dos s6lidos
em contacto, medida segundo a normal ao plano tangente comum, antes e apds a deformagado

elastica provocada pela solicitagdo aplicada.

4.2.1 Geometria das superficies no estado nao deformado

No caso dos solidos em contacto serem perfeitamente lisos e de revolugdo, caso aqui
considerado, ¢ possivel definir a distdncia de cada ponto da superficie do s6lido / ao plano

tangente comum pela seguinte expressao,

2 2

XJ Vi
zZ;= + 4.1
""2R, 2R, @D

Tendo em consideragdo a figura 4.3, verifica-se que a distancia z; € igual a distancia entre os

pontos C ou D e o plano tangente comum; o tridngulo ODD’ permite escrever que
p 1
z; =Xx; tan —=—X 4.2
1 =X S T3 B (4.2)

ja que o angulo £ ¢ muito pequeno.
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Por outro lado o triangulo KHD permite afirmar que

KD  x,
tan f=f=—n=—L 43
F=F=uk R, #3)

uma vez que sendo o angulo £ muito pequeno, R,; ¢ praticamente igual a HK. Substituindo a
expressao 4.3 em 4.2 obtém-se que
2

X
z; = 4.4
1 P Rx] ( )

Analogamente, pode ser definida a distancia z; , mas agora entre os pontos £ ou F ¢ o plano

tangente comum, a qual ¢ definida por

2

z, :—2y1]e 1 4.5)

y

2

H
Rx1
-
w\p . o
Tangent X ——i
plane ol 7 |p ) x1
— X >

x1

E

Figura 4.3 - Distancia entre um ponto da superficie e o plano tangente comum [3].
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Com base nos dois resultados anteriores, ¢ possivel determinar a distancia entre o plano

tangente comum e um ponto genérico G da superficie do solido /, a qual € igual a

2 2

7y =44+ U (4.6)
2R, 2R,

o que ¢ justificado pelo facto de que z; se transforma na expressdo (4.5) quando x; = 0. Note-
se ainda que o conjunto dos pontos G cuja distancia ao plano tangente comum ¢ constante,

formam uma elipse, pelo que a expressao 4.6 € a equagdo de uma elipse.

Por analogia, a distincia entre o plano tangente comum e um ponto genérico G da superficie

do solido 2, ¢ igual a

x2 yZ
2 2
z, = + 4.7
2R, 2R, “.7)

Conhecidos z; e z,, € possivel determinar a distancia entre um ponto da superficie do solido /
e um ponto da superficie do solido 2, que estejam situados sobre a mesma normal ao plano
tangente comum, isto ¢, a distancia entre dois pontos em oposi¢do, como se mostra na figura

4.3. Essa separagao entre as duas superficies ¢ definida por

2 2 .2 2
Vi 2 Y2 (4.8)

A +
2R, 2R, 2R, 2R,

Z:Z]+ZZ =

De modo a poder ser utilizada de um modo simples, esta expressao tem de ser convertida para
coordenadas do sistema global O,XY,Z comum aos dois s6lidos em contacto. Expressando as

coordenadas x; e y, em fungado de x; e y;, obtém-se (ver figura 4.2)

X, = X, cosa +y, sena
(4.9)
Y, =—x,silna +y, cosa
e substituindo na expressao (4.8) determina-se
1, 2 ' 2
z=A'x;" +2H'x;y; + B'y; (4.10)

sendo A°, H e B’ definidos por,
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2A’:L+—cosza+ —sin‘«
Rxl yl y2
, 1 1 )
2H'=| — — — | cosa sinx (4.11)
RxZ y2
2B’:L+Lsin2a+ Lcoszoz
Ryl RxZ y2

A equacdo (4.10) ¢ a equagdo de uma elipse com centro no ponto O. Para a expressar em
termos de x e y, isto € segundo as direc¢gdes do eixo menor e do eixo maior da elipse, ¢
necessario converter as coordenadas Ox;y; em coordenadas Oxy. Recorrendo novamente a

figura 4.2, verifica-se que

X; =X cosA—y send

. (4.12)
y; =x sin A +ycos A
e substituindo na expressao (4.10) obtém-se que
z=Ax’ +B y2
ou (4.13)
z = ! x? 4+ ! y2
2R, 2R,

onde 4 e B sdo curvaturas equivalentes, ¢ R, e R, sdo os raios de curvatura equivalentes,

respectivamente, nas direcgdes x € y.

A, B, R, e R, , sdo definidos do seguinte modo:

A=D+E=L B=D—E=L , A=B
2R, 2R,
D:l ! + ! + ! + ! (4.14)
4 Rxl Ryl Rx2 Ry2

2 2
2L | LS U S N P L L S PO
4 Ryl Rxl RyZ Rx2 Ryl Rxl Ry2 Rx2
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No caso particular do angulo « ser nulo, o que corresponde a muitas aplicagdes correntes, as

expressoes (4.14) tomam a seguinte forma:

A=D+E=L=L[L+Lj
R

x 2 Rx] RxZ

(4.15)
B:D_E:L:L[L+LJ
R, 2(R, R,

Frequentemente, ¢ também definida a razdo entre as curvaturas segundo x ¢ y, a qual € igual a

(4.16)

|
I
I
|
SSEEN
v
~

O conjuntos de pontos para os quais z = 4 x° + B y° = Constante corresponde a pontos

situados a mesma distancia entre si ¢ formam uma elipse.

4.2.2 Geometria das superficies no estado deformado

Quando a solicitacdo F, ¢ aplicada, os so6lidos em contacto deformam-se elasticamente,
originando uma pequena superficie de contacto entre ambos, distribuida simetricamente em

torno do ponto inicial de contacto.

Durante a aplicagdo da forca F, os centros dos solidos em contacto deslocam-se segundo z,
sendo esses deslocamentos elasticos designados por o; e o, respectivamente para os solidos /
e 2, como representado na figura 4.4. Deste modo, os centros dos dois corpos aproximam-se

um do outro, o que significa que a distancia entre eles diminui de 6 = &; + 0.

Se todos os pontos dos solidos / e 2 se aproximassem da quantidade &, entdo, na vizinhanga
do ponto O, os dois sélidos penetrariam um no interior do outro, como se mostra na figura
4.4, e por este motivo a quantidade 6 = §; + o, € designada por penetrac¢ao. Tal penetracdo €,

obviamente, fisicamente € impossivel.
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Como a penetracdo ¢ impossivel, na vizinhanca do ponto O os pontos das superficies dos
solidos em contacto sofrem deslocamentos elasticos segundo z, relativamente aos centros dos

solidos, aproximando-se destes. Tais deslocamentos sdo designados por

Uzp =Wi € Uz2 =W2
respectivamente para os solidos 7 e 2.

Deste modo, apds deformacao eléstica, a distancia entre os pontos S; e S» da superficie de

cada um dos soélidos sofre uma diminuicdo igual a

Az =68 — (0, +@,) (4.17)

Fn

Figura 4.4 - Distancia entre pontos das superficies em contacto apos deformagao elastica [1].
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Logo, apos a aplicacdo da solicitagdo F), a distancia entre dois pontos S; e S, da superficie de

cada um dos so6lidos, passa a ser definida por

z =z +22—5+(a)1 +a)2) (4.18)
isto é,

z=Ax’ +By’ -6+ (0, +w,) (4.19)

Se apds deformagdo, os pontos S; e S» entram em contacto, entdo a distancia que os separa

torna-se nula. Caso contrario, a distancia entre eles permanece maior que zero.

Assim, pode-se afirmar que apds a deformacdo elastica a distancia entre dois pontos da
superficie de cada um dos sélidos em contacto, situados sobre a mesma normal ao plano

tangente comum, ¢ definida por
Ax? +By? =6+ (0, +w,)20 (4.20)

A inequacdo da deformada do problema de contacto (4.20) expressa a compatibilidade que
deve existir entre os deslocamentos elasticos e a geometria dos so6lidos. A inequagdo, € o
resultado da nao linearidade do problema, uma vez que as dimensdes da superficie de
contacto sdo desconhecidas a partida. Trata-se portanto de um problema de ndo linearidade de

fronteira.

4.2.3 Pressoes de contacto

Ja foi referido que a tnica solicitagdo que actua sobre os s6lidos em contacto ¢ normal ao

plano tangente comum, pelo que ndo existe qualquer for¢a tangencial aplicada.

As pressdes no interior da superficie de contacto, resultantes da solicitacdo aplicada, sao
desconhecidas, mas necessariamente normais a superficie, compressivas e maiores que zero.
No exterior da area de contacto as trac¢des superficiais sao nulas. Logo em qualquer ponto da

superficie € possivel afirmar que

p(x,y)=0, =0, 20 (4.21)
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4.2.4 Equilibrio do sistema

As pressoes desenvolvidas no interior da area de contacto, tem, por uma questao de equilibrio,

de igualar a solicitacdo aplicada. Logo,

[[p(x.y) dx dv = F, (4.22)

Te

4.2.5 Forma da superficie de contacto

Os pontos, de ambas as superficies, que entram em contacto & medida que a solicitagdo ¢
aplicada, correspondem a pontos situados @ mesma distancia entre si, isto ¢, pontos para os
- 2 2 : ~ .
quais z = A x° + B y° = Constante; tal conjunto de pontos, como prova a expressao anterior,

formam uma elipse. Logo, a superficie de contacto tem necessariamente a forma eliptica, isto €,
— (4.23)

onde a ¢ b representam as dimensdes dos eixos da elipse de contacto.

As expressoes (4.20) a (4.23) representam a formulacdo do problema de contacto entre dois
solidos de revolugdo elasticos. A resolugdo simultdnea deste conjunto de 4 expressdes (2

inequacdes e 2 equagdes) permite obter a solugdo do problema.

4.3 Teoria de HERTZ

A solucao do problema de contacto entre dois s6lidos elésticos de revolucdo ¢ devida a Hertz
e data de 1882. Para derivar tal solugdo, Hertz partiu de algumas hipoteses base que importa

recordar:

1) o material dos solidos em contacto tem um comportamento homogéneo,

isotropico e linear eldstico, de acordo com a lei de Hooke;

i1) os solidos sdo de revolugdo, as suas superficies sdo continuas e contraformais,
sendo conhecidos os seus raios principais de curvatura na vizinhanca do ponto

inicial de contacto;
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i11) a solicitagdo aplicada ¢ puramente normal, e as superficies ndo transmitem

tracgOes tangenciais (superficies sem atrito).

Hertz introduziu a simplificacio de que os solidos, para efeitos da determina¢do dos
deslocamentos locais, podem ser considerados como semi-espacos elasticos, submetidos a
uma solicitagdo normal, aplicada sobre uma pequena area eliptica da sua superficie plana (ver
capitulo 3). Para que esta simplificacdo seja admissivel, duas novas hipoteses tem de ser

formuladas e satisfeitas:

iv) as dimensdes da area de contacto tem de ser pequenas quando comparadas com as

dimensoes de cada um dos so6lidos em contacto;

v) as dimensdes da area de contacto tem de ser pequenas quando comparadas com as

dimensdes dos raios de curvatura equivalentes.

A hipdtese iv) € necessaria para garantir que o solido se assemelha a um semi-espago elastico,
e portanto as pressdes de contacto calculadas ndo sdo influenciadas pela presenca das fronteiras
dos solidos junto a area de contacto. A ultima hipotese garante que as superficies dos sélidos,

no exterior do contacto, se aproximam da superficie plana do semi-espago eléstico.

4.3.1 Solucio do problema de HERTZ

Hertz verificou que o problema de elasticidade representado pela expressao (4.20)
AX2 +By2—5+(a)1+0)2)20

¢ formalmente idéntico ao problema do potencial electrostatico: “uma carga eléctrica cuja
intensidade sobre uma zona eliptica da superficie de um condutor varia de acordo com a
ordenada de um semi-elipsdide, produz uma variagdo parabolica do potencial ao longo da
superficie”. Verifica-se ainda, que o potencial electrostatico satisfaz as mesmas equagdes

diferenciais que devem ser satisfeitas pela Teoria da Elasticidade [1, 3].

Por analogia, uma distribui¢do de pressao semi-elipsoidal,

(4.24)
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que actua sobre uma area de contacto eliptica,

2 2
(ij {Zj 120 (4.25)
a b

produz um campo de deslocamentos na superficie do semi-espaco eldstico definidos por

1-v?
uZ =W =
T E

(L ~Mx? - Ny? ) (4.26)

sendo a pressdao maxima de Hertz py fun¢do da carga total aplicada F),

F,= |[ plx,y)dxdy = [[ p, wfl—z—z—g—jdxdy
S S

F = %ﬁabpo

(4.27)

n

Estes resultados ja foram desenvolvidos aquando da andlise dos semi-espacos elasticos

submetidos a solicitacdes pontuais (Capitulo 3).

No caso de dois solidos em contacto a expressdo (4.26) transforma-se em

_ _ ]—V]2 ]—V22 2 2
”zl+”z2:WI+W2 = E + > (L—Mx —Ny )
1 2

isto é
wptw, = *(L—MxZ—Ny2) (4.28)
T E
com
2 2
I* _ 1 — V] + 1 - V2 (429)
E E,; E,

e onde E* representa 0 modulo de Young equivalente para os dois s6lidos em contacto.

Jorge H. O. Seabra FEUP Setembro de 2003



[64/138] MECANICA DO CONTACTO HERTZIANO

Os parametros L, M e N sao definidos pelas seguintes expressoes (ver paragrafo 3.7):

L= ﬁapOK(e)

M= 2Lk (e)- E(e)] (4.30)

e’ b?

N = MB—EE@) - K(e)}

e’ b’
sendo E(e) e K(e) integrais elipticos, sem solucao analitica mas tabelados, definidos por,

/2 /2 d

E(e) = [ I-€’ sin’0 do Ke)= | ﬁ (4.31)
0 0 -e Sln

Sado ainda definidos os integrais E(ge) e F(¢e), necessarios para o calculo das tensdes,

também sem solugdo analitica e tabelados, dados por,

4
E(p,e) =J 1-¢’ sin’0 do (4.32)
0

f do
Ko :}[ JI1-é’ sin’0

Nas expressoes anteriores (4.31 e 4.32) a variavel e ¢ definida por:

2
e=,/1—z—2 : a<b (4.33)

Retomando a expressdo (4.20)

Ax? +By2—5+(a)]+a)2)20

e substituindo o termo (@; + ®;) pela expressdo (4.28), obtém-se

Ax? + By’ -6+ ]*(L—MxZ—NyZ)ZO (4.34)
nE

0 que para os pontos situados no interior da superficie de contacto conduz a seguinte

expressao:
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§—Ax2—By2 = ]E*(L—Mx2—Ny2) (4.35)
V4

Atendendo as defini¢des de L, M, e N dadas pelas expressoes (4.30), determina-se que:

5:—L*:p0*aK(e)
TE E
a=Mo P 4 [k(e)-Ele)] (4.36)

— 3 Fn
P 2 zab
(4.37)
_ _F
Pn= rab

A determinag¢do da forma e dimensdes da elipse de contacto ¢ mais simples recorrendo a

relacdo B/A. Atendendo as expressodes (4.16) e (4.36) obtém-se que

5 xS EE-K()
A4 R,  K(e)-E(e) -

(4.38)
e [ @

SHES

\/[K(e)-E(e)]ivLK(e)

cuja solucdo pode ser obtida, iterativamente, do seguinte modo:
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1. Arbitrar o valor inicial de k' = (a/b)’ = (4/B)">;
2. Calcular o valor €" - expressio 4.33;

3. Determinar o valor de E(e") e K(€"),

4. Determinar k" = (a/b)" - expressio 4.38;

5. Determinar &' = (K" + k" )/2 ;

6. Retomar o ponto 2.

A solug¢do analitica do problema de HERTZ ¢ complicada, implicando o recurso a tabelas de

integrais elipticos, e a métodos iterativos.

4.3.2 Solucao do problema de HERTZ através de tabelas ou abacos

Recorrendo as expressoes (4.36), € possivel determinar o valor da soma de 4 + B, isto ¢

*

Po a
A+ B =
E ezbz{

b (o)~ E(e)}

aZ

* 2

Po a b2
A+ B = ——11|E
E® &b’ (a J (e)

Atendendo as defini¢des de e e py, dadas pelas expressdes (4.33) e (4.37), respectivamente,

substituindo-as na expressao anterior, e procedendo a simplificagdes sucessivas, obtém-se

2
F
ezz[l_a_J , pozi_"

b? 2 wab
3 F,
5 2
4+ =2 7ab < (b—Z—JJ E(e)
(1 —anZ .
b2

Continuando a simplificagdo,
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3R
2 2
A+B= 270 ? Pa ) )
(bz—azj ) a
b* b
3R
2 rab 3F
A+ B = — = . —
" ) a () 27abE" a (e)
mas b:g
k
A.{.B:L l E(€)= fn* 3kE(€)
rrlag @ a E 2r

Assim ¢ possivel determinar uma expressao para o valor de a

F 3kE(e)

n

3
a’ =

" (4+B)E" 2z

‘T 3\/(/1 +F;)E* 3\/3I;E7£e)

(4.39)

Os valores de C, e de k podem ser obtidos na tabela 4.1 ou no ébaco da figura 4.5, em fungao

do valor de A/B. Uma vez determinados os valores de a e &, o valor de b resulta da expressao

b=a/k.
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AB | k | 1k | e C. | C,

51| 0.342] 2.924] 0.940] 0.567| 1.284

5.2] 0.337] 2.967| 0.942| 0.564| 1.274

5.3] 0.333] 3.003| 0.943| 0.562| 1.264

5.4] 0.329] 3.040| 0.944| 0.559| 1.254

5.5] 0.325] 3.077| 0.946| 0.557| 1.245

5.6] 0.322] 3.106| 0.947| 0.554| 1.236

5.7] 0.318] 3.145| 0.948| 0.552| 1.227

5.8] 0.314] 3.185| 0.949] 0.549| 1.218
AB | k | 1Kk | e C., | C, 5.9] 0.311] 3.215| 0.950| 0.547| 1.210
1.0] 1.000] 1.000] 0.000] 0.909] 2.356 6.0] 0.308| 3.247| 0.951] 0.545| 1.202
T.1| 1.000] 1.000] 0.000] 0.909] 2.356 6.1] 0.304] 3.289| 0.953| 0.543| 1.194
1.2| 0.886] 1.129) 0.464| 0.856] 2.215 6.2] 0.301| 3.322| 0.954] 0.540| 1.186
1.3 0.840| 1.190| 0.543| 0.834] 2.155 6.3] 0.298] 3.356| 0.955| 0.538] 1.178
1.4 0.799] 1.252| 0.601| 0.815] 2.100 6.4] 0.295| 3.390( 0.955| 0.536] 1.170
1.5 0.763| 1.311] 0.646| 0.797| 2.049 6.5] 0.292| 3.425| 0.956| 0.534| 1.163
1.6 0.731| 1.368] 0.682| 0.782] 2.003 6.6] 0.289] 3.460( 0.957| 0.532| 1.156
1.7| 0.702| 1.425] 0.712| 0.767| 1.959 6.7] 0.287| 3.484| 0.958| 0.530| 1.148
1.8 0.676| 1.479] 0.737| 0.754] 1.919 6.8] 0.284] 3.521| 0.959| 0.528| 1.141
1.9 0.652| 1.534] 0.758 0.742| 1.882 6.9] 0.281| 3.559| 0.960| 0.527| 1.135
2.0] 0.631] 1.585| 0.776] 0.731| 1.846 7.0] 0.279] 3.584| 0.960| 0.525| 1.128
21| 0.611] 1.637] 0.792] 0.721| 1.813 71| 0.276] 3.623| 0.961| 0.523| 1.121
2.2| 0.592| 1.689| 0.806| 0.711| 1.782 7.2] 0.274] 3.650| 0.962| 0.521| 1.115
2.3| 0.575| 1.739| 0.818] 0.702| 1.753 7.3] 0.271] 3.690| 0.963] 0.520| 1.108
2.4] 0.559| 1.789| 0.829] 0.693| 1.725 7.4] 0.269] 3.717| 0.963] 0.518] 1.102
2.5| 0.544| 1.838] 0.839| 0.685| 1.699 7.5] 0.267| 3.745| 0.964]| 0.516] 1.096
2.6] 0.530| 1.887| 0.848| 0.678| 1.674 7.6] 0.264| 3.788| 0.965| 0.515| 1.090
2.7] 0.517| 1.934| 0.856| 0.671| 1.650 7.7] 0.262| 3.817| 0.965| 0.513| 1.084
2.8] 0.505| 1.980| 0.863| 0.664| 1.627 7.8] 0.260| 3.846| 0.966| 0.511| 1.078
2.9] 0.493| 2.028[ 0.870| 0.658| 1.605 7.9] 0.258] 3.876| 0.966| 0.510| 1.073
3.0] 0.483] 2.070| 0.876] 0.652| 1.584 8.0| 0.256| 3.906| 0.967| 0.508| 1.067
31| 0.472] 2.119] 0.882] 0.646| 1.564 81| 0.254] 3.937] 0.967] 0.507| 1.061
3.2| 0.463| 2.160| 0.886] 0.640| 1.545 8.2| 0.252| 3.968| 0.968| 0.505| 1.056
3.3| 0.453| 2.208| 0.892] 0.635| 1.527 8.3| 0.250| 4.000| 0.968| 0.504| 1.051
3.4| 0.445| 2.247| 0.896] 0.630| 1.509 8.4| 0.248| 4.032| 0.969| 0.503| 1.045
3.5| 0.436] 2.294| 0.900] 0.625| 1.492 8.5| 0.246| 4.065| 0.969| 0.501| 1.040
3.6| 0.428| 2.336| 0.904| 0.620| 1.475 8.6| 0.244| 4.098| 0.970| 0.500| 1.035
3.7] 0.421| 2.375| 0.907| 0.616) 1.460 8.7| 0.243| 4.115| 0.970| 0.498[ 1.030
3.8] 0.413| 2.421| 0.911] 0.612| 1.444 8.8| 0.241| 4.149]| 0.971] 0.497| 1.025
3.9] 0.407| 2.457| 0.913] 0.607| 1.430 8.9 0.239| 4.184| 0.971| 0.496] 1.020
4.0| 0.400| 2.500| 0.917] 0.603| 1.415 9.0] 0.238] 4.202| 0.971] 0.495| 1.016
41] 0.394] 2.538] 0.919] 0.600] 1.401 9.1] 0.236] 4.237| 0.972| 0.493| 1.011
42| 0.387| 2.584| 0.922| 0.596| 1.388 9.2] 0.234| 4.274| 0.972] 0.492| 1.006
43| 0.382] 2.618] 0.924| 0.592| 1.375 9.3] 0.233] 4.292| 0.972| 0.491| 1.002
4.4] 0.376| 2.660| 0.927] 0.589] 1.363 9.4] 0.231] 4.329| 0.973] 0.490| 0.997
4.5] 0.370] 2.703[ 0.929| 0.585| 1.350 9.5] 0.230| 4.348| 0.973| 0.488| 0.993
4.6| 0.365| 2.740( 0.931] 0.582| 1.338 9.6] 0.228| 4.386| 0.974| 0.487| 0.988
47| 0.360| 2.778] 0.933| 0.579| 1.327 9.7] 0.227| 4.405| 0.974| 0.486| 0.984
4.8] 0.355| 2.817[ 0.935| 0.576| 1.316 9.8] 0.225| 4.444| 0.974| 0.485| 0.980
4.9] 0.351| 2.849) 0.936] 0.573| 1.305 9.9] 0.224| 4.464| 0.975| 0.484| 0.976
5.0| 0.346] 2.890] 0.938] 0.570] 1.290 10.0| 0.222| 4.505| 0.975| 0.483| 0.972

Tabela 4.1 — Factores para a solugdo do problema de HERTZ.
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A/B k 1/k e C, Cs A/B k 1/k e C, C;
1.0] 1.000] 1.000] 0.000f 0.909| 2.356 51.0( 0.082]12.195] 0.997( 0.341] 0.478
2.0] 0.631| 1.585] 0.776( 0.731| 1.846 52.01 0.081(12.346| 0.997| 0.339]| 0.474
3.0] 0.483] 2.070] 0.876| 0.652| 1.584 53.0( 0.080]12.500] 0.997( 0.338] 0.470
4.0] 0.400| 2.500| 0.917] 0.603| 1.415 54.0( 0.079]12.658| 0.997( 0.337] 0.466
5.01 0.346] 2.890| 0.938]| 0.570] 1.294 55.01 0.078(12.821| 0.997| 0.336]| 0.462
6.0] 0.308] 3.247| 0.951| 0.545] 1.202 56.0( 0.077]112.987| 0.997( 0.334] 0.459
7.01 0.279] 3.584| 0.960( 0.525] 1.128 57.0( 0.077112.987] 0.997| 0.333]| 0.455
8.01 0.256] 3.906| 0.967| 0.508] 1.067 58.01 0.076(13.158]| 0.997| 0.332]| 0.452
9.0] 0.238] 4.202] 0.971| 0.495| 1.016 59.0( 0.075]13.333] 0.997( 0.331] 0.448
10.0] 0.222] 4.505] 0.975( 0.483]| 0.972 60.0( 0.074|13.514] 0.997| 0.330| 0.445
11.0] 0.209| 4.785| 0.978| 0.472| 0.933 61.0] 0.074(13.514] 0.997| 0.329| 0.442
12.0] 0.198] 5.051] 0.980( 0.463| 0.899 62.0( 0.073]113.699| 0.997( 0.327] 0.438
13.0] 0.189] 5.291] 0.982| 0.455| 0.869 63.0( 0.072|13.889] 0.997| 0.326]| 0.435
14.0] 0.180| 5.556| 0.984] 0.447| 0.842 64.0]1 0.072(13.889| 0.997| 0.325| 0.432
15.0] 0.172] 5.814] 0.985( 0.441| 0.817 65.0( 0.071]14.085] 0.997( 0.324] 0.429
16.0] 0.166] 6.024] 0.986| 0.435] 0.795 66.0( 0.070114.286| 0.998( 0.323] 0.426
17.0] 0.160] 6.250] 0.987( 0.429]| 0.774 67.0( 0.070|14.286] 0.998( 0.322]| 0.423
18.0] 0.154] 6.494] 0.988| 0.424]| 0.756 68.0( 0.069]114.493] 0.998( 0.321] 0.421
19.0] 0.149] 6.711] 0.989| 0.419]| 0.738 69.0( 0.068]14.706| 0.998( 0.320] 0.418
20.0|1 0.144] 6.944] 0.990( 0.414]| 0.722 70.0( 0.068|14.706] 0.998( 0.320| 0.415
21.0|] 0.140] 7.143] 0.990( 0.410| 0.707 71.0( 0.067|14.925] 0.998| 0.319]| 0.413
22.01 0.136| 7.353| 0.991] 0.406| 0.692 72.01 0.067(14.925] 0.998| 0.318] 0.410
23.0|1 0.132] 7.576] 0.991( 0.402| 0.679 73.01 0.066]15.152] 0.998| 0.317] 0.408
24.01 0.129] 7.752] 0.992( 0.398| 0.667 74.0( 0.066|15.152] 0.998| 0.316] 0.405
25.01 0.126| 7.937| 0.992] 0.395| 0.655 75.0]1 0.065(15.385| 0.998| 0.315] 0.403
26.01 0.123] 8.130] 0.992( 0.392| 0.644 76.01 0.065]15.385] 0.998( 0.314] 0.400
27.01 0.1201 8.333] 0.993] 0.388| 0.633 77.01 0.064]15.625] 0.998| 0.313] 0.398
28.01 0.118| 8.475| 0.993] 0.385| 0.623 78.01 0.064(15.625| 0.998| 0.313]| 0.396
29.01 0.115] 8.696] 0.993( 0.383| 0.614 79.01 0.063]15.873] 0.998( 0.312] 0.394
30.01 0.113| 8.850| 0.994] 0.380| 0.605 80.0] 0.063[15.873] 0.998( 0.311] 0.391
31.0] 0.110] 9.091] 0.994( 0.377| 0.596 81.0] 0.062]16.129] 0.998( 0.310] 0.389
32.0] 0.108] 9.259] 0.994( 0.375| 0.588 82.0] 0.062]16.129| 0.998| 0.310] 0.387
33.01 0.106| 9.4341 0.994] 0.373| 0.580 83.0] 0.061116.393] 0.998| 0.309] 0.385
34.0] 0.104] 9.615] 0.995( 0.370| 0.572 84.0] 0.061116.393] 0.998| 0.308] 0.383
35.01 0.103] 9.709] 0.995( 0.368| 0.565 85.01 0.060]16.667| 0.998| 0.307] 0.381
36.01 0.101| 9.901| 0.995] 0.366| 0.558 86.0] 0.060]16.667] 0.998( 0.307| 0.379
37.0] 0.099]10.101] 0.995| 0.364| 0.551 87.0] 0.060[16.667| 0.998| 0.306] 0.377
38.0] 0.098]10.204] 0.995( 0.362| 0.545 88.0] 0.059]16.949| 0.998| 0.305] 0.375
39.01 0.096(10.417| 0.995] 0.360| 0.538 89.0] 0.059]116.949] 0.998| 0.305] 0.373
40.0] 0.095]10.526] 0.995] 0.358| 0.533 90.0( 0.058]17.241] 0.998( 0.304] 0.371
41.0] 0.093]10.753| 0.996] 0.356( 0.527 91.0( 0.058]17.241] 0.998( 0.303] 0.369
42.0] 0.092]10.870( 0.996| 0.354( 0.521 92.0] 0.058(17.241| 0.998| 0.303| 0.368
43.0] 0.091110.989| 0.996] 0.353| 0.516 93.0( 0.057]17.544] 0.998( 0.302] 0.366
44.0] 0.089|11.236] 0.996] 0.351| 0.510 94.0( 0.057]17.544] 0.998( 0.301] 0.364
45.0] 0.088)11.364( 0.996] 0.349| 0.505 95.0]1 0.057(17.544] 0.998| 0.301| 0.362
46.0] 0.087|11.494| 0.996] 0.348| 0.501 96.0( 0.056]17.857] 0.998( 0.300] 0.361
47.0] 0.086|11.628| 0.996| 0.346( 0.496 97.01 0.056]17.857] 0.998( 0.299] 0.359
48.0] 0.085]11.765( 0.996] 0.345( 0.491 98.0]1 0.056(17.857| 0.998| 0.299| 0.357
49.0] 0.084|11.905| 0.996| 0.343| 0.487 99.0( 0.055]18.182] 0.998( 0.298] 0.356
50.0] 0.083]12.048] 0.997( 0.342| 0.482 100.0 0.055]18.182| 0.998]| 0.298| 0.354

Tabela 4.1 — Factores para a solug@o do problema de HERTZ (continuagao).
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Figura 4.5 — Abacos para a solugdo do problema de HERTZ .
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Figura 4.5 — Abacos para a solugdo do problema de HERTZ (continuagio).
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A penetracdo o, pode ser obtida a partir da expressao (4.36)

pO 3 Fn
= K = —
d=prakl) . m= o
3 F,
5:2”fbaK(e)= 3F”*a (e) p=2
E 2rabE k
5. 3F o K(e) = F,_ 3k K(e)
7l aE T ak 2
k
o = Ca‘ Fn >
T akE
(4.40)
C. - 3k K(e)
2

Os valores de Cs podem ser obtidos na tabela 4.1 ou no dbaco da figura 4.5, em fun¢do do

valor de A/B.

4.4 Contacto pontual circular

No caso do contacto entre duas esferas, como se mostra na figura 4.6, os raios de curvatura de

cada um dos solidos sdo iguais entre si, pelo que Ry, =R,y =R; € R> =Ry, =R>.

A area de contacto € circular, o que corresponde a uma elipse de contacto em que o eixo
maior e menor sdo iguais, isto ¢, a = b. Consequentemente, a elipticidade k£ € igual a / (k =

a/b)eeéiguala 0 (e’ =1-K).

Tendo em consideracao as definigdes de 4 e B (4.15), verifica-se que,

(1 1
A=B="|—+—— (4.41)
2R, R,
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Fn
Ry
r e Ro
AL
Figura 4.6 — Contacto entre duas esferas [4].
A distribuigao de pressado ¢ definida por (ver expressao 4.24)
V2
p(r) =poll - |r| <a (4.42)
a
e a area de contacto pela expressdo (ver 4.25),
2
r
(_j -1=0 (4.43)
a

Recorrendo a solucdo geral do problema de Hertz, verifica-se que a pressdo maxima de Hertz

e pressao média sdo definidas, respectivamente, por (ver expressoes 4.37)

3 F
Po= = 2
wa

F,

Pn= 2
wa

A dimensao a do raio da area de contacto Hertziana ¢ definida pela expressao (4.39)

o 3\/3k2Eﬂ(e) 3\/(,4 f;)E*

(4.44)
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ondek=1Iee=0,¢

/2 /2

E()=[\I-¢sin’0 do = [ do
0

z
2

Logo o raio da area circular de contacto ¢ definido por

3 F, % Po
A - I A — 44
¢ i/ 4 U+ BE 2 (4+BE (4.43)

A penetracdo ¢ definida no caso geral pela expressao (4.40),

_3kKle) F,

5 *
2 Tak

ondek=Iee=0,¢

7/2 72

de T

K(e)=| ———= = | dbf = —

b'- \I1—e? sin 6 '0[ 2

Logo a penetracdo vem dada por
F

s=3 T _ 42 (q4p)=E4P (4.46)

4 aE 2 E

4.5 Contacto linear

No caso do contacto entre dois so6lidos cilindricos, inicialmente em contacto ao longo das
respectivas geratrizes, as quais estdo orientadas segundo a direc¢do Y, o problema torna-se

bidimensional como se mostra na figura 4.7.

Quando submetidos a uma solicitagdo normal por unidade de comprimento W (W = Fn / (),
os dois cilindros originam uma area de contacto rectangular, com a forma de uma banda

muito estreita de largura 2a, e um comprimento ¢ igual ao dos dois cilindros em contacto.
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[75/138]

Figura 4.7 — Contacto entre dois cilindros [5].

Hertz analisou este problema tratando-o como o limite de um contacto eliptico, em que a

dimensdo b da elipse se tornou muito grande quando comparada com a (b = ¢/ 2 >> a).

Neste caso a elipticidade K (K = a/b) tende no limite para (. Atendendo a definicdo do

parametro M, dada pela expressdo (3.52)

1 N dw
M=5 ﬂaprJ.

o) b ]

e as expressoes (4.36), o parametro 4 ¢ definido por

A=

abp, 7 dw
)

P ) b o]

N . o ., 2 . .
Passando o parAmetro b para o denominador, e substituindo a variavel w por u” e o diferencial

dw por (2 u du), obtém-se

4 9P T dw
2E" 0 2 %
(2 )i(b +w]
a‘ +w 5 w
_apy N u du
" £ £ b? +u’ %
(a2+1/l2)j(b2]1/l2
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No limite quando b — <0, obtém-se

A= L R du

E 0 (a2+u2)%

B aE"

isto €, a semi largura do contacto Hertziano ¢ definida por

R
a=-L0_- ZxPo (4.47)

A4 E" E"

Num contacto linear a distribui¢do de pressao ¢ definida pela expressao

[ 2
p(x)z Po 1 _x_2 , |x| <a (4.48)
a

logo a solicitacdo normal por unidade de comprimento Fn/¢ deve igualar o integral da

distribuicao de pressao, isto ¢

+a +a 2 +a
! = jp(x)dx = jpmf]—x— dx = p—OI Va’ —x? dx
V4 az a
—a —-a —-a
F, B a
o Py

Atendendo ao resultado de a, dado pela expressao (4.47), obtém-se que

2 F . 2 F E"
Py = |- AE" = |2 (4.49)
T ! 7 ¢ R,

e, consequentemente,
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2 F 1 2 F R
g = |2 Ln R A M (4.50)
7 ! AE T ! E

A definicao da penetracdo o, também pode ser obtida recorrendo as expressoes (3.52)

1 T dw
L=3 ﬁabpoj

oo )2 )]

e (4.36), pelo que

S =

abpf ]9 dw
2E [(a2 +w)(b2 +w)w]%

~ . oo ., 2 . .
Passando o pardmetro b para o denominador, e substituindo a variavel w por u” e o diferencial

dw por 2 u du, obtém-se

S - ap*o .[ u du :
E (a2+u2)(b2b+2u2]u2 é

No limite quando b — <, obtém-se

0

5 = 2P0 du
£ )

isto €, a penetracdo ¢ definida por

5= 420 {[m (i a7+ )]

E

— In a} (4.51)

u=

Este resultado indica que, no caso de um contacto linear os deslocamentos eldsticos dos
pontos da superficie u,; e u,, , e portanto também & = u,; +u,; , dependem de uma

referéncia localizada no infinito. A dependéncia em relacdo a essa referéncia no infinito ja

tinha sido demonstrado no paragrafo 2.3.
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CAPITULO 5

TENSOES NO INTERIOR DE SOLIDOS EM CONTACTO

5.1 Tensodes no interior de sélidos em contacto pontual

A teoria de Hertz, apresentada no Capitulo 4, estd baseada em determinadas hipoteses, as
quais determinam e condicionam o estado de tensdo no interior de cada um dos solidos em

contacto. Convém pois recordar essas hipoteses de base:

1) o material dos solidos em contacto tem um comportamento homogéneo,

isotropico e linear elastico, de acordo com a lei de Hooke;

i1)  os solidos sdao de revolucdo, as suas superficies sdo continuas e contraformais,
sendo conhecidos os seus raios principais de curvatura na vizinhanga do ponto

inicial de contacto;

i) a solicitagdo aplicada ¢ puramente normal, e as superficies ndo transmitem

traccdes tangenciais (superficies sem atrito);

iv) as dimensdes da area de contacto sdo pequenas quando comparadas com as

dimensoes de cada um dos so6lidos em contacto;

vi) as dimensdes da area de contacto sdo pequenas quando comparadas com as

dimensdes dos raios de curvatura equivalentes;
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vii) os solidos, para efeitos da determinacdao dos deslocamentos locais, podem ser
considerados como semi-espacos eldsticos, submetidos a uma solicitagdo

normal, aplicada sobre uma pequena érea eliptica da sua superficie plana.

Partindo do pressuposto de que os s6lidos em contacto se comportam como semi-espagos
elasticos, como postulou Hertz, entdo a teoria de Boussinesq, anteriormente apresentada
(capitulos 2 e 3), fornece a solugdo para o estado de tensdo no interior dos so6lidos em

contacto.

No caso mais geral, a uma distribuicdo de pressdo elipsoidal que actua sobre uma area de
contacto eliptica (ver paragrafo 4.3.1), corresponde um estado de tensdo muito complexo, ¢ de
dificil representagdo analitica. No entanto, ¢ possivel expressar essas tensdes segundo
determinadas direc¢des preferenciais, ao longo das quais as tensdes atingem os seus valores

mais representativos.

5.1.1 Tensoes principais segundo OZ

No caso de um sélido submetido a um contacto do tipo Hertziano, as tensdes ao longo do eixo
OZ sao tensdes principais, em consequéncia da simetria geométrica e de solicitagdo de
contacto que ocorre segundo esse eixo. Tal implica também que ao longo do mesmo eixo as

tensdes de corte sejam nulas [1, 2, 3].

Essas tensdes principais segundo OZ sao definidas pelas seguintes expressdes (ver equacoes

3.55¢3.56):

Oy 2a ( ,
= Q. -vQl)
Po 62b X X
Tw 24 (o _vay) (5.1)
2 y y
Po e’ b
o a [1-T7

onde
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2 == (1-1)+ C[Fg.e)- E(poe]

Q=1 —[bZZT] +¢ {%E(cé,e)— F(f/ie)}

a a

Q, = é{#) - {bZZT j+ ¢ l:%E(&e) - F(¢,e)} (5.2)

Q,==1+T +¢ [Flpe)-E(pe)

5 5 1/2
T:[&] K é’:%:cot¢

b’ +z°

Na figura 5.1 esta representada a distribuicdo das tensdes principais ao longo do eixo OZ, para
um contacto pontual Hertziano, onde a razdo 4/B = 1.24, e a qual corresponde uma

elipticidade k£ = a/b = 0.866. As tensdes principais sdo de compressao.

A analise da figura 5.1 mostra que as tensdes principais, Oy, O,y € Oz , atingem o seu valor
maximo na superficie (Z = 0, e no centro da superficie de contacto), decrescendo,

progressivamente de valor & medida que a profundidade z aumenta.

A tensdo principal de maior intensidade ¢ o.. , qualquer que seja a profundidade considerada,

pelo que oz = Oy -

Oméx = Po = Ccr Gre‘f

3k 1
Co=— — (5.3)
/4 Ca

O =a(A+B)E"

Para o caso considerado (4/B = 1.24) obtém-se que Cy = 0.67 € 1080 Gingx = 0.67 Oy .

As tensoes, oy, € 0y, também atingem o seu valor maximo na superficie (Z = 0) sendo as suas

intensidades sempre inferiores a o, .
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r
kz/a o, -

/ Oyz
0.8
1.0 i /
1.2

iy

1.6
K=0.866 Tensdes de
A/B=1.24 compressio
séo negativas
1.8
2.0

Figura 5.1 — Distribui¢cdo das tensdes, no interior de um sélido em contacto, ao longo do eixo OZ
(v=10.25) [3].
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5.1.2 Tensoes de corte principais

A figura 5.1 mostra que as tensoes oy, € 0y, diminuem de intensidade com a profundidade z/a
muito mais rapidamente do que o. . Consequentemente, a tensdo de corte maxima, definida
de acordo com o Critério de Tresca

T = (O-mdx = O min )

l\>|\.

vai atingir o seu valor maximo a uma determinada profundidade Z; abaixo da superficie, como

representa a curva 7 da figura 5.1. O valor maximo da tensdo de corte maxima €, entdo, igual
= )

a 3 O'ZZS — O'yys .

Para o exemplo apresentado, ao valor de 4/B = 1.24 corresponde o valor de zuae = 0.22 Gy

para uma profundidade Z; = .57 a. No caso geral, o valor médximo da tensdo de corte maxima

pode ser definido por

Tmax = Cz’ O-ref

(5.4)
t4 =C, a(A+B)E"
e a profundidade a qual ocorre essa tensdo de corte maxima, Z; ,é definida por
Z;=Cz a (5.5)

Os valores de C; e Cz podem ser obtidos a partir dos abacos representados nas figuras 5.2 e

5.3, uma vez determinado o valor de A/B para os dois solidos em contacto.

Considerando o Critério de von-Mises, pode-se obter a tensdo de corte octaédrica maxima

definida por

Toct = g\/(o-xx ~— Oy )2 + (O-yy - O-zz)z + (o-zz ~ Oxx )2

a qual atinge o seu valor maximo para a mesma profundidade Z; abaixo da superficie a qual

actua a tensdo de corte maxima, como mostra a curva 7,., da figura 5.1.
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Para o exemplo apresentado, ao valor de 4/B = 1.24 corresponde o valor de 7,.,; = 0.21 s .

No caso geral, o valor maximo da tensao de corte octaédrica pode ser definido por

oct _
Tmax = CG O ef

%4 —=Ci; a(A+B)E"

(5.6)

O valor de Cg pode também ser obtido a partir dos dbacos representados nas figuras 5.2 e 5.3,

uma vez determinado o valor de A/B para os dois solidos em contacto.
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Figura 5.2~  Abaco para a determinagdo dos coeficientes das deformagdes e das tensdes para dois
solidos em contacto (4/B<200) [3].
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Figura 53—  Abaco para a determinaciio dos coeficientes das deformacdes e das tensdes para dois
solidos em contacto (4/B>200) [3].
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5.1.3 Tensdo de corte ortogonal

Nos paragrafos anteriores apenas foi analisada a distribuicdo das tensdes ao longo do eixo OZ
(x = 0 e y = 0), tendo-se verificado que a tensdo de corte maxima e a tensdo de corte
octaédrica maxima ocorrem no interior dos solidos em contacto, em pontos equidistantes do
plano tangente comum, e situados sobre uma linha perpendicular & superficie do contacto que
passa pelo seu centro. Os valores destas tensdes sdo significativos para os critérios de avaria

ou falha associados a inicia¢ao da deformagao plastica do material.

No entanto, os valores significativos das tensdes associados as avarias de fadiga em
rolamentos, parecem estar associados a outros tipos de tensdes tangenciais que actuam em

planos perpendiculares e paralelos a superficie de contacto.

As tensdes 7. € 7. actuam em planos perpendiculares ao eixo OZ, e sdo designadas por
tensOes de corte ortogonais, ja que também actuam em planos que sdo ortogonais com a
superficie de contacto, como se mostra na figura 5.4. As tensdes de corte ortogonais tém valor

nulo em qualquer ponto do eixo OZ, onde 7, ocorre.

Figura 5.4 —Tensoes de corte ortogonais 7. € 7;. [3].
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Considere-se o contacto entre os dois toroides representado na figura 5.5. Os dois so6lidos
rolam um sobre o outro, sendo OX a direc¢do de rolamento, ¢ um dos eixos da elipse de

contacto coincide com essa direc¢do de rolamento.

Na figura 5.5 estd também representada a variacdo da tensdo de corte ortogonal 7.
correspondente a um ponto P, do interior de um dos so6lidos em contacto, que durante o
movimento de rolamento se aproxima da superficie de contacto, passa sob ela e se afasta.
Durante esse movimento de rolamento a tensdo 7, em P vai aumentando até atingir um valor
maximo positivo (para xp & a), comega a decrescer tendo valor nulo no centro do contacto,
continua a decrescer atingindo um valor méximo negativo (para xp ~ -a), e finalmente

aumenta rapidamente tendendo para 0. Logo,

max

T, =T,, parax,=a,

. =0, para x,=0;
min __ ~

T, = -—T,, para x,=-—a.

+05 -
! X2
-1 +
T'Xleo
-05
2
Figura 5.5—  Varia¢do da tensdo de corte ortogonal 7, ao longo da direc¢do de rolamento no

contacto entre dois toroides [3, 4].
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Embora 7 seja sempre inferior a 7,4, , a gama de variagdo da tensdo de corte ortogonal, para
um determinado ponto do interior de um dos sélidos em contacto, ¢ igual a 27y , o que na

maioria das aplicagdes correntes € superior a gama de variacdo de Zy.

Refira-se ainda que 7" pode ser superior a 7 , contudo ndo muda de sinal durante o

movimento de rolamento e portanto a gama de varia¢do de 7. € igual a 7). A gama de

variacdo da tensdo de corte ortogonal ¢ considerada muito importante para a fadiga por

contacto de rolamento.

As tensoes de corte ortogonais podem ser determinadas a partir das seguintes expressoes:

3F "
r o= - "g:—a(A-I-B)Ek—Q:—o'M kQ
27b E(e) * E(e)
3F R .
T S R
2ra k E(e) " kE(e)
onde
-3/2 -1)2
mﬁ ERPE: , Y
= 1+ — | — ke +—
Q =
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Os valores maximos de 7. € 7,. ocorrem nos planos de simetria ¥ = 0 e X = (. Para o plano

Y = 0, obtém-se

r. = —a(4+ByE KUV=0
E(e)

Xz

) —a(A+B)E"M
g k E(e)

N
I

A determinagdo da localizag¢do do ponto P, em particular da profundidade em relacdo a
superficie de contacto onde ocorre 7), € da intensidade de 7y , dependem de vérios factores,
em particular da elipticidade e da orientacdo da elipse de contacto em relagdo a direcc¢do de

rolamento, isto €, em fun¢do do parametro k’

= dimensdo da elipse de contacto segundo a direc¢do de rolamento
dimensdo da elipse de contacto segundo a perpendicular a direc¢do de rolamento

A variagdo da intensidade da tensdo de corte ortogonal maxima 7 com &’ é representada pelo
parametro C7y da figura 5.6, e a variag¢do da profundidade z, , a qual ocorre a tensdo de corte
ortogonal maxima, com k’, € representada pelo pardmetro Cy da figura 5.7. Os valores de 7 e

zg sdo definidos pelas seguintes expressoes (onde a < b):

27, =C,,a(A+B)E", k'<1 (se a = direc¢do de rolamento);

(5.7
27, =C.,b(A+B)E", k'>1 (se b = direc¢do de rolamento).
Z, =C,a, k'<1 (se a = direc¢do derolamento);

(5.8)
Z, =C, b, k'>1 (se b = direc¢do derolamento).
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Figura 5.6 — Coeficiente Cr para a determinagdo da tensao de corte ortogonal maxima [3].

0.5

(/ 20

N

03 AN

0.2

0.1 —Rolling direction Rolling direction

—~ — |
03 - O :
L ek |-20]
0 1 2 3 4
e=a/b u e=bl/a

Figura 5.7 — Coeficiente Cy para a determinagdo da profundidade para a qual ocorre a tensdo de
corte ortogonal maxima [3].
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As avarias de fadiga, em solidos submetidos a solicitacdes de contacto de rolamento,
dependem da gama de variacdo da tensdo de corte ortogonal maxima, 27 . Contudo, o valor
de 27 necessario para atingir a fadiga de rolamento num determinado ntimero de ciclos nao ¢
igual ao valor da tensdo de corte maxima necessario para atingir a fadiga, no mesmo ntimero
de ciclos, em provetes de tor¢do alternada, os quais sdo frequentemente utilizados para avaliar

as propriedades de fadiga de um dado material.

De facto, o contacto de rolamento, produz um campo hidrostatico de tensdes compressivas
muito elevadas, que favorecem a resisténcia do material contra a avaria de fadiga superficial.
Usualmente, determina-se o valor de 2ty necessario para atingir a fadiga de rolamento num
determinado nimero de ciclos, para uma determinada orientagdo da elipse de contacto e para
um determinado valor da elipticidade & = a/b (portanto um determinado valor de k),
assumindo que num outro problema de fadiga de rolamento, com diferente valor de £’, a

fadiga ocorrerd para o mesmo numero de ciclos quando 27, tiver a mesma intensidade.

0.5

0.4 ~ 7

0.3

0.2

0.1

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
e=a/b u e=b/a

Figura 5.8 —Razdo 27, /o

max

em fungdo de £’ [3].
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Uma vez que o valor de o, = po € normalmente calculado em todos os problemas de

contacto, ndo é necessario determinar 7 , se a 1azdo 27 /0,4

= 21y/py for conhecida

em func¢do do pardmetro k’, como se representa na figura 5.8, para um valor de v=10.25 .

Para ilustrar o significado e utilidade da figura 5.8, analise-se o contacto entre dois cilindros
que rolam um sobre o outro, sem escorregar, até surgir uma avaria de fadiga de contacto. Num
contacto linear como o considerado, o eixo maior da elipse de contacto b , € muito grande
quando comparado com o eixo menor a , podendo-se considerar que £’ = 0 . Segundo a figura

5.8 obtém-se que 27, /o =0.5.

max 1
Supondo que os toroides representados na figura 5.5 sdo feitos do mesmo material que os
cilindros anteriormente referidos, € que os seus raios de curvatura sdo tais que k’ = 1.3,

obtém-se através da figura 5.8 que 27 /0, 2> = 0.4.

Se os nimeros de ciclos, ao fim dos quais os cilindros em contacto e os toroides atingem uma
avaria de fadiga, forem iguais, entdo a variagdo da tensdo de corte ortogonal maxima 27 a

que estdo submetidos também ¢ idéntica, pelo que G2 = 1.25 Omaxi -

Este resultado supde que a resisténcia a fadiga do material ¢ a mesma para os dois tipos de
contacto e de solicitagdo. Na realidade tal ndo ¢ totalmente verdadeiro por causa do efeito de
escala ou de volume. No caso do contacto entre os dois cilindros o volume de material sob
tensdo ¢ muito maior que no caso do contacto entre os dois toroides, e portanto a sua
resisténcia a fadiga deverd ser bastante superior. Logo, a intensidade de 27, para os toroides
deve ser maior que a dos cilindros para que a fadiga de contacto ocorra no mesmo niimero de

ciclos. O resultado obtido, G2 = 1.25 Omaxr , € portanto um valor conservador.
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5.2 Tensoes no interior de solidos em contacto linear

No capitulo 4 (paragrafo 4.5) foi analisado o contacto entre dois cilindros, cujos eixos sao
paralelos entre si, e que originam, apds solicitacdo, uma superficie de contacto rectangular,
com a forma de uma banda muito estreita de largura 2a e um comprimento A igual ao dos

cilindros.

Considerando as hipoteses de Hertz referidas anteriormente, ¢ em particular que os s6lidos,
para efeitos da determinagao dos deslocamentos locais, podem ser considerados como semi-
espacos elasticos, submetidos a uma solicitagdo normal, aplicada sobre uma pequena banda
infinitamente longa, entdo a teoria de Boussinesq, anteriormente apresentada (capitulos 2),
fornece a solugdo para o estado de tensdo no interior dos solidos em contacto. Em qualquer do

interior de um dos s6lidos em contacto as tensdes aplicadas sao definidas por

2 2 2
%:_QAE*A{Z[CI +22°+2x ¢1_2_;z_3x¢2ﬂ
T a a

T a

« 2V a’+z2+x? T
o, = —-aAFE —{z(—(ﬁl —;—2x¢2

(5.9)

. =—adE L[z (ag - xp,)]
T

t.=-aAdE %(zzqﬁz) r, =17,.=0
onde
7(M+N)
¢ =
MN\2M N+2x*+22> -24°
7(M—N)
¢, =
MN\2MN+2x*+22>-24d°
M = (a+x)2 +z° N = (a—)c)2 +z°
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Embora menos complexa do que no caso de um contacto pontual, a distribuicdo de tensdes no

interior de um so6lido em contacto linear, ainda nao ¢ de interpretacdo simples. Em seguida

sdo apresentadas as distribuicdes de tensdes segundo determinadas direcgdes preferenciais.

5.2.1 Tensoes principais segundo OZ

As tensdes ao longo do eixo OZ sdo tensdes principais, em consequéncia da simetria

geométrica e de solicitagdo de contacto que ocorre segundo esse eixo, como no caso do

contacto pontual, e logo as tensdes de corte também sdo nulas ao longo do mesmo eixo.

Entdo, segundo o eixo OZ

i 2
Z2 z
e
. a a
Oy, = —aAFE 5
]+(Z)
a
ZZ z
c. =—adE 2v|l+ - =
. 2] -
o, =—-aAdE !
o)V
]+(j
a
Ty = Tgy = Ty = 0

(5.10)
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Na figura 5.9 mostra-se a variagdo das tensdes principais ao longo do eixo OZ, para o caso de
um contacto linear submetido a um estado plano de deformagdo (g, = 0). Verifica-se
novamente que as tensdes oy € 0;, diminuem de intensidade com a profundidade mais

rapidamente do que o, .

) —~ a+p- a~
N
O’Z \\ T y 94
\\

\ 3a

/’

7

Figura 5.9 — Tensdes principais ao longo do eixo OZ, para um contacto linear [2].

Tal como no caso de um contacto pontual, € possivel calcular os valores maximos das tensdes
principais ao longo do eixo OZ, assim como da tensdo de corte maxima e da tensdo de corte

octaédrica maxima, e a profundidade a qual ocorrem.

5.2.2 Valores maximos das tensoes segundo OZ

A andlise das expressoes 5.10 e da figura 5.9, mostra que as tensdes principais segundo o €ixo
OZ atingem os seus valores mais elevados (de compressao) na superficie de contacto (z = 0),

tendo os seguintes valores:
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O x = —aAdE’
o, =-2vadE (5.11)
O, = —-aAdE"

A tensdo de corte, segundo o Critério de Tresca, ¢ definida por 7= % (Gax — Omin), @ qual até
uma determinada profundidade ¢ dada por 7 = % (0. — 6;,) € partir dai por 7= 7 (0. — O ,

e dependendo do valor de v.

Substituindo os valores de o, € oy, na expressdao de Tresca, calculando a primeira derivada
em ordem a z da expressdo resultante e igualando a 0, obtém-se a profundidade para a qual a

tensdo de corte atinge o seu valor maximo.

Tal profundidade ¢ definida por Z; , sendo igual a:

Z. = +0.7861 a (5.12)

A esta profundidade as tensdes principais sao definidas por

—0.1856 a A E"

Gxx =
oy, = —09718 va A E
. =—0.781 a A E"

zz

pelo que a tensdo de corte maxima toma o seguinte valor

1 *
Twix = (6, —0,)=0.300 a 4 E"=0.3 p, (5.13)

Considerando o Critério de von-Mises, em alternativa ao critério de Tresca, obtém-se a tensao

de corte octaédrica maxima, a qual toma o seguinte valor

ot ~0.270 a A E" =0.27 p, (5.14)

Tmdx

e actua a mesma profundidade Z; que a tens@o de corte maxima.

A tensdao de corte maxima pode ser calculada em qualquer ponto do interior dos solidos,
usando as expressoes (5.9). A figura 5.10 mostra as “isobéricas” dos pontos do interior de um

solido em contacto, submetidos ao mesmo valor de tensdo de corte maxima.
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A analise da figura mostra que a tensdo de corte méxima atinge o seu valor mais elevado

sobre o eixo OZ e a profundidade Z; anteriormente referida.

~1.0 a/p, 0 0.5 1.0 1.5 x/a
Illll ||||i|15r=1||v}|1—b
Ux/pO
0.5 \
oZ
Po
1.0
8!
Po
1.5
2.0
|
\ |
a

Figura 5.10 — Linhas “isobaricas” da tensdo de corte maxima (7,./po) no interior de um solido em
contacto linear [1].

5.2.3 Tensdo de corte ortogonal

As expressoes (5.9) permitem também determinar o valor da tensao de corte ortogonal 7. , em

qualquer ponto do interior dos so6lidos, obtendo-se

2
szz—aAE* = (M_N)
MNJ(M + NY —4d
(5.15)
M = (a+x) +z° ; N = (a—x) +z°

A figura 5.11 mostra as “isobaricas” dos pontos do interior de um sé6lido em contacto linear,
submetidos ao mesmo valor de tensdo de corte ortogonal. A analise da figura mostra que a
tensdo de corte ortogonal, tal como no caso de um contacto pontual, apresenta um maximo
positivo e um maximo negativo designado por ) os quais ocorrem nos pontos de coordenadas

/xa/ =0.85a ezy=0.42 a, definidos do seguinte modo
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Y0/ = 0.85
M 1 =0.250 a A ET =0.25 p,
20/ =0.42
e (5.16)
x% = —0.85
M = 7, =-0.250 a A ET =—0.25 p,
ZOQ =0.42

Yz/a

Figura 5.11 — Linhas “isobaricas” da tensdo de corte ortogonal (z./py) no interior de um soélido em
contacto linear [5].
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[99/138]

5.2.4 Variacdo das tensoes durante um ciclo de carga

A variacdo das tensdes num mesmo ponto durante um ciclo de carga, ¢ muito relevante para a

determinagdo das solicitagdes varidveis a que o sélido em contacto estd submetido, ¢ para o

seu dimensionamento em termos de resisténcia a fadiga.

A figura 5.12 mostra a variacao das tensdes mais relevantes durante um ciclo de carga, de um

ponto do interior de um sélido em contacto linear, situado a profundidade z/a = 0.5 . As

variagdes mais importantes sdo as seguintes:

Ao

XX

Ao

zz

AT

mdx

AT

Xz

=035a AE" =035p, (compressio )
=09aAE =09 p, (compressio )
=03aAE =03p,

=045 a AE" =045 p,

sendo evidente a importancia da variacdo da tensdo de corte ortogonal.

+1

g, /p,
zY 02 04 06 08 1 .
+ t ; : +05 +
ThiP, Oy/p,
UX-IPO Uzlpo %/po
05 +-—\/S~--—-—-——f-—————— - R
-1
\_/
0,78 Tyz/P,
10 -0,5

Figura 5.12 —

+*

— = X/a

-

Variagdo das tensdes durante um ciclo de carga, de um ponto do interior de um

solido em contacto linear, situado a profundidade z/a = 0.5 [4].
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53 Tensoes no interior de sdélidos em contacto linear — solicitacoes normal e

tangencial

Nos paragrafos precedentes analisou-se o estado de tens@o no interior de sdlidos em contacto
quando submetidos a solicitagdes puramente normais a superficie de contacto. No entanto, a
forca normal ¢ frequentemente acompanhada de solicitagdes tangenciais (de atrito) que
resultam da cinematica relativa das superficies dos solidos em contacto, como, por exemplo,

no caso do contacto entre os dentes de uma engrenagem cilindrica de dentado recto.

A solicitagdo tangencial, ou de atrito, desenvolvida actua no plano da superficie de contacto e

¢ perpendicular a solicitagdo normal, como exemplificado na figura 5.13.

A presenca da solicitacao tangencial, introduz alteracdes significativas no estado de tensao no
interior dos solidos em contacto, que se traduzem numa modificagdo da intensidade das
tensdes, da natureza (compressdo / traccdo) das tensdes em presenca, ¢ da localizacdo dos

pontos de tensdo maxima.

Figura 5.13 —  Contacto linear entre dois s6lidos submetidos a solicita¢cdes normal e tangencial [3].
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A presenga da for¢a de atrito, provoca um aumento significativo dos valores maximos das
tensdes instaladas, aumento esse que esta directamente relacionado com a razao entre a forga

de atrito e a forca normal, isto ¢ o designado coeficiente de atrito.

A for¢a de atrito altera a natureza das tensdes que deixam de ser exclusivamente de
compressdo passando a tensdes de compressdo e tracgdo. Essas tensdes de traccdo embora
pequenas, como no caso de um contacto bem lubrificado, podem tornar-se suficientemente
grandes devido a concentracdo de tensdes resultante das irregularidades superficiais ou das
pequenas fendas microscopicas normalmente presentes numa superficie real. Estas tensdes de
trac¢do, quando analisadas em conjunto com muitos outros factores envolvidos (desgaste, nao
homogeneidade do material, tipo de lubrificacdo, ...) ajudam a explicar porque razao uma
fenda ou fissura se pode desenvolver até atingir a superficie de contacto, como se observa nas

superficies dos dentes de engrenagens e de pistas de rolamentos.

Finalmente, a forca de atrito também ¢é responsavel por alterar a localizacdo do ponto onde
actua a tensdo de corte maxima, o qual se move do interior do sélido em contacto, para a
respectiva superficie de contacto. De facto quando o coeficiente de atrito ¢ maior ou igual a

0.1, este ponto estd localizado na superficie de contacto.

Tendo em consideragdo a figura 5.13, verifica-se que a distribui¢do das tensdes no inteiro de
cada so6lido em contacto, na presenga de uma solicitacdo com componentes normal F), , e
tangencial F; (F; = u F,), ¢ definida pelas expressoes (5.17) onde u representa o coeficiente

de atrito.

5.3.1 Tensoes principais segundo OZ

A tensdo o;, ¢ uma tensdo principal, j4 que o estado de tensdo a que estdo submetidos os
solidos em contacto, pode ser considerado como um estado plano de deformagdo
(frequentemente) ou um estado plano de tensdo. Consequentemente, 7., € 7,. sdo tensdes

nulas. Designe-se o, por o3 .
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. 2 + 2 + 2
o, =-aAE L{z(a 2zt q01—2—7z—3x¢2J+
T a a

+,u[(2x2 _24° _222)(02 + 27x +2_X(az -x? -ZZ>(01:|}

*2 2+ 2+ 2
o = adE f{z[u%-g-zwzj N

* ]
0. =-adE ;[Z(aco, -xp,)+ uz’p, |

V4 a a

T, = 7. = 0 (5.17)
onde
(M +N)
¢ =
MNA2MN+2x2+22% 24
(M —-N)
¢ =
MNA2MN+2x2 4227 -2a°
M = (a+x) +z° N = (a—x)2+22

No entanto as tensdes oy, € 0, ndao sao tensoes principais devido a presenca da tensao de corte
ortogonal 7, . Designem-se as restantes tensdes principais por o; € o3 , as quais podem ser
determinadas a partir do conhecimento de oy, , 0. € 7, em cada ponto da sub-superficie de

um solido em contacto.

Na figura 5.14 mostram-se as distribui¢des das tensdes principais o; , 0z € 03 , segundo a
direc¢do x, para pontos da superficie do s6lido e pontos situados a profundidade z = a/4,

calculadas considerando um coeficiente de atrito igual a 7/3 = 0.333.

Jorge H. O. Seabra FEUP Setembro de 2003



Tensées no interior de solidos em contacto [103/138]

Coeficiente de atrito = 1/3

04

superficie
- profundidade: z =a/4

o=aAL*

TR N
Compression N

-4 -3 -2 -1 0 +1 +2 +4
— /0
c -0.8
Coeficiente de atrito=1/3 & 92
@ superficie
E- - = projfundidade: z =a/4
3

-4 -3 —2 -1
L ] | -~ [ |
————— e " +1 +2 +3 +4
.‘2: x/a
g — +0.4
‘_
o
— +0.8 {
——0.8
a3

Coeficiente de atrito = 1/3

— 0.6 — SUDETICTE
- = profundidade: z = a/4

A

Compression

s +1 +2 +3 +4
§ —+0.2 e
— +0.4 *O-

Figura 5.14 — Efeito da for¢a tangencial sobre as tensdes principais no interior do sélido [3].
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Cada uma das tensdes principais apresenta o seu maximo na superficie do sélido em contacto,
a uma distancia aproximadamente igual a a/3 do centro do contacto, no sentido da forca de

atrito. Os valores maximos correspondentes sao

o, =-140a AE"
o, =-072a AE" (5.18)
o3 = —053aAdE"

Verifica-se assim que a forca de atrito correspondente a um coeficiente de atrito de //3

provoca um aumento da tensdo principal méxima de compressao de 40 por cento.

A figura 5.14 mostra também que as tensdes principais o, € o3 sdo de trac¢do junto ao limite
da area de contacto no sentido oposto ao da forca de atrito, isto €, para x/a = -1. Os valores

maximos destas tensdes de trac¢cdo ocorrem na superficie, sendo respectivamente iguais a

o; = 0.000
o, =0.667 a AE" (5.19)
o3 =0.167 a A E"

A presenca de tensdes de traccdo junto a superficie ajuda a compreender a ocorréncia de
avarias superficiais de fadiga por “pitting”, por exemplo nas pistas dos rolamentos e nos
flancos activos dos dentes de engrenagens, provocadas pelas solicitagdes ciclicas a que estdo

submetidos.

5.3.2 Tensdo de corte mdaxima

Uma vez determinadas as tensdes principais em qualquer ponto da superficie de contacto do

solido, a tensdo de corte maxima pode ser definida por

Tt = é(a, ~0;)=-043 a A E" (5.20)

max
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De modo a determinar se este valor ¢ ou ndo o valor maximo da tensdo de corte ¢ necessario
calcular as tensdes de corte em todos os outros pontos, em particular nos pontos da sub-
camada Hertziana, imediatamente abaixo da superficie de contacto. Em cada ponto do so6lido

podem-se determinar 3 valores extremos da tensdo de corte

1
7] =5(01—03)

I
T, = 3(01 - 0,) (5.21)
5 =L (o, - a3)
3 P 2 3

Na figura 5.15 mostram-se as distribui¢des das tensdes de corte 7; , 72 € 73 , segundo a
direc¢do x, para pontos da superficie do solido e pontos situados a profundidade z = a/4,

calculadas considerando um coeficiente de atrito igual a//3 = (0.333.

A andlise da figura 5.15 mostra que as tensdes de corte a superficie sdo sempre superiores as
correspondentes tensoes a profundidade z = a/4. No entanto no caso da tensao de corte 7, , 0

valor maximo ocorre para a profundidade z = a/4 , sendo 7, = 0.36 a A E*.

5.3.3 Tensdo de corte octaédrica mdaxima

Na figura 5.16 esta representada a distribuicdo da tensdo de corte octaédrica 7,. segundo a
direc¢do x, para pontos da superficie do solido e pontos situados a profundidade z = a/4,

calculadas considerando um coeficiente de atrito igual a /3 .

O valor méximo da tensdo de corte octaédrica ocorre na superficie, no mesmo ponto onde se

observam a tensdo principal maxima e a tensdo de corte maxima, sendo o seu valor

e =0.37 adE" (5.22)

max
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Coeficiente de atrito = 1/3

c=p —aALE*

O

T
superficie
- = profundidade: z =a/4

——— /V(T \\ -
E==o=— \ I
—0.4 —0.3 —0.2 —0.1 0 +1 +2 +3 +4
0.4 — X/ ——-
— Tz
/ \\ superficie
\ —— =profundidade: z =a/4
\
1
\

+2
x/q —-
T3

superficie
—— = profundidade: z =a/4

Figura 5.15 — Efeito da forga tangencial sobre as tensoes de corte no interior do sélido [3].
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0.4 — (o2 T

oct

superficie
-~ = profundidade: 2=a/4

Coeficiente de atrito = 1/3

C=aALE*

T NN S

-4 -3 -2 -1 0 +1 +2 +3 +4

Figura 5.16 — Influéncia da forga tangencial sobre a tensdo de corte octaédrica no interior do so6lido [3].

5.3.4 Influéncia do coeficiente de atrito

O valor do coeficiente de atrito determina o valor da forca tangencial ou de atrito, para uma
determinada for¢a normal aplicada ao contacto entre os dois s6lidos. Consequentemente, os
valores da tensdao principal maxima e da tensdo corte maxima também vao depender do

coeficiente de atrito.

A influéncia do coeficiente de atrito sobre as tensdes mais importantes esta representada na

tabela 5.1.

Tabela 5.1 — Influéncia do coeficiente de atrito sobre o valor das tensdes no interior de um so6lido em
contacto linear [3].

Coeficiente de atrito - u 0 /12 1/9 1/6 1/3
Tipo de tensdo Localizacao Valor das tensoes / tensdo de referéncia™
Tensao de traccao xla=-1 0 212 20 26 23
principal maxima
Tensdo de compressdo | /-3 1 -109  -1.13 <119 -1.40
principal mdaxima
Tensao de corte maxima / 0.300 0.308 0310 0.339 0.435
Tensdo de corte
/ 0272 0.265 0255 0.277 0.368

octaédrica maxima

*tensdo de referéncia: o, =py =a A E*
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A tensdo de corte ortogonal ¢ pouco influenciada pelo coeficiente de atrito. A figura 5.16
mostra a variacdo da tensdo de corte ortogonal segundo x, para um valor do coeficiente de

Poisson de 0.285 e para a profundidade z/a = 0.435,.

- v=0285
z/a=0.435
02 F T\ s
s _~ K % 2710
b
b = | \ xla
L 1 i A } 1 i |
-1.5 -1 —0.5 0.5 1 15 -
a
a- 4=00 270 - :
b- u=00I -0.2

5

c- u=002 ~ T

Figura 5.17 — Influéncia do coeficiente de atrito sobre a tensdo de corte ortogonal no interior do solido [6].

Verifica-se que os valores dos maximos positivo e negativo da tensdo de corte ortogonal sao
ligeiramente alterados por influéncia do coeficiente de atrito, mas que a maxima variagao

dessa tensao de corte ortogonal permanece constante, isto €

max

.. =719 >025 p,
M = ) < —0.25 p, (5.23)
At =0.50 p,

Jorge H. O. Seabra FEUP

Setembro de 2003



Tensdes no interior de solidos em contacto [109/138]

5.3.5 Variacdo da tensdo de corte durante um ciclo de carga

Na andlise do comportamento a fadiga de dois s6lidos em contacto, ¢ importante conhecer a

gama de variagdo da tensdo de corte segundo um determinado plano e numa dada direc¢ao.
Na auséncia de atrito a variagdo da tensdo de corte ortogonal maxima é Az~ =0.50 p,.

Esta gama ¢ superior a da tensdo de corte maxima a Az,

=0.30 p, eadatensdo de corte

octaédrica maxima Azo% = 0.27 p,.

Verificou-se no paragrafo anterior que o coeficiente de atrito ndo influéncia a variacdo da
tensao de corte ortogonal maxima, mas afecta muito significativamente as gamas de variagao

da tensdo de corte maxima e da tensdo de corte octaédrica maxima.

A figura 5.18 mostra os valores das tensdes principais e respectivas direc¢des principais, num
ponto O da superficie de um sélido em contacto linear, que se aproxima da superficie de

contacto, passa sob ela e se afasta, considerando um coeficiente de atrito de /3 .

Os valores maximos da tensdo de corte e da tensdo de corte octaédrica ocorrem para a

localizagdo do ponto O definida pela figura 5.18.D, onde ¢

max

=0.43 p, , para uma

direc¢do principal que faz um angulo de 36° com a vertical. Em relacdo a esse plano principal

de corte as variagdes da tensdo de corte maxima e da tensdo de corte octaédrica maxima sao

respectivamente iguais a Az, = 0.63 p, e Ar’S. =0.53 p, .

No entanto, analisando a variagdo da tensdao de corte maxima entre as posicoes B ¢ H

constata-se que essa variagdo € igual a A4z, ., =0.63 p, , sendo, portanto, superior ao que

se passa no plano inclinado a 36° referido anteriormente.

A principal conclusdo € pois que a actuacdo de uma forga tangencial ou de atrito sobre a
superficie de contacto, aumenta a probabilidade de ocorréncia de uma avaria de fadiga, em

particular se o valor do coeficiente de atrito for importante.
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Figura 5.18 — Valores das tensdes principais e respectivas direcgdes principais, de uma superficie de
contacto que se move em relagdo a um ponto O fixo [3].
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CAPITULO 6

INFLUENCIA DA RUGOSIDADE DAS SUPERFICIES EM
CONTACTO

6.1 Rugosidade das superficies

Nos capitulos precedentes admitiu-se que os solidos em contacto sdo de revolugdo, e as suas
superficies continuas e contraformais, sendo conhecidos os seus raios principais de curvatura
na vizinhanga do ponto inicial de contacto. Admitiu-se também que as superficies dos so6lidos

sdo perfeitamente lisas.

Estas abstrac¢des tedricas permitiram determinar as dimensdes da area de contacto, a
distribuicao de pressdao sobre essa area de contacto e a penetragdo entre os centros dos dois
solidos em contacto. Com base nestes resultados ¢ ainda possivel determinar os campos de
deslocamentos e tensdes a que cada um dos solidos estd submetido, o que ¢ fundamental para

o dimensionamento de qualquer problema de contacto do tipo Hertziano.

No entanto, as superficies reais dos solidos em contacto, que se encontram nas aplicagdes
reais, ndo sdo perfeitamente lisas, sendo possivel medir e caracterizar a sua rugosidade e/ou a
sua ondulacdo. A determinagdo da influéncia dessa rugosidade das superficies sobre o

desempenho do contacto implica a reformulacao teorica do problema de contacto, ndo sendo
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mais possivel obter as correspondentes solugdes analiticas. E pois necessario recorrer a

solucdes numéricas e meios de calculo poderosos e sofisticados.

Neste capitulo ndo sdo apresentadas nem uma teoria de contacto mais genérica nem o0s
métodos numéricos aplicados, mas apenas os resultados mais significativos que permitam
avaliar, qualitativa e quantitativamente, de que forma e com que intensidade a
rugosidade/ondulacdo das superficies modifica a superficie e as pressdes de contacto, a

penetracdo e as tensdes no interior dos solidos [1, 2].

6.2 Influéncia da rugosidade sobre a distribuiciio de pressiao e a area de contacto

6.2.1 Contacto entre um cilindro de geratriz sinusoidal e um plano

Neste exemplo, representado esquematicamente na figura 6.1, analisa-se o contacto normal
Hertziano entre um cilindro infinitamente longo, de geratriz sinusoidal, e um plano liso. A
ondulagdo do cilindro ¢ portanto sinusoidal, podendo ser caracterizada pelo comprimento de

onda A e amplitude amp .

Fn solido
elastico

@ solido

elastico

Figura 6.1 — Contacto entre um cilindro ondulado e um plano [1].
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Sao considerados varios valores do comprimento de onda e da amplitude da ondulagdo, e
também varios valores da semi-largura de Hertz (a qual ¢ proporcional a pressao méxima de
Hertz, py ou py™™, e a raiz quadrada da solicitagdo aplicada, F,). com base nos quais se
definiram os seguintes parametros adimensionais caracteristicos da ondulagdo da superficie,

da geometria do contacto e da carga aplicada:

amp / .

a) Geometria da ondulacao (parametro geometria) — 0

b) Numero de periodos contidos na semi-largura de Hertz

~ ~ a .
(parametro ondulacao) — /1 ;

*

c) Carga aplicada ao contacto (parametro carga) — % = T E .

27 py

A andlise realizada permitiu caracterizar a influéncia destes parametros sobre a distribui¢do de

pressao e sobre as dimensdes da area de contacto, e quantificar dois parametros:

1) asobrepressdo relativa > Ap, = Pmac ~ Po. ;
Po
. o . . S -5
il) a variagdo relativa da superficie de contacto - AS, = <
0

Na figura 6.1 mostram-se a distribuigdo de pressao e a area de contacto correspondentes ao
contacto entre um cilindro ondulado de geratriz sinusoidal do tipo coseno e um plano, nas

seguintes condi¢des particulares:
Raio do disco, R = 0.01 m ;
Forga normal por unidade de comprimento, F,/¢ =277 x 10° N/m ;
Comprimento de onda, 4 = 0.0883 x 1 0> m ;
Amplitude, amp = 0.3532x 10°m ;
Modulos de Young, E; = E> = 205.8 Gpa ;
Coeficientes de Poisson, v; = v, = 0.3 ;

Semi-largura de Hertz, a = 0.1766 x 10° m .
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Os parametros adimensionais referidos tomam os seguintes valores:

Parametro geometria — 4"/ A =0.004 ;

A ~ a _ .
Parametro ondulagdao — A =2.0 ;

*

1 E
3 R/, _ 1 = _ .
Parametro carga — A = =56.625 ;

2r py

A . amp R/ _ :
Parametro geometria-carga — A . A 0.226 ;

A andlise da figura 6.2, mostra que as diferengas em relagdo ao contacto Hertziano sdo muito

significativas. A distribui¢do de pressao apresenta varios valores maximos, todos superiores a

pressao maxima de Hertz py , sendo a sobrepressao relativa de 4p, = Pmix = Po _ g3

Po

A superficie de contacto global é composta por varias pequenas superficies de contacto sendo
. ) , S -8 .
a diminuicdo relativa da area de contacto de A4S, = —— = —0.4 , o que significa que a
0

ondulagdo das superficies provocou uma diminui¢do da area de contacto de 40%.

A figura 6.3 mostra, novamente, as distribuicdes de pressao e as areas de contacto
correspondentes ao contacto entre um cilindro ondulado de geratriz sinusoidal e um plano.
Foram consideradas duas geratrizes, uma do tipo coseno e outra do tipo seno, € o
comprimento de onda é o dobro do caso anterior, A = 0.1776 x 10° m . Os restantes

parametros permanecem inalterados.
Os parametros adimensionais tém agora os seguintes valores:

Parimetro geometria — 4"/ A =0.002 ;

A ~ a _ .
Parametro ondulacdao — /1 =2.0 ;

*

1 E
5 sR/ L & .
Parametro carga 4 = =56.625

27 py

A o amp R/ _ .
Parametro geometria-carga — A . 4 0.113 ;
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— Liso - Hertz

Ala=0.5
P —— Ondulagio - coseno  § 2/Amp = 250
* a/R =0,01766
Pymax [~
[’\

Ny

NIA
Z/A LN

X=-a x=0 x=qQ X

—+

Figura 6.2 — Distribui¢ao de pressdo num contacto entre um cilindro ondulado de geratriz sinusoidal
do tipo coseno e um plano [1].

) e
P —— Liso - Hertz Aia =
PH max N+ c0seno b ajams = 500
—— Ondulagao: & "~ } AlAmp =500
21 a/R =0.01766

+

L,

LN A T Y

X=-Q X

x

Figura 6.3 — Distribuicdes de pressdo nos contactos entre um cilindro ondulado de geratrizes
sinusoidais do tipo coseno e seno e um plano [1].

Jorge H. O. Seabra FEUP Setembro de 2003



[118/138] MECANICA DO CONTACTO HERTZIANO

Neste caso, ambas as distribui¢cdes de pressdao também apresentam varios valores maximos,

sendo a sobrepressao relativa 4p, = Pmix —Po _ 7 , € igual para as geratrizes coseno e

Po

seno, o que parece indicar que a diferenca de fase tem uma importancia pouco significativa.

A superficie de contacto global ¢ tnica no caso da geratriz coseno e dividida em duas partes
S -8

=0.06 ,0
SO

no caso da geratriz seno. A variacdo relativa da area de contacto A4S, =

que significa que a ondulagdo das superficies provocou um ligeiro aumento da area de

contacto.

Nesta analise foram considerados um numero muito significativo de casos, 240 no total, para
0s quais os pardmetros adimensionais ¢ A , % e % foram sempre diferentes. A

andlise dos resultados mostra que, para um numero de ondula¢des no interior da area de
contacto constante, a um mesmo valor do pardmetro geometria-carga corresponde sempre o
mesmo valor da sobrepressao relativa e o mesmo valor da diminui¢do relativa da area de

contacto, isto €,

Apr — pmdxp_ Po = Cte
0
ampA . % =Cte = se % =C.te
AS, :ﬂ:me
Sy

0 que mostra a importancia do pardmetro adimensional “geometria da ondula¢do x carga

aplicada”.

A figura 6.4 mostra a variagdo da sobrepressao relativa com o parametro geometria-carga,
para varios valores do parametro ondulacdo. O aumento do pardmetro geometria-carga
provoca o aumento da sobrepressdo relativa, sendo a correspondente variagdo quase linear.
Portanto, o aumento da amplitude, e a diminui¢do do comprimento de onda ou da carga

(R/a < E*/27py), tem como consequéncia o aumento da sobrepressao relativa.
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A influéncia do parametro ondulacao, isto ¢, do nimero de ondulacdes no interior do contacto

Hertziano, ¢ pequena, e ¢ tanto mais pequena quanto menor ¢ o parametro geometria-carga,

como mostra a figura 6.4.

A aproximagao dos resultados obtidos para a sobrepressdo relativa, pelo método dos minimos

quadrados, permitiu obter a seguinte expressao

0.931
_ Pmax  — Po =5172 (amp Ej

p, 6.1)
Po a
com um coeficiente de correlacao de (.994.
f" pméx - pO
.
P, ;
v
20 | ¢
&
v
n (<]
ala
/Q + 400
9 a 2.00
0 L é/ v 1.00
/ x 0.99
y o 0.50
- ‘/5/ - 5.17(5%3 %)0.93
IX/
x55 57 45.2
0.0Luty 7 1 ] L1 I [ —
1538 76 W3 150 200 226 30.2 ( Amp R )x102

Figura 6.4 — Variacdo da sobrepressao relativa com o pardmetro geometria-carga [1].

A figura 6.5 mostra a variagdo relativa da superficie de contacto com o pardmetro geomertria-

carga, para varios valores do numero de ondulagdes no interior da area de contacto.
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O aumento do pardmetro geometria-carga provoca uma diminui¢do de A4S, , e portanto uma
diminui¢do da area de contacto real. Se a amplitude da ondulacdo aumenta, AS, diminui, e se

o comprimento de onda da ondulagdo, ou a carga, aumentam AS, também aumenta.

A andlise da figura 6.5 mostra ainda que o nimero de ondula¢des no interior da area de
contacto, definido pelo pardmetro a/A , tem uma influéncia muito significativa sobre a area de

contacto real, sobretudo para pequenos valores de a/4 .

0.1
S-SH
SH
0.0
-0.25
~0.50
25 57 - 22,6
=075t by L | 1 .
1538 76 1.3 B0 201 30.2 A . 45.2
(_mp._) 102
A a

Figura 6.5 — Variacao relativa da area de contacto com o parametro geometria-carga [1].
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A influéncia da ondulacao da superficie de um cilindro em contacto com um plano, apresenta

as seguintes caracteristicas:

a)

b)

d)

Modificacao da distribui¢do de pressdo no contacto, com o aparecimento de varios

picos de pressdo de intensidade muito superior a pressdo maxima de Hertz;

A é4rea de contacto real ¢, em geral, mais pequena que a area de contacto

hertziana, e frequentemente formada por varias pequenas areas de contacto.
Os parametros mais significativos sao:

A geometria da ondulacao, amp P

*

1 E
i R/ _ .
A carga aplicada ao contacto 4 =5 ;

Po

O niimero de periodos contidos na semi-largura de Hertz % .

A sobrepressdo relativa e a variagdo relativa da area de contacto dependem,

essencialmente, do parametro geometria carga definido por #""P A . % )

6.2.2 Contacto entre um cilindro e uma superficie plana rugosa

De modo a concretizar a influéncia da rugosidade sobre o comportamento de um contacto

Hertziano, apresenta-se em seguida o caso do contacto entre um cilindro liso € uma superficie

plana rugosa.

Utilizando um rugosimetro, foram medidos e tratados numericamente (filtrados), os perfis de

uma superficie rugosa ap6s fabrico e apds rodagem durante alguns milhares de ciclos. Os dois

perfis, assim obtidos, estdo representados na figura 6.6.

Uma primeira analise, ainda que simplista, permite verificar que o perfil de rugosidade apds

rodagem ¢ mais “suave” que o correspondente perfil apds fabrico, apresentando um menor

valor de R; .
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~

2200

wm .
Sl Rugosidade Rugosidade
medida apos filtragem

Figura 6.6 — Perfis (medidos e filtrados) de uma superficie rugosa, apoés fabrico e apds rodagem
durante alguns milhares de ciclos [1].

As caracteristicas das duas superficies em termos de contacto, foram analisadas considerando
o contacto entre um cilindro e esses perfis de rugosidade, para varios valores da carga normal

aplicada.

A figura 6.7 mostra as correspondentes distribui¢cdes de pressdo e areas de contacto reais, para
cada um dos perfis de rugosidade e para o mesmo valor da carga normal. Ambas as
distribuicdes de pressdo exibem vdarios picos de muito elevada intensidade (quando
comparados com a respectiva pressdo maxima de Hertz) e as areas de contacto globais sao

formadas por varias pequenas porgdes.

As sobrepressdes relativas Ap, s3o muito elevadas, e as areas de contacto reais sao

significativamente mais pequenas que a area de contacto Hertziana.

Jorge H. O. Seabra FEUP Setembro de 2003



Influéncia da rugosidade das superficies em contacto [123/138]

P
P—-—— superficie rugosa apds fabrico;
s a) ____ superficie lisa.
l& — 1:+
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.1
Py max b — superficie rugosa apos rodagem
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1
0 1 —>
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Figura 6.7 — Distribui¢@o de pressdo e area de contacto entre um cilindro liso e uma superficie plana
rugosa: a) rugosidade apos fabrico; b) rugosidade ap6s rodagem [1].

Constata-se, ainda, comparando as duas distribui¢des de pressdo e de superficie de contacto,
que a influéncia do periodo de rodagem se traduz por uma diminui¢do substancial das
sobrepressdes e um aumento da area de contacto real, o que fisicamente esta de acordo com a
diminui¢do das amplitudes das ondula¢des induzidas no perfil de rugosidade pelo proprio

periodo de rodagem.

Nas figura 6.8 e 6.9 estdo representados os valores dos parametros p,../po € S/Sy , para varios
valores da carga normal aplicada ao contacto e para cada um dos perfis de rugosidade

considerados.
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P max [

Py max + apds fabrico;
1 apds rodagem.

0 L7///J 1 ] ] 1 >
0.00884  0.01327 0.01769 0.02211 0.02653

a/R

Figura 6.8 — Variagdo do parametro p,../po, para varios valores da carga normal aplicada ao contacto
e para cada um dos perfis de rugosidade considerados [1].

s T
Sy + apos fabrico;

apos rodagem.
1.0 |-

0 Lul | | I ]

‘0.00884  0,01327 0.01769 0.02211 0.02653
a/R

Figura 6.9 — Variagdo do parametro S/Sy, para varios valores da carga normal aplicada ao contacto e
para cada um dos perfis de rugosidade considerados [1].
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Constata-se, a partir da analise da figura 6.8, uma nitida diminui¢do da razao p,./py com a
diminui¢do das amplitudes, isto ¢, com a rodagem. Como se verificou no paragrafo anterior,
aquando da andlise da ondulacdo sinusoidal das superficies, a razdo pua/po depende
directamente de amp/A, e a fase de rodagem tem como principal consequéncia a diminui¢ao
desse parametro. Verifica-se, ainda, uma diminui¢do da razao p,../po , tal como foi observado

para o caso das superficies onduladas.

A figura 6.9 poe de novo em evidéncia o papel da rodagem sobre o comportamento do
contacto. Verifica-se um aumento significativo da 4rea de contacto real, e da razdo S/Sy ,

quando se passa da superficie ap6s fabrico para a superficie apos rodagem.

No entanto, convém notar que mesmo no caso do perfil de rugosidade apés rodagem, as
sobrepressodes relativas sdo sempre superiores a /00%, isto €, as pressdes de contacto
maximas atingidas, sdo no minimo o dobro da pressdo maxima de Hertz. E de modo analogo,

as diminui¢des relativas de superficie de contacto real sdo sempre superiores a 25%.

Resultam desta analise duas importantes conclusdes:

I- O comportamento de uma superficie rugosa ¢, qualitativamente andlogo ao de

uma superficie sinusoidal tedrica;

2- Quer a ondulagdo quer a rugosidade das superficies provocam alteragdes muito
significativas das pressdes e da superficie de contacto, as quais vao no sentido de

severizar o proprio contacto.

6.2.3 Contacto entre um elipsoide e uma superficie plana de geratriz sinusoidal

Os dois casos tratados anteriormente envolviam contactos do tipo linear, em que as
ondulagdes consideradas estavam orientadas transversalmente em relagdo ao eixo menor da

area de contacto.

A andlise apresentada em seguida aborda o problema de contacto entre um elipsdide (em
forma de barril) e uma superficie ondulada, cuja ondulagdo est4 orientada longitudinalmente

em relacdo ao eixo menor da elipse de contacto.
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Tal como no paragrafo 6.2, a ondulacao das superficies € caracterizada pela seu comprimento
de onda A e pela sua amplitude amp. Os raios de curvatura principais do elipsdide sao
respectivamente R, e R, (R < R,), como se mostra na figura 6.10; a ¢ b (a <b) sdo as
dimensdes dos semi-eixos da correspondente elipse de contacto, respectivamente segundo as

direcgdes x e y. As estrias da rugosidade sdo paralelas a direc¢do x (orientacao longitudinal).

A razdo de raios de curvatura R/R, é de 30.531 e o material dos dois solidos ¢ idéntico (ago,

E;=E;,=2058Gpae v;=v,=0.3).

z )
y

et

%

2x amp

Figura 6.10 — Contacto entre um elipsdide e uma superficie sinusoidal [1].
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O estudo realizado analisa a influéncia dos parametros comprimento de onda A ¢ amplitude
amp da ondulagdo sobre a distribui¢do de pressdo e a superficie de contacto. Os parametros
considerados sdo idénticos aos anteriormente usados, sendo neste caso o parametro carga

R. R

definido por a
ab

A figura 6.11 mostra-se a distribuicdo de pressdo e a area de contacto correspondentes ao

contacto entre um elipsoide e uma superficie plana, onde os parametros adimensionais tomam

os seguintes valores:

Pardmetro geometria — 4P A =0.002 ;

A ~ a _ .
Parametro ondulagdao — /’t =4.483 ;

R, R,
Parametro carga — b = 11171 4 ;
a

amp ﬁzgg,jﬁ .

Parametro geometria-carga — ) 5
a

As caracteristicas da distribuicdo de pressdao e da superficie de contacto sdo idénticas as
obtidas para o caso de um contacto linear. Por uma lado a ocorréncia de varios picos de
pressdo de intensidade superior a pressdo maxima de Hertz, sendo neste caso a sobrepressao
relativa de Ap, = 0.7. Por outro lado uma area de contacto real inferior a area de contacto

Hertziana, sendo neste caso a diminuigao relativa de A4S, = 0.09 .

Figura 6.11 — Distribuigdo de pressdo e area de contacto entre um elipsdide e uma superficie ondulada [1].
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A figura 6.12 mostra a variacao da sobrepressao relativa com o parametro geometria-carga,
para varios valores do parametro ondulagdo. O aumento do pardmetro geometria-carga
provoca o aumento da sobrepressdo relativa, embora essa variagdo ndo seja linear, e vincando

novamente a importancia deste pardmetro sobre a sobrepressao relativa.

P max —Pymax

PHme

20 I

1.5 | +
4
1.0 |
4
/
0.5 |

— 0063 (qmp Rny >0.781
A ab

298
0 | | I ] I

22.3 447 59.6 84.4
amp Rx Ry
A ab

—>

Figura 6.12 — Variagdo da sobrepressdo relativa com o parametro geometria-carga [1].
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Portanto, o aumento da amplitude, ¢ a diminui¢do do comprimento de onda ou da carga, tem
como consequéncia o aumento da sobrepressao relativa. A influéncia do parametro ondulagao,

isto €, do nimero de ondulagdes no interior do contacto Hertziano, nao foi analisada.

A aproximagao dos resultados obtidos para a sobrepressdo relativa, pelo método dos minimos

quadrados, permitiu obter a seguinte expressao

R R 0.781
dp, =Fmix ZP0 _ ¢ 963 ("m” = yj (6.2)
Do A ab

com um coeficiente de correlagdo de 0.996.

A figura 6.13 apresenta a evolugdo da variacdo relativa da superficie de contacto A4S, com o
parametro geometria-carga. Tal como nos casos precedentes, a variagao relativa da area de
diminui com o pardmetro geometria carga, isto €, a superficie real de contacto diminui quando
aumenta a amplitude da ondulagdo e aumenta quando aumentam o comprimento de onda e a

carga normal aplicada.

S-S,
SH | +\
4
= N~
0.5 +\+
29.8
-1.0 P11 1] | >
223 447 59.6  89.4
amp  RyRy
A ab

Figura 6.13 — Variagdo da area de contacto relativa com o parametro geometria-carga [1].
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Constata-se, ainda, que um aumento da amplitude provoca um aumento do nimero de
pequenas areas de contacto que formam a superficie de contacto no seu todo, acompanhado de

um aumento da pressdao em cada uma dessas pequenas areas de contacto.

* Pen - Pen,
0.50t+ PenH

0.25 4

T

0.00 1 1 1 | l —>
23| 4L7596  89.4

298 amp RxRy
A ab

Figura 6.14 — Variagdo da penetracdo relativa com o parametro geometria-carga [1].

A figura 6.14 mostra a variagdo da penetracdo entre as duas superficies em contacto, pen ,
com o parametro geometria-carga. Quando o pardmetro geometria carga aumenta a
penetracao também aumenta, o que implica uma diminui¢ao da rigidez do contacto, se essa

rigidez for entendida como a razdo entre a carga aplicada e a penetragdo correspondente, isto

¢, K. =F,/pen.

Tal significa que o aumento da amplitude, ou a diminuicdo do comprimento de onda,

implicam uma maior penetragao para que a mesma carga possa ser suportada elasticamente.
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6.3  Influéncia da rugosidade sobre a distribuicio de tensdes no interior de um sélido

em contacto

No paragrafo anterior ficou devidamente justificada a necessidade de estudar em detalhe o

comportamento dos contactos Hertzianos entre superficies onduladas ou rugosas.

As perturbacdes a que sdo submetidas a distribui¢do de pressdo, a area de contacto e a
penetracao, por efeito da ondulagao ou rugosidade superficial, provocam alteracdes muito
significativas sobre o campo de tensdes no interior dos sélidos em contacto, como mostraram
Michaud [3] e Castro [4] nos seus trabalhos. Tais perturba¢des sdo consideradas como as
principais causas das avarias de fadiga superficial que ocorrem nas pistas dos rolamentos e

nos flancos activos dos dentes de engrenagens.

No capitulo anterior, o campo de tensdes no interior de um sélido em contacto Hertziano foi
analisado em detalhe. Em seguida sdo apresentadas as principais perturbagdes a que tal campo

de tensdes ¢ submetido quando a distribui¢do de pressdo no contacto € perturbada pela

presenca das ondulagdes e rugosidades superficiais.

As distribuicdes de tensdes em seguida apresentadas sdo baseadas num modelo tedrico que
admite que a ondulacdo das superficies provoca uma distribuicdo de pressdes também
ondulada representada por um determinado nimero de picos e de vales de pressdo como se

mostra na figura 6.15.

Os resultados sdo apresentados em funcdo da sobrepressdo relativa considerada, isto ¢, em

fungdo de 4p, = Pmix = P0 o 46 numero de picos e de vales considerados.

Po

As figuras 6.15 e 6.16, mostram as curvas de isotensdo no interior dos sélidos em contacto,
respectivamente, para a tensdo de corte maxima e para a tensdo de corte ortogonal maxima,
considerando uma ondulagao das pressdes de contacto representada por 25 bandas (/3 picos e

12 vales) e um valor de Ap, = 0.75 .
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A analise das figuras 6.15 e 6.16 mostra, de imediato, que as tensdes no interior dos solidos
ndo sao perturbadas pela ondulacdo da pressdo de contacto para pontos situados a uma

profundidade superiora 0.5 a .

i pressao
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>
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Figura 6.15 — Curvas de isotensdo da tensdao de corte maxima no interior dos s6lidos em [3].
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Verifica-se que a tensdo de corte maxima apresenta varios maximos secundarios junto a
superficie (z = 0.03 a), e quatro desses maximos tem uma intensidade superior a0 maximo
primario 7,4 = 0.3 pp. No caso da tensdao de corte ortogonal (figura 6.16) sdao /0 os maximos
secundarios junto a superficie (z = 0.025 a) cuja intensidade ¢ superior a0 maximo

correspondente (7y)max = 0.25 po .

A influéncia da sobrepressao relativa também ¢ importante. Se Ap, variar entre 0 e I, 0s

valores dos maximos secundarios das tensoes de corte 7 e 7, crescem proporcionalmente com

Ap, -

Se Ap, = 0.5, os maximos secundarios sdo todos inferiores a0s maximos primarios.

Se Ap, = 0.75, apenas alguns maximos secundarios sdo superiores a0s maximos primarios.

Se Ap, = 1.0, quase todos 0s maximos secundarios sdo superiores a0s Maximos primarios.

O numero de picos e de vales ndo influéncia muito significativamente a intensidade dos
maximos secundarios. Se o numero de bandas aumenta, o nimero de valores maximos e

minimos aumenta, a profundidade a qual ocorrem diminui, mas a sua intensidade mantém-se.

A intensidade dos valores maximos e minimos s6 depende do valor da sobrepressdo relativa
Ap, , embora ndo seja possivel traduzi-la por uma expressdo matematica simples. Uma
estimativa grosseira permite dizer que a intensidade do maximo secundario ¢
aproximadamente igual a 0.2 Ap , onde Ap representa a diferenca de pressdo entre o pico € o

vale situados por cima desse maximo secundario.

A profundidade a qual actuam os maximos secundarios diminui com o aumento do niamero de
bandas (picos e vales). Essa profundidade pode ser determinada de um modo aproximado
supondo que cada pico de pressdo corresponde a distribui¢do de pressdo Hertziana. Assim,
para 25 bandas, teremos que a largura de contacto de cada pico (a*) é, aproximadamente,

igual a: a*=a/25=0.04 a .
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Sabendo que o maximo primario da tensdo de corte maxima actua a uma profundidade igual a
zy = 0.78 a obtém-se que a profundidade z;* a qual actua o maximo secundario ¢ igual a:
z;* = (0.031 a . Para o caso dos maximos secundarios da tensdo de corte ortogonal maxima,

obtém-se, pelo mesmo raciocinio, que zp* = 0.025 a .

) pressao

ﬂ

-0.163
.0.287

-0.288

Figura 6.16 — Curvas de isotensao da tensdo de corte ortogonal maxima no interior dos s6lidos em [3].
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Figura 6.17 — Andamento da tensdo de corte maxima segundo a largura do contacto [3].
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Figura 6.18 — Andamento da tensdo de corte ortogonal segundo a largura do contacto [3].

As figuras 6.17 e 6.18 mostram o andamento da tensdo de corte e da tensdo de corte
ortogonal, ao longo da largura do contacto, junto a superficie (onde actuam os maximos
secundarios) e em profundidade (onde actuam os maximos primarios), verificando-se a forte
modulacdo a que estas tensdes sdo submetidas (25 bandas de pressdo de contacto e uma

sobrepressao relativa Ap, de 0.75).
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A influéncia da ondulacdo das superficies, e a consequente ondulacdo da distribuigdo de
pressdes de contacto, produz as seguintes alteracdes no campo de tensdes instaladas no

interior de um solido em contacto:
- Nao modifica as tensdes em pontos situados a uma profundidade superior a 0.5 a;

- Introduz maximos secundarios da mesma ordem de grandeza dos maximos

primarios em pontos situados a uma profundidade inferiora 0./ a ;

- As intensidades dos maximos secunddrios dependem da amplitude e do
comprimento de onda das ondulagdes da geometria e consequentes ondulagcdes

das distribui¢des de pressdo de contacto.
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