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❑Introdução e Objetivos

➢ Introduzir os conceitos fundamentais da Mecânica do Contato Macroscópico baseada na teoria do

semi-espaço elástico;

➢ Definir contatos conforme e não-conforme e ilustrar algumas aplicações;

➢ Apresentar métodos para o cálculo de propriedades de contato associadas à teoria de Hertz (contatos

linear e pontual):

▪ Pressão interfacial, dimensões da área de contato e deslocamento global relativo entre os corpos em contato;

▪ Tensões subsuperficiais (importantes para análises de alguns tipos de falhas).

➢ Exemplos típicos do uso da teoria de Hertz em aplicações de engenharia;

➢ Discutir as limitações da teoria de Hertz
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❑Introdução e Objetivos

➢ Contato entre Corpos Elásticos

▪ Análise do comportamento mecânico de dois sólidos elásticos homogêneos não-

conformes em contato submetidos a carregamentos externos concentrados ou

distribuídos nas direções normal e tangenciais da interface;

▪ Determinação da pressão interfacial, deslocamentos e tensões atuantes nos

sólidos na zona de contato devidos aos carregamentos externos aplicados.

➢ Teorias Baseadas na Mecânica dos Meios Contínuos Elásticos

▪ Modelos matemáticos baseados na teoria do semi-espaço elástico (dimensões da

zona de contato reduzidas em comparações com as dimensões dos corpos em

contato);

▪ Teoria de Hertz: análise do contato normal entre sólidos elásticos homogêneos

não rugosos.

➢ Aplicação no Projeto de Diversos Elementos Mecânicos

▪ Engrenagens, mancais de elementos rolantes, cames, roda-trilho, etc.;

▪ Rolamento puro ou rolamento/deslizamento;

▪ Contato seco ou lubrificado (EHL). Distribuição de tensões subsuperficiais 

para um contato linear [9]

Contato normal entre dois elipsoides elásticos [12]

Load 𝑾

Load 𝑾



Francisco J. Profito  – fprofito@usp.br 29/03/2023 6

Surface 
Phenomena
Laboratory

Conteúdo

1. Introdução e Objetivos

2. Tipos de Contato e Aplicações

3. Teoria do Contato de Hertz

4. Tensões no Interior dos Sólidos em Contato

5. Limitações da Teoria de Hertz

5.1. Efeito de Carregamentos Tangenciais (Atrito)

5.2. Efeito da Rugosidade

6. Referências



Francisco J. Profito  – fprofito@usp.br 29/03/2023 7

Surface 
Phenomena
Laboratory

Thrust 

bearings

Artificial Biojoints

(spherical bearings)

❑Tipos de Contato e Aplicações

➢ A geometria do contato na interface pode ser categorizada em dois tipos: conforme e não-conforme.

➢ Contato Conforme

▪ Superfícies em contato com curvaturas muito próximas,

“combinando” ou “encaixando” uma com a outra;

▪ Área de interação entre as superfícies elevada, geralmente

comparável às dimensões dos corpos em contato;

▪ Distribuição dos carregamentos ocorre em um área

relativamente elevada, resultando em pressões de contato

mais reduzidas (~ MPa);

▪ A geometria do contato, a área resultante da interação entre

as superfícies, e as deformações e tensões associadas

dependem fortemente da rigidez estrutural de componentes

específicos do sistema e suas condições de operação.

o Problemas resolvidos através da combinação de análises

estrutural (e.g. MEF) e interfacial das partes envolvidas.

Piston skirt/ring cylinder 

system (slider bearings)

Crankshaft-connecting rods and 

bearings (journal bearings) [12]

Joints [12]

Brakes
Clutches [12]

Brakes [12]
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❑Tipos de Contato e Aplicações

➢ A geometria do contato na interface pode ser categorizada em dois tipos: conforme e não-conforme.

➢ Contato Não-Conforme

▪ Superfícies em contato com curvaturas que não “combinam” ou

“encaixam” uma com a outra;

▪ Área de interação entre as superfícies bastante reduzida em

comparação com as dimensões dos corpos em contato;

▪ Distribuição dos carregamentos ocorre em uma área bastante

reduzida, geralmente resultando em uma concentração localizada

de alta pressão (~ GPa);

▪ A pressão interfacial e as tensões concentradas no interior e na

vizinhança da zona de contato são tipicamente muito maiores do

que as tensões distribuídas na estrutura dos componentes;

Cam/Followers

Gear tooth contactRolling element bearings

Rail-wheel contact [13]

Artificial Biojoints [12]
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❑Tipos de Contato e Aplicações

➢ A geometria do contato na interface pode ser categorizada em dois tipos: conforme e não-conforme.

➢ Contato Não-Conforme

▪ O problema interfacial localizado na vizinhança da zona de

contato pode ser isolado, e a influência da deformação da

estrutura dos componentes e condições de operação

macroscópicas podem ser ignoradas da análise;

▪ Portanto, problemas de contato não-conformes podem ser

simplificados e resolvidos localmente considerando os corpos

em contato como semi-espaços elásticos infinitos;

▪ Deformações locais devidas predominantemente à compressão

das superfícies em contato.

Cam/Followers

Gear tooth contactRolling element bearings

Rail-wheel contact [13]

Artificial Biojoints [12]
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Contato Linear Contato Pontual

𝑭𝑵

𝑅

𝑭𝑵

𝑅1

𝑅2

Exemplos de contato linear [9] Exemplos de contato pontual [9]

❑Tipos de Contato e Aplicações

➢ Dependendo da disposição dos sólidos em contato antes da aplicação dos carregamentos, a

geometria local da interface de contatos não-conformes pode ser simplificada para contatos do tipo

linear ou pontual.

o Contato cilindro-plano

o Contato cilindro-cilindro paralelos

▪ Antes do carregamento: linha de contato

▪ Após o carregamento: área de contato retangular

o Contato esfera-plano

o Contato esfera-esfera

o Contato esfera-cilindro

o Contato cilindro-cilindro cruzados

▪ Antes do carregamento: ponto de contato

▪ Após o carregamento: área de contato elíptica 

ou circular
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Franjas isocromáticas nos contatos rolos/pista de um rolamento

❑Tipos de Contato e Aplicações

➢ Aplicação :: Mancais de Elementos Rolantes

▪ Contato linear e pontual lubrificado

▪ Cinemática e dinâmica das partes móveis

▪ Propriedades do lubrificante/graxas

▪ Rugosidade das superfícies

▪ Fadiga de contato

Mancais de elementos rolantes

Tipos de Mancais de Rolos



Francisco J. Profito  – fprofito@usp.br 29/03/2023 12

Surface 
Phenomena
Laboratory

❑Tipos de Contato e Aplicações

➢ Aplicação :: Sistema Roda-Trilho

▪ Contato pontual

▪ Cinemática e dinâmica

▪ Desgaste e controle do COF

▪ Fadiga de contato

Contato roda-trilho [13-14]

➢ Aplicação :: Came-Impulsor

▪ Contato linear

▪ Cinemática e dinâmica das partes móveis

▪ Propriedades do lubrificante

▪ Rugosidade das superfícies

▪ Gripagem e controle do COF

▪ Ruído do motor

Contato came-impulsor
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❑Tipos de Contato e Aplicações

➢ Aplicação :: Engrenagens

▪ Contato linear

▪ Geometria dos dentes

▪ Cinemática e dinâmica

▪ Distribuição de cargas

▪ Propriedades do lubrificante

▪ Rugosidade das superfícies

▪ Fadiga de contato, micropitting, gripagem
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❑Teoria do Contato de Hertz

➢ Heinrich Hertz desenvolveu, em 1880, um modelo para o cálculo prático da

pressão interfacial, área de contato e deslocamento global relativo entre

sólidos de revolução em contato.

▪ Hertz estava estudando o fenômeno das franjas de interferência de

Newton entre duas lentes de vidro (no Natal?!).

➢ Contato normal (ausência de carregamentos tangenciais – atrito) entre

sólidos de revolução elásticos, homogêneos e não rugosos:

▪ Inicialmente os sólidos estão em contato em um único ponto/linha (contato

pontual/linear);

▪ Quando solicitados por uma carga normal externa:

o Deformam-se elasticamente na vizinhança do ponto/linha inicial de contato;

o Originam uma área de contato de pequenas dimensões quanto comparadas

com as dimensões dos corpos em contato.

Contato normal entre dois elipsoides elásticos [12]

Load 𝑾

Load 𝑾

Heinrich Hertz (1857 – 1894)
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Distribuição de pressões para um contato elíptico [8]Distribuição de tensões subsuperficiais para um contato linear [9]

❑Teoria do Contato de Hertz

Contato normal entre dois elipsoides elásticos [12]

Load 𝑾

Load 𝑾

➢ O modelo de contato de Hertz permite o cálculo da:

▪ A geometria da área de contato;

▪ A distribuição da pressão na interface de contato (pressão interfacial);

▪ Os campos de deslocamentos, deformações e tensões em ambos os

sólidos na vizinhança da zona de contato.
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❑Teoria do Contato de Hertz

➢ Hipóteses :: Geometria

▪ Os sólidos em contato são de revolução e não-conformes na interface de

contato;

▪ As geometrias das superfícies na vizinhança da zona de contato podem ser

descritas por funções matemáticas contínuas até a 2ª derivada (elipsóides);

▪ Antes da aplicação do carregamento, os sólidos se tocam num único

ponto 𝑂 (contato pontual) ou linha (contato linear);

o O ponto inicial de contato 𝑂 é a origem do sistema de coordenadas local 𝑂𝑥𝑦𝑧;

o O plano 𝑶𝒙𝒚 é tangente a ambas as superfícies em contato em 𝑂;

o O eixo 𝑶𝒛 é normal ao plano tangente, com direção positiva para o interior do

sólido inferior;

▪ Os eixos 𝑂𝑥 e 𝑂𝑦 podem ser ajustados adequadamente para serem

paralelos as direções principais de curvatura, tal que 𝒓𝟏𝒙, 𝒓𝟏𝒚, 𝒓𝟐𝒙 e 𝒓𝟐𝒚 são

os raios de curvaturas principais dos sólidos na vizinhança da zona de

contato. Sistema de coordenadas principal para a análise do contato  [10]

Contato normal entre dois elipsoides elásticos [12]

Load 𝑾

Load 𝑾
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❑Teoria do Contato de Hertz

➢ Hipóteses :: Material

▪ Os materiais dos sólidos são homogêneos, isotrópicos e linear elásticos,

obedecendo a lei constitutiva de Hooke para pequenas deformações: (𝑬𝟏, 𝝊𝟏) e

(𝑬𝟐, 𝝊𝟐);

▪ As superfícies dos sólidos na interface de contato são perfeitamente lisas

(ausência rugosidade).

➢ Hipóteses :: Carregamentos

▪ A linha de ação da força 𝑾 é normal ao plano tangente e passa pelo ponto

inicial de contato 𝑂;

▪ Ausência de carregamentos tangenciais (atrito) e escorregamento relativo entre

os sólidos (somente rolamento puro é permitido);

▪ Após a aplicação do carregamento normal, os sólidos se deformam

elasticamente, e a área de contato formada na interface é em geral elíptica,

plana e paralela ao plano tangente;

▪ As dimensões da área de contato são pequenas em comparação às dimensões

dos raios de curvatura dos sólidos na vizinhança da zona de contato. Sistema de coordenadas principal para a análise do contato  [10]

Contato normal entre dois elipsoides elásticos [12]

Load 𝑾

Load 𝑾
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❑Teoria do Contato de Hertz

➢ Formulação Matemática do Problema

▪ O contato entre dois elipsóides elásticos pode ser simplificado para um contato entre uma superfície plana

rígida e um elipsóide elástico equivalente com raios de curvatura 𝑹𝒙 e 𝑹𝒚 e módulo de elasticidade

efetivo 𝑬′.

Modelo de equivalência para um contato pontual arbitrário [12]

Load 𝑾

Load 𝑾

Load 𝑾

(𝐸1, 𝜐1, 𝐸2, 𝜐2)

𝑟1𝑥, 𝑟1𝑦, 𝑟2𝑥, 𝑟2𝑦
𝑅𝑥 =

𝑟1𝑥𝑟2𝑥
𝑟1𝑥 + 𝑟2𝑥

𝑅𝑦 =
𝑟1𝑦𝑟2𝑦

𝑟1𝑦 + 𝑟2𝑦

𝐸′ = 2
1 − 𝜐1

2

𝐸1
+
1 − 𝜐2

2

𝐸2

−1

= 2𝐸∗

Raios de curvatura equivalentes

Módulo de elasticidade efetivo (𝐸′)
Módulo de elasticidade equivalente (𝐸∗)



Francisco J. Profito  – fprofito@usp.br 29/03/2023 20

Surface 
Phenomena
Laboratory

❑Teoria do Contato de Hertz

➢ Formulação Matemática do Problema

▪ Distribuição da pressão interfacial

o À medida que o carregamento é aplicado, os pontos que entram em contato

de ambas as superfícies são pontos situados à mesma distância entre si.

o Admite-se que a área de contato (𝑆) é em geral elíptica e a distribuição da

pressão interfacial 𝑝 𝑥, 𝑦 nessa área tem a forma semi-elipsoidal

Distribuição da pressão interfacial em uma área de contato elíptica [12]

▪ Equilíbrio de forças:

𝑝 𝑥, 𝑦 = 𝑝ℎ 1 −
𝑥2

𝑎
−
𝑦2

𝑏
, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 |

𝑥2

𝑎
+
𝑦2

𝑏
< 1 (1)

𝑎, 𝑏 raios da elipse de contato

𝑝ℎ pressão máxima de Hertz𝑊 =ඵ
𝑆

𝑝 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 = ඵ
𝑆

𝑝ℎ 1 −
𝑥2

𝑎
−
𝑦2

𝑏
𝑑𝑥𝑑𝑦 → 𝑝ℎ =

3𝑊

2𝜋𝑎𝑏
(2)
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Inequação Fundamental do Contato

❑Teoria do Contato de Hertz

➢ Formulação Matemática do Problema

▪ Geometria da interface de contato no estado deformado:

ቊ
𝑧 𝑥, 𝑦 = 0, dentro da área de contato

𝑧 𝑥, 𝑦 > 0, fora da área de contato
Contato entre dois elipsoides elásticos antes e depois de deformados [12]

(4)

𝑧 𝑥, 𝑦 = 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑦2 − ฎ𝛿 + 𝑢𝑧1
𝑝

𝑥, 𝑦 + 𝑢𝑧2
𝑝

𝑥, 𝑦 ≥ 0

Geometria no estado 

não deformado

Deslocamentos elásticos 

normais

Deslocamento global relativo dos 

centros dos sólidos

(3)

Distância entre dois pontos de cada 

superfície no estado deformado

Raios de curvatura equivalentes

𝐴 =
1

2𝑅𝑥
=

1

𝑟1𝑥
+

1

𝑟2𝑥

𝐵 =
1

2𝑅𝑦
=

1

𝑟1𝑦
+

1

𝑟2𝑦
𝐴

𝐵
=
𝑅𝑦
𝑅𝑥

≥ 1
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1

𝐸∗
=
1 − 𝜐1

2

𝐸1
+
1 − 𝜐2

2

𝐸2

❑Teoria do Contato de Hertz

➢ Solução de Hertz

▪ Hertz verificou que o problema de elasticidade representado pela

inequação fundamental de contato (Eq. 3) é análogo ao problema

do potencial eletrostático.

▪ O campo dos deslocamentos totais normais na interface de contato é

dado pela solução de Boussinesq baseada na teoria do semi-

espaço elástico: Distribuição da pressão interfacial em uma área de contato elíptica [12]

𝑬 𝒆 ,𝑲 𝒆 : Integrais elípticas, sem solução analítica, solução 

numérica no Matlab

𝑢𝑧
𝑝
𝑥, 𝑦 = 𝑢𝑧1

𝑝
𝑥, 𝑦 + 𝑢𝑧2

𝑝
𝑥, 𝑦 =

1

𝜋𝐸∗
𝐿 − 𝑀𝑥2 − 𝑁𝑦2 (5)

módulo de Young equivalente

Contato entre dois elipsoides elásticos antes e depois de deformados [12]
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൞
𝛿 − 𝐴𝑥2 − 𝐵𝑦2 = 𝑢𝑧

𝑝
𝑥, 𝑦

𝛿 − 𝐴𝑥2 − 𝐵𝑦2 =
1

𝜋𝐸∗
𝐿 −𝑀𝑥2 − 𝑁𝑦2

❑Teoria do Contato de Hertz

➢ Solução de Hertz

▪ O deslocamento relativo dos centros dos sólidos (𝜹) e os raios da

elipse de contato ( 𝒂, 𝒃 ) são obtidos substituindo a solução de

Boussinesq (Eq. 5) na equação fundamental do contato (Eq. 3) para

os pontos situados no interior da elipse de contato.

(6)

Distribuição da pressão interfacial em uma área de contato elíptica [12]

Contato entre dois elipsoides elásticos antes e depois de deformados [12]

𝜹 =
𝑳

𝝅𝑬∗
=
𝒑𝒉
𝑬∗

𝒂𝑲 𝒆

𝑨 =
𝑴

𝝅𝑬∗
=
𝒑𝒉
𝑬∗

𝒂

𝒆𝟐𝒃𝟐
𝑲 𝒆 − 𝑬 𝒆

𝑩 =
𝑵

𝝅𝑬∗
=
𝒑𝒉
𝑬∗

𝒂

𝒆𝟐𝒃𝟐
𝒃𝟐

𝒂𝟐
𝑬 𝒆 − 𝑲 𝒆
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❑Teoria do Contato de Hertz

➢ Solução de Hertz por Tabelas e Ábaco ➢ Soluções Particulares

▪ Contato Circular

𝑟1𝑥 = 𝑟1𝑦

𝑟2𝑥 = 𝑟2𝑦

𝐴

𝐵
= 1

▪ Contato Linear

𝑟1𝑦 , 𝑟2𝑦 → ∞

𝐴

𝐵
→ ∞

𝑭𝑵

𝑭𝑵
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1) Dados

• Geometria: 𝑟1𝑥, 𝑟1𝑦, 𝑟2𝑥, 𝑟2𝑦

• Materiais: 𝐸1, 𝜐1, 𝐸2, 𝜐2

• Força Normal: 𝑊

2) Cálculo do módulo de Young 

equivalente

1

𝐸∗
=
1 − 𝜐1

2

𝐸1
+
1 − 𝜐2

2

𝐸2

3) Calcular curvaturas

4) Tabelas e Ábacos: 𝑪𝒂, 𝑪𝜹, 𝒌 (em função de A/B)

5) Determinar a:

6) Determinar b:

7) Determinar 𝛿:

8) Determinar 𝒑𝟎 e 𝒑𝒎:
Perfil convexo: curvatura positiva

Perfil côncavo: curvatura negativa

❑Teoria do Contato de Hertz

➢ Roteiro de Solução
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30,000 0,11266 0,99363 3,57788 1,01956 0,37993 0,60463 0,98082

A/B k e K(e) E(e) Ca Cδ Cσ

➢ Exemplo de Aplicação

Tabelas e Ábacos

Software HertzWin (free):

https://www.vinksda.com/toolkit-mechanical-calculations/hertz-contact-stress-calculations/

Tribology ABC:

https://www.tribology-abc.com/sub10.htm

❑Teoria do Contato de Hertz

𝑹𝑬 =𝑹𝑿𝟐= 𝑹𝒀𝟐

𝑹𝑻 = 𝑹𝒀𝟏

𝑹𝑪 = 𝑹𝑿𝟏

Calcule a pressão máxima de Hertz 𝒑𝟎 e a 

penetração 𝜹 para o rolamento 

apresentado abaixo

https://www.vinksda.com/toolkit-mechanical-calculations/hertz-contact-stress-calculations/
https://www.tribology-abc.com/sub10.htm
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Surface 
Phenomena
Laboratory

1. Introdução e Objetivos

2. Tipos de Contato e Aplicações

3. Teoria do Contato de Hertz

4. Tensões no Interior dos Sólidos em Contato

5. Limitações da Teoria de Hertz

5.1. Efeito de Carregamentos Tangenciais (Atrito)

5.2. Efeito da Rugosidade

6. Referências

Conteúdo
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Surface 
Phenomena
Laboratory

Tensão normal

Tensão tangencial (cisalhamento)

❑Tensões no Interior dos Sólidos

➢ Estado de Tensão

▪ Os carregamentos externos atuantes em um corpo são transmitidos

para todos os pontos no interior do mesmo na forma esforços

internos (forças e momentos).

▪ A força interna ∆𝑭 atuante em um pequeno elemento de área ∆𝐴,

definido pelo versor normal 𝒏, em torno de um dado ponto 𝑃 do

corpo, é representada pelo vetor de tensões:

𝑻 = lim
∆𝐴→0

∆𝑭

∆𝐴
=
𝑑𝑭

𝑑𝐴

▪ O vetor de tensões pode ser decomposto em duas componentes,

uma na direção normal e outra na direção tangente ao plano definido

por 𝒏 em 𝑃:

𝑻 = 𝜎𝑛 𝒏 + 𝜏𝑛 𝝉 →
𝜎𝑛 =

𝑑𝐹𝑛
𝑑𝐴

𝜏𝑛 =
𝑑𝐹𝑡
𝑑𝐴

Vetor de tensões atuante em um ponto 

interno do corpo [11]

∆𝐴

𝒏
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Surface 
Phenomena
Laboratory

Componentes do tensor das tensões 

de um ponto interno do corpo [11]

❑Tensões no Interior dos Sólidos

➢ Estado de Tensão

▪ O vetor de tensões pode ser expresso em termos do tensor das

tensões 𝝈 :

𝑻 = [𝝈] ∙ 𝒏 ,   𝝈 =

𝜎11 𝜏12 𝜏13
𝜏21 𝜎22 𝜏23
𝜏31 𝜏32 𝜎33

▪ O tensor das tensões define completamente o estado de tensão em

um dado ponto do corpo. Esse tensor é, em geral, simétrico (𝜏𝑖𝑗 = 𝜏𝑗𝑖).

▪ O tensor das tensões é uma grandeza física, e como tal, não

depende do sistema de coordenadas escolhido para a sua

representação.

▪ Somente as componentes do tensor das tensões dependem da

orientação do sistema de coordenadas adotado.

∆𝐴

𝒏
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Surface 
Phenomena
Laboratory

Transformação entre sistemas de coordenadas das 

componentes do tensor das tensões  [11]

❑Tensões no Interior dos Sólidos

➢ Estado de Tensão

▪ Conhecendo o tensor das tensões expresso em um sistema de coordenadas 𝑂𝑥𝑦𝑧, é possível representá-lo em

relação a qualquer outro sistema de coordenadas 𝑂𝑥′𝑦′𝑧′ através da transformação:

𝝈′ = 𝑨𝑻 𝝈 [𝑨] ,  onde [𝑨] é matriz de transformação entre 𝑂𝑥𝑦𝑧 e 𝑂𝑥′𝑦′𝑧′

▪ O círculo de Mohr é uma representação gráfica dessa transformação
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Surface 
Phenomena
Laboratory

❑Tensões no Interior dos Sólidos

➢ Estado de Tensão

▪ É possível demonstrar que cada ponto de um corpo solicitado possui ao menos três planos cujas tensões de

cisalhamento são nulas (apenas tensões normais atuam nos respectivos planos).

▪ Essas tensões normais recebem o nome de tensões principais, e as respectivas direções são denominadas

direções principais.

o Autovalores de 𝝈 : tensões principais 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3 → 𝜏𝑚𝑎𝑥 =
𝜎1−𝜎3

2

o Autovetores de 𝝈 : direções principais 𝒏1, 𝒏2, 𝒏3
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Surface 
Phenomena
Laboratory

Estado de tensões e deformações característicos 

do estado plano de tensões e deformações  [11-12]

❑Tensões no Interior dos Sólidos

➢ Estado de Tensão

▪ Estado plano de tensões:

o Vetores de tensões atuantes em apenas

um plano particular da estrutura;

o Tensor das tensões bidimensional;

o Ex. placas planas finas.

▪ Estado plano de deformações:

o Utilizado geralmente quando uma

dimensão do corpo é muito maior do que

as outras dimensões;

o Deformações na direção da maior

dimensão são desprezíveis.

o Tensão normal na direção de maior

dimensão não é, necessariamente, nula.
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Surface 
Phenomena
Laboratory

𝛾𝑥𝑧

𝜀𝑥

𝜀𝑧

❑Tensões no Interior dos Sólidos – Contato Linear

➢ A partir da teoria de Boussinesq, é possível definir o estado de tensão em qualquer ponto no interior

dos sólidos em contato.

➢ No caso de contato linear, admite-se que cada sólido está submetido a um estado plano de

deformações.

➢ Existência de solução analítica para as tensões.

𝑥

𝑧
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Surface 
Phenomena
Laboratory

𝑥

𝑧

❑Tensões no Interior dos Sólidos – Contato Linear

➢ Tensões Principais ao longo de 𝑶𝒛 no centro do contato (𝒙 = 𝟎)

𝜎𝑥

𝜎𝑧

𝜎𝑥

𝜎𝑧

Estado de tensão ao 

longo de 𝑂𝑧 no centro 

do contato 

𝜎𝑥 e 𝜎𝑧 são 

tensões principais
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Surface 
Phenomena
Laboratory

▪ A tensão de cisalhamento máxima atinge valor 

máximo na profundidade: 𝒁𝒔 = 𝟎. 𝟕𝟖𝟔𝟏𝒂

▪ Nesta profundidade, tem-se:

𝝉𝒎𝒂𝒙 = 𝟎. 𝟑𝟎 𝒂𝑨𝑬∗ = 𝟎. 𝟑𝟎 𝒑𝟎

𝝈𝑽𝑴
𝒎𝒂𝒙 = 𝟎. 𝟐𝟕 𝒂𝑨𝑬∗ = 𝟎. 𝟐𝟕 𝒑𝟎

❑Tensões no Interior dos Sólidos – Contato Linear

➢ Tensões Principais ao longo de 𝑶𝒛 no centro do contato (𝒙 = 𝟎)

𝑥

𝑧
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Surface 
Phenomena
Laboratory

𝜏𝑥𝑧

𝜎𝑥

𝜎𝑧

❑Tensões no Interior dos Sólidos – Contato Linear

➢ Tensões de Cisalhamento Ortogonais

▪ Tensões de cisalhamento 𝜏𝑥𝑧 (e 𝜏𝑧𝑥 ) que atuam em planos

perpendiculares ao eixo 𝑂𝑧.

▪ Tensões de cisalhamento ortogonais são nulas ao longo do eixo

𝑶𝒛 no centro do contato.

▪ Tensões de cisalhamento

ortogonais são máximas, em

módulo, nas extremidades

da área de contato.
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Surface 
Phenomena
Laboratory

Qual a tensão mais 

significativa para fadiga 

de contato: 𝝉𝒙𝒛 ou 𝝉𝒎𝒂𝒙?

❑Tensões no Interior dos Sólidos – Contato Linear

➢ Tensões de Cisalhamento Ortogonais

Profundidade 

Τ𝑧 𝑎 = 0.5
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Surface 
Phenomena
Laboratory

❑Tensões no Interior dos Sólidos – Contato Pontual

➢ Distribuição da pressão interfacial sobre uma área de contato elíptica.

➢ Estado de tensões complexo no interior dos sólidos.

➢ Solução analítica existente apenas para determinadas direções preferenciais. Métodos numéricos são

utilizados para a solução geral.

Contato normal entre dois elipsoides elásticos [12]

Load 𝑾

Load 𝑾
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Surface 
Phenomena
Laboratory

❑Tensões no Interior dos Sólidos – Contato Pontual

➢ Tensões Principais ao longo de 𝑶𝒛 no centro do contato (𝒙 = 𝒚 = 𝟎)

▪ Contato Hertziano, com

𝜐 = 0.3,
𝐴

𝐵
= 1.24, 𝑘 =

𝑎

𝑏
= 0.866

▪ As tensões ao longo do eixo 𝑶𝒛 são tensões principais, devido à simetria

geométrica e de carregamento. Logo, as tensões de cisalhamento são nulas

ao longo de 𝑂𝑧.

▪ As tensões principais atingem o valor máximo na superfície e diminuem

progressivamente com o aumento da profundidade.

(ábaco)

𝜎𝑧

𝜎𝑦

𝜎𝑦

𝜎𝑥

𝑧𝑠

𝜏𝑚𝑎𝑥

𝜎𝑉𝑀

𝝈𝒓𝒆𝒇

Variação com a profundidade das tensões principais, tensão de cisalhamento 

máxima e tensão de von Mises ao longo do eixo Oz. Adaptado de [5]
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Surface 
Phenomena
Laboratory

❑Tensões no Interior dos Sólidos – Contato Pontual

➢ Tensões Principais ao longo de 𝑶𝒛 no centro do contato (𝒙 = 𝒚 = 𝟎)

▪ A tensão de cisalhamento máxima atinge valor máximo na profundidade:

▪ Nesta profundidade, tem-se:

(ábaco)

(ábaco)

𝜎𝑧

𝜎𝑦

𝜎𝑦

𝜎𝑥

𝑧𝑠

𝜏𝑚𝑎𝑥

𝜎𝑉𝑀

𝝈𝒓𝒆𝒇

Variação com a profundidade das tensões principais, tensão de cisalhamento 

máxima e tensão de von Mises ao longo do eixo Oz. Adaptado de [5]
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Surface 
Phenomena
Laboratory

❑Tensões no Interior dos Sólidos – Contato Pontual

➢ Ábaco para Solução

𝐴

𝐵
> 200

Coeficientes de deflexão e tensões para contato pontual. Adaptado de [5]
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Surface 
Phenomena
Laboratory

❑Tensões no Interior dos Sólidos – Contato Pontual

➢ Tensão de von Mises vs. Elipsidade (plano 𝒙𝒛)

𝑘 =
𝑏

𝑎

• A magnitude de 𝝈𝑽𝑴
𝒎𝒂𝒙

praticamente não varia 

com a elipsidade

• A profundidade de 

𝝈𝑽𝑴
𝒎𝒂𝒙 aumenta com o 

aumento da elipsidade 𝑘

Distribuições da tensão de von Mises para contatos 

com diferentes elipsidades. Adaptado de [12]
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Surface 
Phenomena
Laboratory

❑Tensões no Interior dos Sólidos – Contato Pontual

➢ Qual a maior tensão atuante no corpo? Em que região esta

tensão atua?

Tensão principal máxima (na superfície)

➢ Qual a tensão associada a deformação plástica do material?

Em que região esta tensão atua?

Tensão de cisalhamento máxima (subsuperficial)

𝜎𝑧

𝜎𝑦

𝜎𝑦

𝜎𝑥

𝑧𝑠

𝜏𝑚𝑎𝑥

𝜎𝑉𝑀

𝝈𝒓𝒆𝒇

Variação com a profundidade das tensões principais, tensão de cisalhamento 

máxima e tensão de von Mises ao longo do eixo Oz. Adaptado de [5]
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Surface 
Phenomena
Laboratory

❑Tensões no Interior dos Sólidos – Contato Pontual

➢ Tensões de Cisalhamento Ortogonais

▪ Tensões de cisalhamento 𝜏𝑥𝑧 (𝜏𝑧𝑥) e 𝜏𝑦𝑧 (𝜏𝑧𝑦) que atuam em

planos perpendiculares ao eixo 𝑂𝑧.

▪ Tensões de cisalhamento ortogonais são nulas ao longo

do eixo 𝑶𝒛 no centro do contato;

▪ Importantes para efeitos de fadiga de contato;

▪ Tensões de cisalhamento ortogonais dependem da

cinemática do sistema, sendo mais importantes na

direção de rolamento.
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Surface 
Phenomena
Laboratory

❑Tensões no Interior dos Sólidos – Contato Pontual

➢ Tensões de Cisalhamento Ortogonais

▪ Considere o contato entre dois corpos rolantes

▪ Sólidos em contato rolam, sem escorregar, na direção de rolamento 𝑂𝑥,

que coincide com um dos eixos da elipse de contato (𝑎 ou 𝑏);

▪ Durante o movimento de rolamento, um dado ponto 𝑷 no interior de um

dos sólidos aproxima-se da região de contato, passa sob ela, e

afasta-se;

▪ A variação da tensão de cisalhamento ortogonal 𝝉𝒙𝒛 no ponto 𝑷
durante um ciclo de movimento, apresenta máximo positivo e

negativo.

𝑃
𝑃

Contato em dois corpos 

rolantes. Adaptado de [5]



Francisco J. Profito  – fprofito@usp.br 29/03/2023 46

Surface 
Phenomena
Laboratory

𝑃
𝑃

Contato em dois corpos 

rolantes. Adaptado de [5]

❑Tensões no Interior dos Sólidos – Contato Pontual

➢ Tensões de Cisalhamento Ortogonais

▪ Durante o movimento de rolamento, a tensão 𝜏𝑥𝑧 no ponto 𝑷 vai

aumentando até atingir um valor máximo positivo para Τ𝑥 𝑎 ≈ 1;

▪ Decresce progressivamente e passa a ter valores negativos a partir do

centro do contato ( Τ𝑥 𝑎 = 0);

▪ Continua a decrescer atingindo um valor máximo negativo para
Τ𝑥 𝑎 ≈ −1. Valores extremos de 𝜏𝑥𝑧:

▪ A profundidade em que 𝜏𝑥𝑧 é máximo é definida por 𝑍0.

1
3 2

1

3

2
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Surface 
Phenomena
Laboratory

❑Tensões no Interior dos Sólidos – Contato Pontual

➢ Tensões de Cisalhamento Ortogonais

▪ A tensão de cisalhamento ortogonal máxima é sempre inferior à tensão

de cisalhamento máxima:

𝜏𝑥𝑧
𝑚𝑎𝑥 = 𝜏0 < 𝜏𝑚𝑎𝑥

▪ Durante um ciclo de carregamento, a variação da tensão de

cisalhamento ortogonal é superior à variação da tensão de

cisalhamento máxima;

▪ Para um ciclo de carregamento:

∆𝜏𝑥𝑧
𝑚𝑎𝑥= 2𝜏0 > ∆𝜏𝑚𝑎𝑥

𝑃
𝑃

Contato em dois corpos 

rolantes. Adaptado de [5]
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Surface 
Phenomena
Laboratory

A
B

❑Tensões no Interior dos Sólidos – Contato Pontual

➢ Tensões de Cisalhamento Ortogonais

▪ Variação máxima da tensão de cisalhamento ortogonal:

o Zona A:

▪ Zona B:

Magnitude da máxima tensão de cisalhamento ortogonal. Adaptado de [5]
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Surface 
Phenomena
Laboratory

A
B

❑Tensões no Interior dos Sólidos – Contato Pontual

➢ Tensões de Cisalhamento Ortogonais

▪ Profundidade máxima da tensão de cisalhamento ortogonal:

o Zona A:

▪ Zona B:

Distância de ocorrência da máxima tensão de cisalhamento ortogonal. Adaptado de [5]
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Surface 
Phenomena
Laboratory

4) Tabelas e Ábacos: [𝑪𝒂, 𝑪𝜹, 𝒌]; [𝑪𝝉𝟎, 𝑪𝒁𝟎]; 

[𝑪𝝈, 𝑪𝝉, 𝑪𝑮, 𝑪𝒁𝒔]

5) Determinar área de contato (a e b):

7) Determinar 𝜹:

8) Determinar 𝒑𝟎, 𝒑𝒎 e 𝝈𝑹𝑬𝑭 :

9) Determinar as tensões e profundidades:

1) Dados:

• Geometria: 𝑟1𝑥, 𝑟1𝑦, 𝑟2𝑥, 𝑟2𝑦

• Materiais: 𝐸1, 𝜐1, 𝐸2, 𝜐2

• Força Normal: 𝑊

2) Cálculo do módulo de Young equivalente:

1

𝐸∗
=
1 − 𝜐1

2

𝐸1
+
1 − 𝜐2

2

𝐸2

3) Calcular curvaturas:

Perfil convexo: curvatura positiva

Perfil côncavo: curvatura negativa

➢ Roteiro de Solução

❑Tensões no Interior dos Sólidos – Contato Pontual
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Surface 
Phenomena
Laboratory

Software HertzWin (free):

https://www.vinksda.com/toolkit-mechanical-calculations/hertz-contact-stress-calculations/

Tribology ABC:

https://www.tribology-abc.com/sub10.htm

❑Teoria do Contato de Hertz

➢ Exemplo de Aplicação

30,000 0,11266 0,99363 3,57788 1,01956 0,37993 0,60463 0,98082 0,2942 0,7709 0,48 0,48

A/B k e K(e) E(e) Ca Cδ Cσ Cτ CZs Cτort CZo

𝑹𝑬 =𝑹𝑿𝟐= 𝑹𝒀𝟐

𝑹𝑻 = 𝑹𝒀𝟏

𝑹𝑪 = 𝑹𝑿𝟏

Calcule as tensões de referência, normal 

máxima, cisalhamento máxima e a 

profundidade em que esta última ocorre

https://www.vinksda.com/toolkit-mechanical-calculations/hertz-contact-stress-calculations/
https://www.tribology-abc.com/sub10.htm
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Surface 
Phenomena
Laboratory

Tensão de 

Cisalhamento Máxima

(def. plástica)

Tensão Principal 

MáximaTensão de Cisalhamento 

Ortogonal Máxima

(fadiga de contato)

❑Teoria do Contato de Hertz

➢ Exemplo de Aplicação

▪ Qual a maior tensão atuando no corpo? Em que região esta tensão atua?

▪ Qual a tensão associada a deformação plástica do material? Em que

região esta tensão atua?

▪ Qual a tensão associada com a fadiga de contato? Em que região esta

tensão atua?
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Surface 
Phenomena
Laboratory

Conteúdo

1. Introdução e Objetivos

2. Tipos de Contato e Aplicações

3. Teoria do Contato de Hertz

4. Tensões no Interior dos Sólidos em Contato

5. Limitações da Teoria de Hertz

5.1. Efeito de Carregamentos Tangenciais (Atrito)

5.2. Efeito da Rugosidade

6. Referências
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Surface 
Phenomena
Laboratory

❑ Efeito de Carregamentos Tangenciais (Atrito)

➢ Solicitação normal (𝐹𝑛) e tangencial (𝐹𝑡) na superfície;

➢ Análises baseadas nas teorias de Boussinesq e Cerruti para

semi-espaços elásticos;

➢ Matematicamente, os problemas de contato normal e

tangencial são independentes/desacoplados. Logo,

aplica-se o princípio da sobreposição de efeitos;

➢ Soluções analíticas existentes apenas para situações muito

particulares. Métodos numéricos são utilizados para a

solução geral.

Esforços tangenciais (cisalhamento) em adição aos esforços normais na área de contato. 

Adaptado de [5]

𝐹𝑛

2𝑎

𝐹𝑡 = 𝜇𝐹𝑡
𝐹𝑛

𝐹𝑡

𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎

𝑝0 = 𝑎𝐴𝐸∗
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Surface 
Phenomena
Laboratory

➢ A distribuição da pressão interfacial é ligeiramente

alterada pela presença de esforços tangenciais;

➢ As tensões no interior dos sólidos são

significantemente alteradas devido à presença de

esforços tangenciais:

▪ aumento da intensidade das tensões;

▪ alteração da natureza das tensões: compressão → tração;

▪ alteração da localização dos pontos de máxima tensão;

▪ as tensões de cisalhamento ortogonais são ligeiramente

alteradas.

❑ Efeito de Carregamentos Tangenciais (Atrito)

Esforços tangenciais (cisalhamento) em adição aos esforços normais na área de contato. 

Adaptado de [5]

𝐹𝑛

2𝑎

𝐹𝑡 = 𝜇𝐹𝑡
𝐹𝑛

𝐹𝑡

𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎

𝑝0 = 𝑎𝐴𝐸∗
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❑ Efeito de Carregamentos Tangenciais (Atrito)

➢ Tensão de von Mises (plano 𝒙𝒛)

𝜐 = 0.3, 𝑘 = 1, 𝑓 = 0 − 0.65 (COF)

▪ Distribuição geralmente assimétrica em relação à

linha de centro no sentido do carregamento

tangencial aplicado.

▪ As tensões máximas na presença de atrito são

significativamente maiores do que as tensões na

ausência de atrito.

▪ À medida que o atrito aumenta, a localização das

tensões máximas se move para a superfície.

Distribuições da tensão de von Mises devido à combinação de 

carregamento interfacial normal e atrito tangencial. Adaptado de [12]

𝐹𝑡
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❑ Efeito de Carregamentos Tangenciais (Atrito)

➢ Tensão de von Mises e Máxima Tensão de Cisalhamento (plano 𝒙𝒛)

Localização e valores das tensões máximas de cisalhamento máximo 

e de von Mises influenciadas pelo atrito. Adaptado de [12]

𝜐 = 0.3, 𝑘 = 1, 𝑓 = 0 − 0.65 (COF)

▪ Distribuição geralmente assimétrica em relação à

linha de centro no sentido do carregamento

tangencial aplicado.

▪ As tensões máximas na presença de atrito são

maiores do que as tensões na ausência de atrito.

▪ À medida que o atrito aumenta, a localização das

tensões máximas se move para a superfície.
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❑ Efeito de Carregamentos Tangenciais (Atrito)

➢ Materiais com Múltiplas Camadas de

Recobrimento (“Multi-Layer Coatings”)

▪ Exemplo de materiais com 10 camadas de

recobrimento

▪ Distribuições da tensão de von Mises para

COF = 0.0 e COF = 0.5

▪ Soluções numéricas baseadas na extensão

da teoria de semi-espaço elástico (não por

MEF).

Distribuição da tensão de von Mises para três materiais com 10 camadas de 

recobrimentos. Esquerda: mapas dos módulos de Young; meio: tensões para 

COF = 0; e direita: tensões para COF = 0.5. Adaptado de [12]



Francisco J. Profito  – fprofito@usp.br 29/03/2023 59

Surface 
Phenomena
Laboratory

Conteúdo

1. Introdução e Objetivos

2. Tipos de Contato e Aplicações

3. Teoria do Contato de Hertz

4. Tensões no Interior dos Sólidos em Contato

5. Limitações da Teoria de Hertz

5.1. Efeito de Carregamentos Tangenciais (Atrito)

5.2. Efeito da Rugosidade

6. Referências



Francisco J. Profito  – fprofito@usp.br 29/03/2023 60

Surface 
Phenomena
Laboratory

❑ Efeito da Rugosidade

➢ As superfícies reais dos sólidos em contato não são

perfeitamente lisas devido à presença de irregularidades

superficiais (ondulação e rugosidade).

➢ A rugosidade afeta:

▪ a área real de contato;

▪ a distribuição da pressão interfacial;

▪ as tensões no interior dos sólidos;

▪ o número de ciclos de carregamento na superfície e no interior

dos sólidos;

➢ Ausência de soluções analíticas (simulação numérica)
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❑ Efeito da Rugosidade

➢ Pressão Interfacial e Área de Contato

▪ Alteração na distribuição da pressão interfacial devido ao

surgimento de picos de pressão com intensidade muito superior

à pressão máxima de Hertz.

∆𝑝𝑟 =
𝑝𝑚𝑎𝑥 − 𝑝0

𝑝0

▪ Em geral, a área (real) de contato é menor do que área de

contato Hertziana.

∆𝐴𝑟 =
𝐴 − 𝐴0
𝐴0

▪ ∆𝑝𝑟 e ∆𝐴𝑟 dependem fortemente da geometria da ondulação

(amplitude e comprimento de onda) e da carga aplicada.

∆𝒑𝒓 = 𝟏. 𝟑
∆𝑨𝒓 = −𝟎. 𝟒
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Tensões de Cisalhamento Máximas

(contato linear)

❑ Efeito da Rugosidade

➢ Tensão de Cisalhamento Máxima

▪ Surgimento de máximos primários (abaixo da superfície) e

secundários (próximos da superfície)

▪ Máximos primários independentes dos picos de pressão

interfacial.

▪ Máximos secundários dependentes dos picos de pressão

interfacial.

▪ Máximos secundários ligeiramente superiores aos primários e

concentrados em torno das rugosidades

máximo 

primário

máximo 

secundário

região próxima 

da superfície
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Tensões de Cisalhamento Ortogonais Máximas

(contato linear)

❑ Efeito da Rugosidade

➢ Tensão de Cisalhamento Ortogonal

▪ Surgimento de máximos primários (abaixo da superfície) e

secundários (próximos da superfície)

▪ Máximos primários independentes dos picos de pressão

interfacial.

▪ Máximos secundários dependentes dos picos de pressão

interfacial.

▪ Máximos secundários ligeiramente superiores aos primários e

concentrados em torno das rugosidades.

máximo 

primário

máximo 

secundário

região próxima 

da superfície

máximo 

primário
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➢ Estado-da-Arte: Exemplos

▪ Soluções numéricas de uma esfera em

contato com uma superfície plana rugosa real

(contato pontual).

▪ Soluções numéricas baseadas na extensão

da teoria do semi-espaço elástico (não por

MEF).

Exemplo de simulação numérica de uma esfera em contato sem atrito com uma superfície plana rugosa real.. Adaptado de [12]

❑ Efeito da Rugosidade
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➢ Estado-da-Arte: Exemplos

▪ Soluções numéricas de contatos elípticos

com superfícies rugosas considerando o

aumento da carga externa aplicada.

▪ Soluções numéricas baseadas na extensão

da teoria do semi-espaço elástico (não por

MEF).

Exemplo de simulações numéricas de contatos elípticos com superfícies rugosas 

considerando o aumento contínuo de carga. Adaptado de [12]

❑ Efeito da Rugosidade



Francisco J. Profito  – fprofito@usp.br 29/03/2023 66

Surface 
Phenomena
Laboratory

➢ Estado-da-Arte: Exemplos

▪ Soluções numéricas com as distribuições de pressão de contato, separação, e tensao de von Mises

subsuperficial para os contatos elípticos do slide anterior.

▪ Soluções numéricas baseadas na extensão da teoria de semi-espaço elástico (não por MEF).

Exemplo de simulações numéricas com as distribuições de pressão de contato, separação, e tensão de von Mises subsuperficial para os contatos elípticos do slide anterior. Adaptado de [12]

❑ Efeito da Rugosidade
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