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dIntroducao e Objetivos

- . : : A L. :
» Introduzir os conceitos fundamentais da Mecanica do Contato Macroscopico baseada na teoria do
semi-espaco elastico;

< » Definir contatos conforme e ndo-conforme e ilustrar algumas aplicacdes;

Aula MC 1

> Apresentar métodos para o calculo de propriedades de contato associadas a teoria de Hertz (contatos
linear e pontual):

\_ = Presséao interfacial, dimensdes da area de contato e deslocamento global relativo entre os corpos em contato;
—

= TensOes subsuperficiais (importantes para analises de alguns tipos de falhas).

< » Exemplos tipicos do uso da teoria de Hertz em aplicagGes de engenharia;

Aula MC 2

» Discutir as limitagdes da teoria de Hertz
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» Contato entre Corpos Elasticos

= Analise do comportamento mecanico de dois soélidos elasticos homogéneos néo-
conformes em contato submetidos a carregamentos externos concentrados ou
distribuidos nas direcbes normal e tangenciais da interface;

= Determinacdo da presséo interfacial, deslocamentos e tensdes atuantes nos
soélidos na zona de contato devidos aos carregamentos externos aplicados.

> Teorias Baseadas na Mecanica dos Meios Continuos Elasticos

= Modelos matematicos baseados na teoria do semi-espaco elastico (dimensdes da
zona de contato reduzidas em comparagcdes com as dimensfes dos corpos em
contato);

= | Teoria de Hertz: analise do contato normal entre solidos elasticos homogéneos
NAao rugosos.

» Aplicacao no Projeto de Diversos Elementos Mecanicos
= Engrenagens, mancais de elementos rolantes, cames, roda-trilho, etc.;

1z

Contato normal entre dois elipsoides elasticos [12]

= | Rolamento puro [ou rolamento/deslizamento;

= | Contato seco|ou lubrificado (EHL).
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2. Tipos de Contato e AplicacOes
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» A geometria do contato na interface pode ser categorizada em dois tipos: conforme e nao-conforme.

e

= ¥

> Contato Conforme

= Superficies em contato com curvaturas muito préximas,
“combinando” ou “encaixando” uma com a outra;

Piston skirt/ring cylinder

Thrust
system (slider bearings)

bearings

= Area de interacdo entre as superficies elevada, geralmente
comparavel as dimensdes dos corpos em contato;

= Distribuicio dos carregamentos ocorre em um area
relativamente elevada, resultando em pressfes de contato
mais reduzidas (~ MPa);

Crankshaft-connecting rods and
bearings (journal bearings) [12]

Joints [12]
= A geometria do contato, a area resultante da interacdo entre

as superficies, e as deformacdes e tensdes associadas
dependem fortemente da rigidez estrutural de componentes
especificos do sistema e suas condi¢cdes de operacao.

o Problemas resolvidos através da combinacao de analises 577, ,>
estrutural (e.g. MEF) e interfacial das partes envolvidas. Brakes [12]

Artificial Biojoints
(spherical bearings)
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» A geometria do contato na interface pode ser categorizada em dois tipos: conforme e nao-conforme.

?“/. 4 1-‘/
» Contato N&o-Conforme M AW

Superficies em contato com curvaturas que nao “‘combinam” ou
“encaixam” uma com a outra;

Area de interacdo entre as superficies bastante reduzida em
comparacao com as dimensdes dos corpos em contato;

Distribuicdo dos carregamentos ocorre em uma area bastante
reduzida, geralmente resultando em uma concentracéo localizada
de alta presséao (~ GPa);

A presséo interfacial e as tensGes concentradas no interior e na
vizinhanca da zona de contato s&o tipicamente muito maiores do
gue as tensdes distribuidas na estrutura dos componentes;

Rolling element bearings Gear tooth contact

Cam/Followers Artificial Biojoints [12]
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dTipos de Contato e Aplicacoes

» A geometria do contato na interface pode ser categorizada em dois tipos: conforme e nao-conforme.

?“/. 4 1-‘/
» Contato N&o-Conforme M AW

= O problema interfacial localizado na vizinhanca da zona de
contato pode ser isolado, e a influéncia da deformacdo da
estrutura dos componentes e condicbes de operacéo
macroscopicas podem ser ignoradas da analise;

» Portanto, problemas de contato n&o-conformes podem ser
simplificados e resolvidos localmente considerando 0s corpos
em contato como semi-espacos elasticos infinitos;

= Deformacdes locais devidas predominantemente a compressao
das superficies em contato.

Cam/Followers Artificial Biojoints [12]
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» Dependendo da disposicdo dos solidos em contato antes da aplicacdo dos carregamentos, a
geometria local da interface de contatos ndo-conformes pode ser simplificada para contatos do tipo
linear ou pontual.

Contato Linear Contato Pontual
» Antes do carregamento: linha de contato = Antes do carregamento: ponto de contato
= ApOs o carregamento: area de contato retangular = Apos o carregamento: area de contato eliptica

ou circular ‘
Fy N

e

2 &

Contato esfera-plano

Contato esfera-esfera

Contato esfera-cilindro

Contato cilindro-cilindro cruzados

Exemplos de contato linear [9]

@)

.- @)

o Contato cilindro-plano e o .
.- . tat t

o Contato cilindro-cilindro paralelos emplos de contato pontual [ .
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dTipos de Contato e Aplicacdes Tipos ce Mancais o€ ROI0S s

Cylindrical Taper roller Spherical roller Needle roller ~CARB
y | : : 2 Roller
roller bearing bearing bearing bearing Bearing thrust

‘ bearing

» Aplicacao :: Mancais de Elementos Rolantes
= Contato linear e pontual lubrificado

= Cinematica e dinamica das partes moveis

= Propriedades do lubrificante/graxas

Needle roller Cylindrical roller

= Rugosidade das superficies thrust bearing thrust bearing

» Fadiga de contato

Mancais de elementos rolantes Franjas isocromaticas nos contatos rolos/pista de um rolamento
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» Aplicacao :: Sistema Roda-Trilho

= Contato pontual - . l

= Cinematica e dinamica

» Desgaste e controle do COF

» Fadiga de contato

b

] N Contato roda-trilho [13-14]
» Aplicacao :: Came-Impulsor

= Contato linear . :

= Cinematica e dinamica das partes moveis ®2 =5 m i  impulsor Ry r.

= Propriedades do lubrificante _

= Rugosidade das superficies e Came |

= Gripagem e controle do COF -~ @

= Ruido do motor )
~  fe1zom

Contato came-impulsor
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» Aplicacao :: Engrenagens

Contato linear

Geometria dos dentes

Cinematica e dinamica

Distribuicao de cargas

Propriedades do lubrificante

Rugosidade das superficies

Fadiga de contato, micropitting, gripagem
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3. Teoria do Contato de Hertz
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» Heinrich Hertz desenvolveu, em 1880, um modelo para o calculo préatico da
pressao interfacial, area de contato e deslocamento global relativo entre
solidos de revolucao em contato.

» Hertz estava estudando o fendbmeno das franjas de interferéncia de
Newton entre duas lentes de vidro (no Natal?!).

» Contato normal (auséncia de carregamentos tangenciais — atrito) entre
solidos de revolucao elasticos, homogéneos e ndo rugosos:

= |nicialmente os solidos estdo em contato em um Unico ponto/linha (contato
pontual/linear);

» Quando solicitados por uma carga normal externa:
o Deformam-se elasticamente na vizinhanca do ponto/linha inicial de contato;

o Originam uma area de contato de pequenas dimensdes quanto comparadas
com as dimensdes dos corpos em contato.

Contato normal entre dois elipsoides elasticos [12]
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JTeoria do Contato de Hertz

» O modelo de contato de Hertz permite o céalculo da:
= A geometria da area de contato;
= A distribuicdo da presséao na interface de contato (pressao interfacial);

= Os campos de deslocamentos, deformacdes e tensGes em ambos 0s
solidos na vizinhanca da zona de contato.

¢z

Contato normal entre dois elipsoides elasticos [12]
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» Hipoteses :: Geometria

= (Os solidos em contato sdo de revolucdo e ndo-conformes na interface de
contato;

= As geometrias das superficies na vizinhanca da zona de contato podem ser
descritas por fungcdes matematicas continuas até a 22 derivada (elipsoéides);

= Antes da aplicacdo do carregamento, os soélidos se tocam num dnico
ponto O (contato pontual) ou linha (contato linear);

o O ponto inicial de contato 0 é a origem do sistema de coordenadas local Oxyz;
o O plano Oxy é tangente a ambas as superficies em contato em 0;

o O eixo 0z é normal ao plano tangente, com direcdo positiva para o interior do
sélido inferior;

= Os eixos Ox e Oy podem ser ajustados adequadamente para serem
paralelos as dire¢des principais de curvatura, tal que iy, 71y, T2, € 12y S30
os raios de curvaturas principais dos solidos na vizinhanca da zona de
contato.

Contato normal entre dois elipsoides elasticos [12]

:Common Normal

Sistema de coordenadas principal para a analise do contato [10]
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» Hipoteses :: Material

= Os materiais dos solidos sdo homogéneos, isotréopicos e linear elasticos,
obedecendo a lei constitutiva de Hooke para pequenas deformacoes: (E4, v1) €

(Ez, vy);

= As superficies dos solidos na interface de contato sé&o perfeitamente lisas
(auséncia rugosidade).

Contato normal entre dois elipsoides elasticos [12]

» Hipoteses :: Carregamentos

= A linha de acédo da forca W é normal ao plano tangente e passa pelo ponto : Common Norma
inicial de contato 0;

= Auséncia de carregamentos tangenciais (atrito) e escorregamento relativo entre >
0s solidos (somente rolamento puro € permitido); - Tongen pne

= ApéOs a aplicacdo do carregamento normal, os solidos se deformam
elasticamente, e a area de contato formada na interface é em geral eliptica,
plana e paralela ao plano tangente;

= As dimensdes da area de contato sdo pequenas em comparacdo as dimensdes .
dos raios de curvatura dos solidos na vizinhanca da zona de contato. Sistema de coordenadas principal para a andlise do contato [10]
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» Formulacdo Matematica do Problema

O contato entre dois elipsoéides elasticos pode ser simplificado para um contato entre uma superficie plana

rigida e um elipsoide elastico equivalente com raios de curvatura R, € R, e modulo de elasticidade
efetivo E'.

a

1

Modelo de equivaléncia para um contato pontual arbitrario [12]

T1xT2 T1yT2 , .
R, = (%) R, = (%) Raios de curvatura equivalentes
"x le, 255 T'Zy |:> Tix T Tox Ty T Ty

(E1,v1, E3,05)

e v, 1-v,2\ " L+ Modulo de elasticidade efetivo (£')
- E, + E, - Mddulo de elasticidade equivalente (E*)
Francisco J. Profito — fprofito@usp.br
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» Formulacdo Matematica do Problema

» Distribuicdo da pressao interfacial

o A medida que o carregamento é aplicado, 0os pontos que entram em contato 17;,\/
de ambas as superficies sdo pontos situados a mesma distancia entre si. / /PN (s )
olf ‘( n/b X
o Admite-se que a area de contato (S) é em geral eliptica e a distribuicdo da /<S /
pressao interfacial p(x, y) nessa area tem a forma semi-elipsoidal y £ L (x,%.2)
’q/ FAR Y
‘ az"éa!
2 2 2 2 Y |
X y X y |
xX,y) = 1—-———=, Y ES|—+—<1| @)
p(x,y) = pn e Coy) €S| —+7 v
Distribuicao da pressao interfacial em uma area de contato eliptica [12]

= Equilibrio de forgas:

x?* y? 3W a,b raios da elipse de contato
W= ﬂ p(x,y)dxdy = _U pn |1- 0 ?dxdy - Pn (2) pn,  pressdo maxima de Hertz
S S
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» Formulacdo Matematica do Problema

= Geometria dainterface de contato no estado deformado:

Deslocamento global relativo dos 2 ¥ .
centros dos solidos After loadlng and_ W : Before loadll’lg
deformation ' I5 ; and deformation
/

2(x,y) = Ax? + By? =8 + [ul, (x,y) +ub,(x, )] =2 0 | (3)

Distancia entre dois pontos de cada  Geometria no estado Deslocamentos elasticos
superficie no estado deformado nédo deformado normais

Inequacéo Fundamental do Contato

{z(x, y) =0,  dentro daarea de contato 2)

1 1 1 .
B = ZR = <7" -|— - ) Z(x' y) > 0' fora da area de Contato Contato entre dois elipsoides elasticos antes e depois de deformados [12]
y 1y 2y
A R
a4 > 1
B R,

Raios de curvatura equivalentes
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» Solucéao de Hertz

= Hertz verificou que o problema de elasticidade representado pela
inequacdo fundamental de contato (Eq. 3) € analogo ao problema
do potencial eletrostatico.

= O campo dos deslocamentos totais normais na interface de contato &

dado pela solucédo de Boussinesq baseada na teoria do semi-
espaco elastico:

ul (x,y) = ub, (x,y) + ul,(x,y) = — (L — Mx2 — Ny?) | (5)

nE*

Parametros L, M e N: Integrais Elipticos

l_l_vlz-l_l_vzz LZTCapOK(e) e=,‘l—z—; a<h
x o2
E Eq E, M= ELP[K (e)- E (e)] Ee)= [ 12750 o
maédulo de Young equivalente _map, b _ Kre) = [ ___d®
g q N e’bh’ a’ E (6‘) K (6) @ !r-wfl—ezsinzﬁ

E(e), K(e): Integrais elipticas, sem solugdo analitica, solugao
numérica no Matlab

Francisco J. Profito — fprofito@usp.br

Distribuigao da presséo interfacial em uma area de contato eliptica [12]

Afterloadingand ~ W|

' Before loading
deformation ! 7 and delformatlon
\\ =) N
\\ p(x’y) ,I
\ \/\X ph ’/’ Zz
: boul
o s L X
s == et
> =" i S . ’ 4
' /f:/:: L O;L— RN 1 Ul
; 7 N —r = t\\
’ i N
e ~a—>=<—a— Z: ‘\\

Contato entre dois elipsoides elasticos antes e depois de deformados [12]
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» Solucéao de Hertz

= O deslocamento relativo dos centros dos solidos (8) e os raios da
elipse de contato (a,b) sdo obtidos substituindo a solucédo de
Boussinesq (Eg. 5) na equacao fundamental do contato (Eq. 3) para
0s pontos situados no interior da elipse de contato.

§ — Ax? — By? =ul(x,y)

Distribuigao da presséo interfacial em uma area de contato eliptica [12]

8 — Ax* — By* = — (L — Mx* — Ny?)
E
Afterloadingand ~ W| Before loading
deformation \ O, and delformation
\\\ ph P (x’y ) %
( L pa \ oA %
— L . - W u,
— nE* - E* aK(e) \\ "_\,\f:“ ~:‘:) \J%/ ? X
S| 54 o x e T
A=—— =D L k@ -E@] | e
S = = T - |
N p, a [b? 4 \
— — _ _ ] : A
B= wE*  E* e2b? |a? E(e) - K(e) 4%
\ Contato entre dois elipsoides elasticos antes e depois de deformados [12]
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A RRNRNR N NARERRRE] VRRRD ANUNNRRRRRARARE NNARNINARNRATAD (RAREAA] 47| 0360 2.778] 0.933] 0.579| 1,327 97| 0,227 4405| 0,974 0.436] 0934
.00 L I 48| 0333 2.817| 0.935] 0.576| 1,318 95| 0.225| 4444| 0,974 0.435] 0930
10 15 20 25 30 3.5 40 45 50 55 60 65 70 7.5 S0 85 9.0 9.5 100 491 0351] 2,845) 0,936] 0,573| 1,305 9.9] 0,224] 4464| 0,975] 0454 0976
AR 5.0] 0.346] 2200] 0.933] 0570] 1,200 10.0] 0.222] £505| 0.975] 0.483] 0972
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JTeoria do Contato de Hertz

» Roteiro de Solucao

1) Dados
- Geometria: 7y, 1y, T2x, T2y
» Materiais: E;, vy, E,, v,

* Forca Normal: W

2) Célculo do mdédulo de Young

equivalente
1 1—v12_|_1—v22
E* E; E,

3) Calcular curvaturas

1 1( 1,1 }
Ry, 2R R : iti
X X7/ Perfil convexo: curvatura positiva

7 1[ ) Ij Perfil cobncavo: curvatura negativa
= +

R, 2\R, R,

Francisco J. Profito — fprofito@usp.br 29/03/2023

4) Tabelas e Abacos: C,, Cs, k (em funcdo de A/B)

5) Determinar a:

a=C, —2r
J(A+B)E

6) Determinar b:

b=

a
k
7) Determinar 6:

5:CJL*
wa E

8) Determinar pg € pm:
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Software HertzWin (free):

D Te O r I a d O C O n t at O d e H ert Z https://www.vinksda.com/toolkit-mechanical-calculations/hertz-contact-stress-calculations/

Tribology ABC:
https://www.tribology-abc.com/sub10.htm

» Exemplo de Aplicacao

Calcule a pressdo maxima de Hertz py e a

Parametro| Unidade | Corpo 2 | Corpo 1 ~
7 penetracdo 6 para o rolamento
Fn [N] 1000 } apresentado abaixo
E; [Pa] 200 10° | 200 10° :
Rg = Rx;= Ry
Vi [/] 0.29 0.29
Ryi [m] 12107? | 60107
Ry [m] 12107 | 12.5 107 Ry = Ry,
Contacto seco = e Y
Po 1,1809E+09
P +
m 7,8725E+08 R; = Ry
a 2,1343E-04 |
b 1,8944E-03 |
Ac 1,2702E-06 W
5 8,2591E-06 Tabelas e Abacos
30,000 0,11266 0,99363 3,57788 1,01956 0,37993 0,60463 0,98082
A/B k e K(e) E(e) C, C, C.

Francisco J. Profito — fprofito@usp.br 29/03/2023
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Conteudo

4. Tensdes no Interior dos Solidos em Contato
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dTensodes no Interior dos Solidos

» Estado de Tenséao

= Os carregamentos externos atuantes em um corpo sao transmitidos
para todos os pontos no interior do mesmo na forma esforgos
internos (forcas e momentos).

= A forca interna AF atuante em um pequeno elemento de area AA,
definido pelo versor normal m, em torno de um dado ponto P do
corpo, é representada pelo vetor de tensdes:

— —
. AF dF
T = Al,}lr_l)l() ﬂ = ﬂ X1 Fn / Vetor de tensées atuante em um ponto

interno do corpo [11]

= O vetor de tensOes pode ser decomposto em duas componentes,
uma na direcdo normal e outra na direcéo tangente ao plano definido

por m em P:
([ dF,
. op = n Tenséo normal
T=()i+@)E - {97
Ty = d_At Tenséo tangencial (cisalhamento)
\

Francisco J. Profito — fprofito@usp.br 29/03/2023
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dTensodes no Interior dos Solidos

» Estado de Tenséao

= O vetor de tensbGes pode ser expresso em termos do tensor das
tensdes o :

. 011 T12 Ti13
T=[o]-n , [6]=|T21 022 T23
T31 T32 033

= O tensor das tensdes define completamente o estado de tensdo em
um dado ponto do corpo. Esse tensor €, em geral, simeétrico (z;; = tj;).

= O tensor das tensbes € uma grandeza fisica, e como tal, ndo
depende do sistema de coordenadas escolhido para a sua
representacao.

= Somente as componentes do tensor das tensbes dependem da
orientacao do sistema de coordenadas adotado. &

Componentes do tensor das tensdes
de um ponto interno do corpo [11]
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dTensodes no Interior dos Solidos

» Estado de Tenséao

= Conhecendo o tensor das tensdes expresso em um sistema de coordenadas Oxyz, € possivel representa-lo em
relacdo a qualquer outro sistema de coordenadas Ox'y’z’ através da transformacéo:

[6'] = [AT][o][A] , onde [A] € matriz de transformac&o entre Oxyz e Ox'y'z’

= O circulo de Mohr é uma representacédo grafica dessa transformacéo

033

1 /
cos “asz T3

515/2 Transformagéo entre sistemas de coordenadas das
componentes do tensor das tensdes [11]

Francisco J. Profito — fprofito@usp.br
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dTensodes no Interior dos Solidos

» Estado de Tenséao

= E possivel demonstrar que cada ponto de um corpo solicitado possui ao menos trés planos cujas tensdes de
cisalhamento s&o nulas (apenas tensbes normais atuam nos respectivos planos).

» Essas tensfes normais recebem o nome de tensdes principais, e as respectivas direcbes sao denominadas
direcdes principais.

~ . . . 01 —O0:
o Autovalores de [a]: tensdes principais (01,0,,03) = Tmax = %

o Autovetores de [o]: direcdes principais (11, n,, n3)

¥ ¥ ¥ ¥ / T
o \ 0
¥
l T (Tl,.n ’:;,._‘,f T g ﬂ, /
X . . xyt Byl o
Xy —
b 2 o\_ X »\ 0 ‘-‘/ ! X
- :’ a a
. Oy r \ X f X 0,5
Xy Tx!
T e— /_[ ) / 'ﬁ“‘
b x'y rﬁ,\ /
’ Gy
%y
Stresses at given coordinate system Stresses transformed to another coordinate Maximum shear stress
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dTensodes no Interior dos Solidos
> Estado de Tenséao

= Estado plano de tensoes:

o Vetores de tensdes atuantes em apenas
um plano particular da estrutura;

o Tensor das tensdes bidimensional;
o EX. placas planas finas.

= Estado plano de deformacdes:

o Utilizado geralmente quando uma
dimensédo do corpo € muito maior do que
as outras dimensoes;

o Deformacbes na direcdo da maior
dimensédo sao despreziveis.

o Tensao normal na direcao de maior :
dimensao nao é, necessariamente, nula.

nonzera values

Plane stress Plane strain
¥
Ty
- + =T,
- | & f—'—l‘- o,
] [ P
(PR
frm : x
or,=0 Te=0 T7.=0 T=0  7,=0
Stresses
@y @y, and 7, may have Ty, Oy, O, ind 7, may have
nonzero values nonzero values
Y=0  ¥=0 €=0  y.=0  %,;=0
Strains
€., £y, €5, and y,, may have €, €, and y,,, may have

nonzero values

Estado de tensdes e deformacdes caracteristicos
do estado plano de tensdes e deformacdes [11-12]
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dTensodes no Interior dos Soélidos — Contato Linear

» A partir da teoria de Boussinesq, é possivel definir o estado de tensdao em qualguer ponto no interior
dos solidos em contato.

» No caso de contato linear, admite-se que cada solido esta submetido a um estado plano de
deformacdes.

» Existéncia de solucao analitica para as tensdes.

Francisco J. Profito — fprofito@usp.br 29/03/2023
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dTensodes no Interior dos Soélidos — Contato Linear

» Tensdes Principais ao longo de 0z no centro do contato (x = 0)

/ .

Estado de tensdo ao
longo de 0z no centro
do contato

Oy

oy € 0, Sao
tensdes principais

o.=—aAFE

Francisco J. Profito — fprofito@usp.br
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dTensodes no Interior dos Soélidos — Contato Linear

» Tensdes Principais ao longo de 0z no centro do contato (x = 0)

-1.0
9%
-
0.5
Z
ot
Po
10
» Atenséo de cisalhamento maxima atinge valor
méaximo na profundidade: Z; = 0.7861a
1.5
= Nesta profundidade, tem-se:
Tmax = 0.30 aAE* = 0.30 p, 20
omax — 0,27 aAE* = 0.27 p,
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dTensodes no Interior dos Soélidos — Contato Linear

» TensOes de Cisalhamento Ortogonais . z* (M —N)
T.,=—a AE

» Tensdes de cisalhamento 7,, (e 7,,) que atuam em planos MN\/(M+N)2—4a2
perpendiculares ao eixo 0z.

~ . . ~ . _ 2 2
= Tensdes de cisalhamento ortogonais sdo nulas ao longo do eixo |[M = \/(ﬂ+x) +z
Oz no centro do contato.

2 2
N ) N = \/a—x +z
= Tensdes de -cisalhamento ( )

ortogonais sdo maximas, em
modulo, nas extremidades
da area de contato.
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dTensodes no Interior dos Soélidos — Contato Linear

» Tensdes de Cisalhamento Ortogonais

Qual atensao mais
R significativa para fadiga

‘ de contato: t,, OU T;g4?

a . o
2V 02 04 05 08 1
e,
oylp, [oz/p,
05 +--Y/~----- B a
03 -~ +1
078 - Tyz /P,
10 -+ -0.5 -
Ao, =035 p, (compressao)
Profundidade x,,, Ao,, =090 p, (compressdo)
z/a =05 Az, =030 p,
20 1 i
I Ar,, =045 p,
z/a
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dTensodes no Interior dos Sélidos — Contato Pontual

» Distribuicdo da presséo interfacial sobre uma area de contato eliptica.
» Estado de tensbes complexo no interior dos solidos.

» Solucao analitica existente apenas para determinadas direcdes preferenciais. Métodos numericos sao
utilizados para a solucéo geral.

Contato normal entre dois elipsoides elasticos [12]
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dTensodes no Interior dos Sélidos — Contato Pontual

P Values of principal stresses and shear stress

> Tensdes Principais ao longo de 0z no centro do contato (x =y = 0) | —EFG:—F—5—= 2 ¢

)

Oref —»

= Contato Hertziano, com oai—} . /
Oyy 1 /
A a 0'4‘ 1__ %/ N | ] | fo..
v=0.3, 5= 1.24, k = > = 0.866 @ '- = /

= As tensdes ao longo do eixo 0z séo tensdes principais, devido a simetria
geomeétrica e de carregamento. Logo, as tensdes de cisalhamento sdo nulas
ao longo de Oz.

S
Il // /

= As tensdes principais atingem o valor maximo na superficie e diminuem
progressivamente com o aumento da profundidade.

Distances from contact surfaces, values of kz/b

_ ety o / /
ﬂ-mdx — pﬂ - JEE - Cg ﬂ-;-gf 3 k l . // / k=0866; 2 =1.24
- C, = z Fi I (abaco) Chas
0,.=-C,a(A+B)E a // /

Variacdo com a profundidade das tensdes principais, tenséo de cisalhamento
méaxima e tensdo de von Mises ao longo do eixo Oz. Adaptado de [5]
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dTensdes no Interior dos Solidos — Contato Pontual

~ . . . 0 _ 68 _ Oref
> Tensdes Principais ao longo de 0z no centro do contato (x = y = 0) | ~-EFG—2—5—5 22 ¢

y: \ 1/' %7

= Atensao de cisalhamento maxima atinge valor maximo na profundidade: 02— i /

042 1 ,: N1 — m/.
Z; = CZS al |C, =0.7861| (abaco) @ = /"

o
o

» Nesta profundidade, tem-se:

T..=C.0,=C. a(A+B)E| |C,<0.3| (abaco)

€,

| /]
Il /// ,
Tnie = Co Oy = Cg alA+ B)E'||C5 < 0.27 |/
[N ==
L

Variacdo com a profundidade das tensdes principais, tenséo de cisalhamento
méaxima e tensdo de von Mises ao longo do eixo Oz. Adaptado de [5]

Distances from contact surfaces, values of kz/b
— (=]
o [e2]
————
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dTensdes no Interior dos Solidos — Contato Pontual

]
> Abaco para Solucdo  ,q [
"\.,“_‘ A
" % B
., =a(A+B)E IS & B
1.00 —'+_ F_ 1.000
Vi 0.80 e L _‘."l— D) . -
C = 0.60 gl‘. o<
. — _2 ﬂ- —(_:?'I - o.aoo: -
a 0.40 EC&; — e ~S -E'"
o ~~-.[] Tl | [T
=C a(A+B)E"| ™™ - == :
('_T b — pu il ( + ) j - CG T ::: ~- =
0.20 \*‘\ | e
oo [
W \ k 0.020 ™~
rmm:CTa(A-i-B)E 010 . S
0.08 ] o
ocl * "
T = CG a(A+B)E 0.06 - -
\ 0.003
004 0.002
0.03 &
Z.’T = CZ a T . 2 3 4 ﬁ B 10 2‘0 an 40 GD 80 100 zm o.m;w 300 400 600 BOO 1000 2 x 10° 3 x 107 6% 107 10 x 10°

Valores de A/B
alores de A/B Coeficientes de deflexé@o e tensbes para contato pontual. Adaptado de [5]
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» Tensao de von Mises vs. Elipsidade (plano xz)

* A magnitude de oy}it*
praticamente nao varia
com a elipsidade

Z=1zla

] jﬁs

b
k=— ) . Aprofundidade de
oy aumenta com o
aumento da elipsidade k

o D
-1.00 -+
45 10 05 00 05 10 15 10 05 00 05 10 15 10 -05 00 05 10 15 10 -05 00 05 10 15 -0 -05 00 05 10 15
X=x/a X=x/a X=x/a X= x/a X=x/a

X X X X X
Distribui¢cbes da tenséo de von Mises para contatos
com diferentes elipsidades. Adaptado de [12]
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dTensdes no Interior dos Solidos — Contato Pontual

are
71; V> 02 -03 -04 -05 -06 f—

y: \ 1/' %7

02—}

» Qual a maior tensdo atuante no corpo? Em que regido esta fa /

tensé&o atua? @ T i

Tenséao principal maxima (na superficie) p

Il /// /l

o
o

» Qual a tensao associada a deformacao plastica do material?
Em que regiao esta tensao atua?

Distances from contact surfaces, values of kz/b

Tens&o de cisalhamento maxima (subsuperficial) / /
v k =0.866; % =1.24
Compressive ts._tres,ses

1.8 // /

2.0

Variacdo com a profundidade das tensdes principais, tenséo de cisalhamento
méaxima e tensdo de von Mises ao longo do eixo Oz. Adaptado de [5]
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» Tensdes de Cisalhamento Ortogonais

= Tensoes de cisalhnamento 7, (7,x) € Ty, (75,) que atuam em
planos perpendiculares ao eixo 0z.

» TensOes de cisalhamento ortogonais sdo nulas ao longo
do eixo 0z no centro do contato; A

.v

» |mportantes para efeitos de fadiga de contato;

» TensbOes de cisalhamento ortogonais dependem da
cinematica do sistema, sendo mais importantes na
direcdo de rolamento.
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dTensodes no Interior dos Sélidos — Contato Pontual

A~
» TensoOes de Cisalhamento Ortogonais /A
= Considere o contato entre dois corpos rolantes e { | g
= /
1
= Solidos em contato rolam, sem escorregar, na direcdo de rolamento Ox,
gue coincide com um dos eixos da elipse de contato (a ou b); e
\
=
= Durante o movimento de rolamento, um dado ponto P no interior de um /
dos solidos aproxima-se da regidao de contato, passa sob ela, e .
afasta-se; N ==
\Rz \/ Cantato em dois corpos
= A variacdo da tensdo de cisalhamento ortogonal t,, no ponto P N
durante um ciclo de movimento, apresenta maximo positivo e +05:+
negativo.
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dTensodes no Interior dos Sélidos — Contato Pontual

» TensoOes de Cisalhamento Ortogonais i/

= Durante o movimento de rolamento, a tenséo t,, no ponto P vai e
aumentando até atingir um valor maximo positivo para x/a = 1; RS

= Decresce progressivamente e passa a ter valores negativos a partir do Tl

centro do contato (x/a = 0); /

= Continua a decrescer atingindo um valor maximo negativo para
x/a = —1. Valores extremos de t,.,:

\Rz \/ Cantato em dois corpos
ey X/ 1. " rolantes. Adaptado de [5]
T. =7T,, para é—l, . v

&

min __ X/ -
T, =—T,., para A— L.

= A profundidade em que t,, € maximo é definida por Z,.
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dTensodes no Interior dos Sélidos — Contato Pontual

A~
» TensoOes de Cisalhamento Ortogonais /A
= A tensédo de cisalhamento ortogonal maxima € sempre inferior a tenséo e { g
de cisalhamento maxima: P v e /
T = 70 < Trax e S

= Durante um ciclo de carregamento, a variagdo da tensao de /
cisalnamento ortogonal é superior a variacdo da tensdo de
cisalhamento maxima,;

R, \/ Contato em dois corpos
\ / rolantes. Adaptado de [5]

= Paraum ciclo de carregamento: ‘4

29/03/2023
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dTensodes no Interior dos Sélidos — Contato Pontual

» Tensdes de Cisalhamento Ortogonais

0.5

L T T 1T71

.~ L - - ) C, 0 dimensdo da elipse de contacto
» Variagcao maxima da tenséo de cisalhamento ortogonal: segundo a direccio de rolamento
04 €= dimensédo da elipse de contacto

cegnndo a normal @ direcedo de rolamento |

B

o ZonaA: =%£1

AT =22 =Coa(A+B)E - A

0.2

0.1 \“*
) _ T
ZonaB: |e= A > 1 N R N
el T C Dz —
o L—iZake Sl
— " 0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
ATXZ =27{}:Crnb(A+B)E e=a/b ™ e=h/a

Magnitude da maxima tenséo de cisalhamento ortogonal. Adaptado de [5]
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dTensodes no Interior dos Sélidos — Contato Pontual

» Tensdes de Cisalhamento Ortogonais

0 7 | T 1 B

dimensao da elipse de contacto

= Profundidade maxima da tensao de cisalhamento ortogonal:

A

o ZonaA: =%£1 | \

Z,=Conl

segundo a direcgao de rolamento
dimensao da elipse de contacto

segunde a normal a direccao de rolamento™ |

B

0.2

_'\\'-\
Rolling direction h---:
- —

0
= Zona B: =4‘P1 __@ O__L_)ﬂ -
~2a - I"ilh'l

Z :C- b 0 L 2 3 4
0 20 e=a/b W e=hla

Distancia de ocorréncia da maxima tensao de cisalhamento ortogonal. Adaptado de [5]

-—Rolling direction
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» Roteiro de Solucao

1) Dados:
« Geometria: iy, Ty, T2x, T2y
* Materiais: El! Uq, Ez, Uy

* Forca Normal: W

2) Célculo do modulo de Young equivalente:

1 1 __U12 1 _'UZZ

F-E g

3) Calcular curvaturas:

Azizi(f L1

o 2\ B RXJ Perfil convexo: curvatura positiva
Bzizi[ 1 +L) Perfil cOncavo: curvatura negativa
R, 2(R, Ry

4) Tabelas e Abacos: [C,, Cs, k]; [C1o, Czol;
[Ca’ C‘r’ CG! CZs]

Francisco J. Profito — fprofito@usp.br

29/03/2023

Surface
Phenomena
Laboratory

5) Determinar area de contato (a e b):

a=C, 3# b=£
\’(A+B)E k

7) Determinar §:
F
§=C,—2
waE

8) Determinar pg, P € OREF -

p"’:;riib po:%ﬁ?b JREF=H(A+B)E‘|
9) Determinar as tensdes e profundidades:
Z;=—Cya
Opix = CoOrer =Dy Tffx =—=COer
Toix = ~CoOrer Z,=—C,,a
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Software HertzWin (free):

D Te O r I a d O C O n t at O d e H ert Z https://www.vinksda.com/toolkit-mechanical-calculations/hertz-contact-stress-calculations/

Tribology ABC:
https://www.tribology-abc.com/sub10.htm

» Exemplo de Aplicacao

Pardmet Unidad C 2 ¢c Calcule as tensdes de referéncia, normal
arametro| Ynidade orpo orpo 1 7 maxima, cisalhamento maxima e a
Fy [N] 1000 1 profundidade em que esta Gltima ocorre
E; [Pa] 200 10° | 200 10° :
Vi [/] 0.29 0.29
Ryi [m] 12102 | 60107
Ry; [m] 12107 | 12.5 107
Contacto seco Tensdes instaladas
Fo 1,1809E+09 oref | 1,2040E+09
Pm 7,8725E+08 Ttmax | 3,5426E+08
a 2, 1343E-04 z5 1,6454E-04
b 1 B944E-03 20 | 5,7791E+08
Ac 1 2702E-06 20 1,0245E-04
5 8,2591E-06
30,000 |0,11266(0,99363|3,57788(1,01956|0,37993(0,60463|0,98082( 0,2942 | 0,7709 | 0,48 0,48
A/B k e K(e) E(e) C, Cs C, C. C,. Coont C,.
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: "\ ESCOLA
-\ | POLITECNICA

J DA USP

JTeoria do Contato de Hertz

» Exemplo de Aplicagéao PR

Contacto seco Tensdes instaladas y
Po 1,13‘3‘9E+ﬂ'9 o raf 112|]4|]E+|]9 gosf SN b st g ;
a 2,1343E-04 Z5 | 1,6454E-04 . P b A i pf>
’ 08 L 5 E
b 1,8944E-03 20 5,7791E+08 asl Y AL T .............. T
- ’ B ; ; XD
Ac | 12702606 | 20 | 1,02458-04 b w ¢ a7 TENSE0 Pringipal
5 8,2591E-06 Tenséo de Cisalhamento | N | Ma>§<|m
Ortogonal Maxima ) PR AR e SRn— e |
(fadiga de contato) ) :
oal- | A 5 P [ SR
g - Tensao de.
= Qual a maior tenséo atuando no corpo? Em que regiao esta tensao atua? 8 ipo o i fisalnamEnigMima
PO q g ! 11 (def. plgstica)
1ok f..[..1| ........ ............... ............. i
AN :
* Qual a tensdo associada a deformacédo plastica do material? Em que el b S
regiao esta tenséo atua? TN |
TEH g e N P S S o, oy
1t :
11 g 2
= Qual a tensdo associada com a fadiga de contato? Em que regiao esta I A A S —
0 L
20 0.2 -0.4 06 4.8 1
o'pg

tensao atua?

29/03/2023
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Laboratory

d Efeito de Carregamentos Tangenciais (Atrito)

» Solicitacao normal (F,) e tangencial (F;) na superficie;

» Analises baseadas nas teorias de Boussinesq e Cerruti para
semi-espacos elasticos;

» Matematicamente, os problemas de contato normal e
tangencial s&o independentes/desacoplados. Logo,

aplica-se o principio da sobreposicao de efeitos; 2| po = aAE" : .
}
» Solucdes analiticas existentes apenas para _situac;ﬁes muito La#a R B
particulares. Métodos numeéricos sao utilizados para a
solucao geral. © @ ©

Esforgos tangenciais (cisalhamento) em adicdo aos esforgos normais na area de contato.
Adaptado de [5]
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d Efeito de Carregamentos Tangenciais (Atrito)

» A distribuicdo da pressao interfacial € ligeiramente
alterada pela presenca de esforgos tangenciais;

> As tensodes no interior dos soélidos sao

F_I_ _
significantemente alteradas devido a presenca de | 2al *
esforcos tangenciais:

= aumento da intensidade das tensoes; (@ (b)

» alteracdo da natureza das tensdes: compressao - tracao; | po=aAE” i

YY Y

= alteracdo da localizacdo dos pontos de maxima tenséo; PR EE

= as tensOes de cisalhamento ortogonais sao ligeiramente
alteradas. © (d) ©

Esforgos tangenciais (cisalhamento) em adicdo aos esforgos normais na area de contato.
Adaptado de [5]

Francisco J. Profito — fprofito@usp.br 29/03/2023



\ ESCOLA Surface

POLITECNICA Phenomena
J DA USP Laboratory

d Efeito de Carregamentos Tangenciais (Atrito)

» Tensao de von Mises (plano xz) .

0.00

v=03, k=1 f=0-0.65(COF)

= Distribuicdo geralmente assimétrica em relacdo a
linha de centro no sentido do carregamento §
tangencial aplicado. N

-0.75

= As tensbes maximas na presenca de atrito séo
significativamente maiores do que as tensdes na .
auséncia de atrito. "0.00-

= A medida que o atrito aumenta, a localizacdo das -

tensoes maximas se move para a superf|C|e.

©
E -0.50 -
N

0781 | | | R20408 .

(').|2l10.343\\
i £=0.35
-1.00 ’ IH \\\\\ 0'4.68 ol ’-.' Lt r T T T
Distribui¢gbes da tenséo de von Mises devido a combinacéo de 15 10 -05 00 05 1.0 10 05 00 05 10 15
carregamento interfacial normal e atrito tangencial. Adaptado de [12] X= x/a X=x/a
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d Efeito de Carregamentos Tangenciais (Atrito)
» Tenséo de von Mises e Maxima Tensé&o de Cisalhamento (plano xz)

v=03, k=1 f=0-0.65(COF)

. . ~ s TABLE 3.3
= Distribuicdo geralmente assimétrica em relacéo a ) .
linha de centro no sentido do carregamento Locations and Values of the Maximum Tresca and von

tangencial aplicado. Mises Stresses Influenced by Friction

Coefficient Max. Shear Stress 7,,,,, Max. von Mises Stress o,

= As tensbes maximas na presenca de atrito séo

maiores do que as tensdes na auséncia de atrito. of Friction T/ P at z/a= @ un/ PR max at z/a=
0.0 0.310 0.480 0.620 0.480
= A medida que o atrito aumenta, a localizagdo das 015 0.315 0.465 0.620 0.463
tensdes maximas se move para a superficie. 025 0.325 0.438 0.639 0.438
0.35 0.387 0.000 0.688 0.000
0.50 0.529 0.000 0.916 0.000

0.65 v 0.674 0.000 v 1.165 0.000 ¥

Data from Wang and Zhu (2013a).

Localizacéo e valores das tensdes maximas de cisalhamento maximo
e de von Mises influenciadas pelo atrito. Adaptado de [12]
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d Efeito de Carregamentos Tangenciais (Atrito)
-

E;(GPa)
0 500 1000 1500

» Materiais com Mdaltiplas Camadas de g O e
Recobrimento (“Multi-Layer Coatings”) 3 o ;
€ 0.8
. £ 06
= Exemplo de materiais com 10 camadas de 8 0.4
recobrimento § 02

E;(GPa)

0 400 800 1200

= DistribuicOes da tensao de von Mises para
COF=0.0e COF=0.5

= Solucbes numéricas baseadas na extensao
da teoria de semi-espaco elastico (nao por
MEF).

Increasing modulus
Z/ah

Ej(GPa)
0 250 500 7501000

Alternative layout
Z/ay

=
4

Distribuicdo da tenséo de von Mises para trés materiais com 10 camadas de
recobrimentos. Esquerda: mapas dos modulos de Young; meio: tensdes para
COF = 0; e direita: tensdes para COF = 0.5. Adaptado de [12]
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 Efeito da Rugosidade

» As superficies reais dos solidos em contato n&o séao
perfeitamente lisas devido a presenca de irregularidades

superficiais (ondulacéo e rugosidade). Refrnes e
surfac(‘, 2 I S U S e
| |
» A rugosidade afeta: oA S L e T M T
elerence plane
, (surface 1)
= a areareal de contato; m—
= adistribuicdo da pressao interfacial;
= as tensdes no interior dos solidos;
Surface 2 (plane and smooth) Local Hertzian contact
= 0 numero de ciclos de carregamento na superficie e no interior NN
dos sdlidos; W X ASPERITY
i |
> Auséncia de soluc¢des analiticas (simulagdo numérica) e and rough) | | voenl
I |
I |
| |

|
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Laboratory

 Efeito da Rugosidade

> Pressao Interfacial e Area de Contato

Fn solido
elastico

Alteracdao na distribuicao da pressao interfacial devido ao amp,
surgimento de picos de pressdo com intensidade muito superior

a pressao maxima de Hertz. @ X
solido
A —13 elastico
__ Pmax — Po Pr = .
Ap, = p— AA,. = —-0.4
0
— Liso - Hertz ;m=o.5 am%zo.oazﬁ
= Em geral, a area (real) de contato € menor do que area de . 4 — Ondulagdo-coseno tj';"jofoﬁjgs 4
contato Hertziana. Pamax 7 A a/ =20
2 L A\ /\ A
+ + ot + + R —
A— A [ [ /\A 56.625
AA, = 1 i + '\ o ( +
° - { \ \ n
A Lo Pl
= Ap,. e AA, dependem fortemente da geometria da ondulacéo
(amplitude e comprimento de onda) e da carga aplicada. I /l \ ’ ‘ [ [\
i . {
0 Xx=-Q x=0 x=a .:x
Francisco J. Profito — fprofito@usp.br
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 Efeito da Rugosidade

> Tensao de Cisalhamento Maxima

maximo
secundario

= Surgimento de maximos primarios (abaixo da superficie) e
secundarios (préximos da superficie)

= Maximos primarios independentes dos picos de pressao
interfacial.

= Maximos secundarios dependentes dos picos de pressao
interfacial.

= Maximos secundarios ligeiramente superiores aos primarios e
concentrados em torno das rugosidades

regido proxima
da superficie

i
X

Tensoes de Cisalhamento Maximas
(contato linear)
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 Efeito da Rugosidade

> Tensao de Cisalhamento Ortogonal

= Surgimento de maximos primarios (abaixo da superficie) e
secundarios (préximos da superficie)

= Maximos primarios independentes dos picos de pressao
interfacial.

= Maximos secundarios dependentes dos picos de pressao
interfacial.

= Maximos secundarios ligeiramente superiores aos primarios e
concentrados em torno das rugosidades.

Surface
Phenomena
Laboratory

maximo
secundario

maximo
primario

maximo
primario

regido proxima
da superficie

-
X

TensOes de Cisalhamento Ortogonais Maximas
(contato linear)
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 Efeito da Rugosidade

> Estado-da-Arte: Exemplos

= Solucbes numéricas de uma esfera em
contato com uma superficie plana rugosa real
(contato pontual).

v ~ Deformation

~ , . N Honed-1 rough surface
= Solucbes numericas baseadas na extensédo

da teoria do semi-espaco elastico (néao por — .
MEF). » R

(Y7770 & AP NNERRARE T WA AN A S

[ 350
:~ 320
[ 280
0.024 - 240
[ 200
0.016 — 160
[ 120
0.008 — 080

[ 040

Y ~ 0.00
A5 -1.0 05 0.0 05 1.0 15

Pressure & gap profiles
along the X-axis

Pressure

Exemplo de simulagdo numérica de uma esfera em contato sem atrito com uma superficie plana rugosa real.. Adaptado de [12]
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Laboratory

 Efeito da Rugosidade

> Estado-da-Arte: Exemplos

» Solucbes numéricas de contatos elipticos
com superficies rugosas considerando o
aumento da carga externa aplicada.

= Solucbes numericas baseadas na extensédo
da teoria do semi-espaco elastico (ndo por
MEF).

Pressure

Gap and Asperity Contact Areas

<
:

Load=480N 960N 1920N 3840N 7680N

Exemplo de simulagbes numéricas de contatos elipticos com superficies rugosas
considerando o aumento continuo de carga. Adaptado de [12]
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; ; . : : ' 0.0010
; -0.0008
. . -
1 -0.0006 =

= SolugBes numéricas com as distribuic | 0 0004___"!: ses
subsuperficial para os contatos elipticos dg slidg

 Efeito da Rugosidade

> Estado-da-Arte: Exemplos

5 0.0002
A . 0.0000

= SolucBes numéricas baseadas na extenséo dat

0.0125 snEe
0.0100 -4
£0.0075 -3 g
I 0.0050- oY
0.0025 -1
5% o

o
N
= -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
X=x/(1.5 Ax)
-1.00 N
15 10 05 0.0 0.5 1.0 15 10 -05 0.0 0.5 1.0 -1.5 " — . . v 1.5
(a) 480 N X=x/a (b) 960 N X=xla (c) 1920 N =x/a (d) 3840 N =xla (e) 7680 N = x/a

Exemplo de simulagBes numéricas com as distribuicdes de presséo de contato, separagdo, e tensao de von Mises subsuperficial para os contatos elipticos do slide anterior. Adaptado de [12]
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