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NOSSA AGENDA

# Data Tópico

1 27/02

Introdução ao modelamento e uso do software;

Introdução à programação em Octave/Matlab

Conceitos Básicos de Funções de Variáveis Complexas
2 01/03 Resolução de Equações Diferenciais – Sistemas Lineares e Não Lineares

3 03/03 Transformada de Laplace e Funções de Transferência

4 06/03
Representação de sistemas dinâmicos por diagrama de blocos.

Diagrama de Blocos: manipulação e aplicações.
5 07/03 Análise de Sistemas de Primeira Ordem

6 09/03 Análise de Sistemas de Segunda Ordem
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Equações Diferenciais

Equações Diferenciais Homogêneas

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝑭

𝒚

𝒙
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Equações Diferenciais

Equações Diferenciais Homogêneas

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝑭

𝒚

𝒙

𝑀é𝑡𝑜𝑑𝑜 𝑑𝑒 𝐸𝑢𝑙𝑒𝑟
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Equações Diferenciais

Método de Euler

5

𝑥

𝑡

𝑣0

𝑣

𝑡

Inclinação: 𝑓 𝑡0, 𝑥0, 𝑣0

𝑡0 𝑡1 = 𝑡0 + ∆𝑡

𝑣1

𝑥0

𝑡1

𝑥1 Inclinação: 𝑣0

𝑡1 = 𝑡0 + ∆𝑡
𝑥1 = 𝑥0 + ∆𝑡𝑣0
𝑣1 = 𝑣0 + ∆𝑡 𝑓 𝑡0, 𝑥0, 𝑣0

𝑡0

𝑡1 = 𝑡0 + ∆𝑡

= ??

= ??

𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 + ∆𝑡𝑓(𝑡𝑛−1, 𝑥𝑛−1)

𝑦𝑛 = 𝑥𝑛−1 + ∆𝑡𝑓(𝑡𝑛−1, 𝑥𝑛−1)



Equações Diferenciais
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Método de Euler - Exemplo



Equações Diferenciais
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Implementar o método de Euler no problema anterior com 

intervalos de 0.25, 0.2, 0.1 e 0.01 além da solução exata, 

entre t=0 e t=1. Assumir y(0)=1.

Método de Euler - Exercício 1
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Método de Euler - Exercício 1

Implementar no fim para ajustar legenda e títulos

de eixos, deixar fundo branco e SALVAR EM PNG!
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Implementar o método de Euler no problema anterior com 

intervalos de 0.25, 0.2, 0.1 e 0.01 além da solução exata, 

entre t=0 e t=1.

Método de Euler - Exercício 1
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Método de Euler - Exercício 1
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Equações Diferenciais

Equações Diferenciais Homogêneas

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝑭

𝒚

𝒙

ln 𝑥 = න
𝑑𝑣

𝐹 𝑣 − 𝑣
+ 𝑐

𝑜𝑛𝑑𝑒: 𝑣 =
𝑦

𝑥
, .

𝑆𝑒 𝑭 𝒗 = 𝒗, 𝑎 𝑠𝑜𝑙𝑢çã𝑜 𝑠𝑒 𝑡𝑜𝑟𝑛𝑎 𝒚 = 𝒄𝒙 11



Equações Diferenciais

Equações Diferenciais Lineares de Segunda Ordem Homogêneas

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
+ 𝒂

𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒃𝒚 = 𝟎
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Equações Diferenciais

𝜆2 + 𝑎𝜆 + 𝑏𝑘 = 0

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
+ 𝒂

𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒃𝒚 = 𝟎

Equações Diferenciais Lineares de Segunda Ordem Homogêneas
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Equações Diferenciais

𝜆2 + 𝑎𝜆 + 𝑏𝑘 = 0

𝑦 = 𝑐1𝑒
𝜆1𝑡 + 𝑐2𝑒

𝜆2𝑡

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
+ 𝒂

𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒃𝒚 = 𝟎

𝝀𝟏𝑒 𝝀𝟐
𝑠ã𝑜 𝑟𝑒𝑎𝑖𝑠 𝑒 𝑑𝑖𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠

Equações Diferenciais Lineares de Segunda Ordem Homogêneas
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Equações Diferenciais

𝜆2 + 𝑎𝜆 + 𝑏𝑘 = 0
𝝀𝟏𝑒 𝝀𝟐

𝑠ã𝑜 𝑟𝑒𝑎𝑖𝑠 𝑒 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑖𝑠

𝑦 = 𝑐1𝑒
𝜆1𝑡 + 𝑐2𝑒

𝜆2𝑡 𝑦 = 𝑐1𝑒
𝜆1𝑡 + 𝑐2𝑒

𝜆1𝑡

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
+ 𝒂

𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒃𝒚 = 𝟎

𝝀𝟏𝑒 𝝀𝟐
𝑠ã𝑜 𝑟𝑒𝑎𝑖𝑠 𝑒 𝑑𝑖𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠

Equações Diferenciais Lineares de Segunda Ordem Homogêneas
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Equações Diferenciais

𝜆2 + 𝑎𝜆 + 𝑏𝑘 = 0
𝝀𝟏𝑒 𝝀𝟐

𝑠ã𝑜 𝑟𝑒𝑎𝑖𝑠 𝑒 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑖𝑠
𝝀𝟏𝑒 𝝀𝟐

𝑠ã𝑜 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑥𝑎𝑠

𝑦 = 𝑐1𝑒
𝜆1𝑡 + 𝑐2𝑒

𝜆2𝑡 𝑦 = 𝑐1𝑒
𝜆1𝑡 + 𝑐2𝑒

𝜆1𝑡 𝑦 = 𝑒𝑝𝑡(𝑐1𝑐𝑜𝑠 𝑞𝑡 + 𝑐2 sin 𝑞𝑡)

𝑝 = −𝑎/2 𝑞 = 𝑏 − 𝑎2/4

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
+ 𝒂

𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒃𝒚 = 𝟎

𝝀𝟏𝑒 𝝀𝟐
𝑠ã𝑜 𝑟𝑒𝑎𝑖𝑠 𝑒 𝑑𝑖𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠

Equações Diferenciais Lineares de Segunda Ordem Homogêneas
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Equações Diferenciais

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
+ 𝒂

𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒃𝒚 = 𝑹(𝒙)

Equações Diferenciais Lineares de Segunda Ordem NÃO Homogêneas
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Equações Diferenciais

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
+ 𝒂

𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒃𝒚 = 𝑹(𝒙)

𝝀𝟏𝑒 𝝀𝟐
𝑠ã𝑜 𝑟𝑒𝑎𝑖𝑠 𝑒 𝑑𝑖𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠
𝑦 = 𝑐1𝑒

𝜆1𝑥 + 𝑐2𝑒
𝜆2𝑥 +

𝑒𝝀𝟏𝑥

𝝀𝟏 − 𝝀𝟐
න𝑒𝝀𝟏𝑥𝑅 𝑥 𝑑𝑥 +

𝑒𝝀𝟏𝑥

𝝀𝟐 − 𝝀𝟏
න𝑒𝝀𝟐𝑥𝑅 𝑥 𝑑𝑥

Equações Diferenciais Lineares de Segunda Ordem NÃO Homogêneas
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Equações Diferenciais

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
+ 𝒂

𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒃𝒚 = 𝑹(𝒙)

𝝀𝟏𝑒 𝝀𝟐
𝑠ã𝑜 𝑟𝑒𝑎𝑖𝑠 𝑒 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑖𝑠

𝝀𝟏𝑒 𝝀𝟐
𝑠ã𝑜 𝑟𝑒𝑎𝑖𝑠 𝑒 𝑑𝑖𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠
𝑦 = 𝑐1𝑒

𝜆1𝑥 + 𝑐2𝑒
𝜆2𝑥 +

𝑒𝝀𝟏𝑥

𝝀𝟏 − 𝝀𝟐
න𝑒𝝀𝟏𝑥𝑅 𝑥 𝑑𝑥 +

𝑒𝝀𝟏𝑥

𝝀𝟐 − 𝝀𝟏
න𝑒𝝀𝟐𝑥𝑅 𝑥 𝑑𝑥

𝑦 = 𝑐1𝑒
𝜆1𝑥 + 𝑐2𝑒

𝜆2𝑥 +

𝑥𝑒𝝀𝟏𝑥න𝑒−𝝀𝟏𝑥𝑅 𝑥 𝑑𝑥 −

𝑥𝑒𝝀𝟏𝑥න𝑥 𝑒−𝝀𝟏𝑥𝑅 𝑥 𝑑𝑥

Equações Diferenciais Lineares de Segunda Ordem NÃO Homogêneas
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Equações Diferenciais

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
+ 𝒂

𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒃𝒚 = 𝑹(𝒙)

𝝀𝟏𝑒 𝝀𝟐
𝑠ã𝑜 𝑟𝑒𝑎𝑖𝑠 𝑒 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑖𝑠

𝝀𝟏𝑒 𝝀𝟐
𝑠ã𝑜 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑥𝑎𝑠

𝝀𝟏𝑒 𝝀𝟐
𝑠ã𝑜 𝑟𝑒𝑎𝑖𝑠 𝑒 𝑑𝑖𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠
𝑦 = 𝑐1𝑒

𝜆1𝑥 + 𝑐2𝑒
𝜆2𝑥 +

𝑒𝝀𝟏𝑥

𝝀𝟏 − 𝝀𝟐
න𝑒𝝀𝟏𝑥𝑅 𝑥 𝑑𝑥 +

𝑒𝝀𝟏𝑥

𝝀𝟐 − 𝝀𝟏
න𝑒𝝀𝟐𝑥𝑅 𝑥 𝑑𝑥

𝑦 = 𝑐1𝑒
𝜆1𝑥 + 𝑐2𝑒

𝜆2𝑥 +

𝑥𝑒𝝀𝟏𝑥න𝑒−𝝀𝟏𝑥𝑅 𝑥 𝑑𝑥 −

𝑥𝑒𝝀𝟏𝑥න𝑥 𝑒−𝝀𝟏𝑥𝑅 𝑥 𝑑𝑥

𝑒𝒑𝑥 sin 𝑞𝑥

𝒒
න𝑒𝒑𝑥𝑅 𝑥 cos 𝑞𝑥 𝑑𝑥 −

𝑦 = 𝑒𝑝𝑡(𝑐1𝑐𝑜𝑠 𝑞𝑡 + 𝑐2 sin 𝑞𝑡)

𝑒𝒑𝑥 cos 𝑞𝑥

𝒒
න𝑒−𝒑𝑥𝑅 𝑥 sin 𝑞𝑥 𝑑𝑥

Equações Diferenciais Lineares de Segunda Ordem NÃO Homogêneas
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Equações Diferenciais

Sistemas Dinâmicos I para Mecatrônica

Equações Diferenciais Orientadas a Sistemas Dinâmicos

𝒙

𝒌

𝒎

𝒄

Tomando como exemplo Sistema Massa-Mola-Amortecedor

𝑚𝑎𝑠𝑠𝑎

𝑚𝑜𝑙𝑎

𝑎𝑚𝑜𝑟𝑡𝑒𝑐𝑒𝑑𝑜𝑟
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Equações Diferenciais

Sistemas Dinâmicos I para Mecatrônica

Equações Diferenciais Orientadas a Sistemas Dinâmicos

𝒙

𝒌

𝒎

𝒄

Tomando como exemplo Sistema Massa-Mola-Amortecedor

𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙𝑜 𝑚𝑎𝑡𝑒𝑚á𝑡𝑖𝑐𝑜
𝑑𝑜 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑀𝑀𝐴

𝑚 ሷ𝑥 + 𝑐 ሶ𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝑨
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Equações Diferenciais

Sistemas Dinâmicos I para Mecatrônica

Equações Diferenciais Orientadas a Sistemas Dinâmicos

𝒙

𝒌

𝒎

𝒄

Tomando como exemplo Sistema Massa-Mola-Amortecedor

𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙𝑜 𝑚𝑎𝑡𝑒𝑚á𝑡𝑖𝑐𝑜
𝑑𝑜 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑀𝑀𝐴

𝑚 ሷ𝑥 + 𝑐 ሶ𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝑨
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Equações Diferenciais

Sistemas Dinâmicos I para Mecatrônica

𝒙

𝒌

𝒎

𝒄

𝑚 ሷ𝑥 + 𝑐 ሶ𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝟎

𝑆𝑒 𝑨 = 0,
𝑒𝑛𝑡ã𝑜 𝑀𝑀𝐴 ⟹ 𝐹𝑅𝑆

Equações Diferenciais 

Lineares de Segunda 

Ordem Homogêneas

Equações Diferenciais Orientadas a Sistemas Dinâmicos

Sistema de Resposta Livre – SRL/FRS

Free Response System

24Sistemas Dinâmicos I para Mecatrônica



Equações Diferenciais

Sistemas Dinâmicos I para Mecatrônica

𝒙

𝒌

𝒎

𝒄
𝑚 ሷ𝑥 + 𝑐 ሶ𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝟎

Força

ሷ𝒙 =
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
aceleração

Sistema de Resposta Livre – SRL/FRS

Free Response System
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Equações Diferenciais

Sistemas Dinâmicos I para Mecatrônica

𝒙

𝒌

𝒎

𝒄
𝑚 ሷ𝑥 + 𝑐 ሶ𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝟎

Força

velocidade
ሶ𝒙 =

𝑑𝑥

𝑑𝑡

Sistema de Resposta Livre – SRL/FRS

Free Response System
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Equações Diferenciais

Sistemas Dinâmicos I para Mecatrônica

𝒙

𝒌

𝒎

𝒄
𝑚 ሷ𝑥 + 𝑐 ሶ𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝟎

Força deslocamento

Sistema de Resposta Livre – SRL/FRS

Free Response System

27Sistemas Dinâmicos I para Mecatrônica



Equações Diferenciais

Sistemas Dinâmicos I para Mecatrônica

𝒙

𝒌

𝒎

𝒄
𝑚 ሷ𝑥 + 𝑐 ሶ𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝟎

Força deslocamentoForça

velocidade
ሶ𝒙 =

𝑑𝑥

𝑑𝑡

Força

ሷ𝒙 =
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
aceleração

Sistema de Resposta Livre – SRL/FRS

Free Response System
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Equações Diferenciais

𝒙

𝒌

𝒎

𝒄

𝑚 ሷ𝑥 + 𝑐 ሶ𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝟎

𝐹𝑟𝑒𝑞𝑢ê𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑐𝑟í𝑡𝑖𝑐𝑎 𝜔𝑐

𝜔𝑐 =
𝑘

𝑚
(rad/s)

Sistema de Resposta Livre – SRL/FRS

Free Response System

29Sistemas Dinâmicos I para Mecatrônica

𝑃𝑒𝑟í𝑜𝑑𝑜 𝑇𝑛

𝑇𝑛 =
2𝜋

𝜔𝑐
(𝑠)

𝐷𝑒𝑐𝑎𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜

𝜉 =
𝑐

2 𝑘𝑚



𝑚 ሷ𝑥 + 𝑐 ሶ𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝟎

𝒙

𝒌

𝒎

𝒄

Sistema de Resposta Livre – SRL/FRS

Free Response System

𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙𝑜 𝑚𝑎𝑡𝑒𝑚á𝑡𝑖𝑐𝑜
𝑑𝑜 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑆𝑅𝐿/𝐹𝑅𝑆

𝑜𝑛𝑑𝑒 𝝀𝟏𝑒 𝝀𝟐 𝑠ã𝑜 𝑎𝑠 𝑠𝑜𝑙𝑢çõ𝑒𝑠 𝑟𝑎𝑖𝑧𝑒𝑠 𝑑𝑎 𝑒𝑞𝑢𝑎çã𝑜 𝑐𝑎𝑟𝑎𝑐𝑡𝑒𝑟í𝑠𝑡𝑖𝑐𝑎

Equações Diferenciais Ordinárias
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𝑚 ሷ𝑥 + 𝑐 ሶ𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝟎
𝒙

𝒌

𝒎

𝒄

Sistema de Resposta Livre – SRL/FRS

Free Response System

Cuja a solução em termos 

exponenciais é dada por

𝑥 𝑡 = 𝑎1𝑒
𝜆1𝑡 + 𝑎2𝑒

𝜆2𝑡

𝑜𝑛𝑑𝑒 𝝀𝟏𝑒 𝝀𝟐 𝑠ã𝑜 𝑎𝑠 𝑠𝑜𝑙𝑢çõ𝑒𝑠 𝑟𝑎𝑖𝑧𝑒𝑠 𝑑𝑎 𝑒𝑞𝑢𝑎çã𝑜 𝑐𝑎𝑟𝑎𝑐𝑡𝑒𝑟í𝑠𝑡𝑖𝑐𝑎

Equações Diferenciais Ordinárias
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𝑚 ሷ𝑥 + 𝑐 ሶ𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝟎
𝒙

𝒌

𝒎

𝒄

Sistema de Resposta Livre – SRL/FRS

Free Response System

𝑚𝜆2 + 𝑐𝜆 + 𝑘 = 0

𝒆𝒒𝒖𝒂çã𝒐 𝒄𝒂𝒓𝒂𝒄𝒕𝒆𝒓í𝒔𝒕𝒊𝒄𝒂

Equações Diferenciais Ordinárias
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𝑚 ሷ𝑥 + 𝑐 ሶ𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝟎
𝒙

𝒌

𝒎

𝒄

Sistema de Resposta Livre – SRL/FRS

Free Response System

𝑚𝜆2 + 𝑐𝜆 + 𝑘 = 0

𝝀𝟏 =
−𝑐

2𝑚
+

𝑐2 − 4𝑘𝑚

2𝑚
𝝀𝟐 =

−𝑐

2𝑚
−

𝑐2 − 4𝑘𝑚

2𝑚

𝝀𝟏𝑒 𝝀𝟐 𝑠ã𝑜 𝑟𝑒𝑎𝑖𝑠

Equações Diferenciais Ordinárias
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Sistema estável

𝑆𝑒 𝝀𝟏 𝑒 𝝀𝟐 𝑠ã𝑜 𝒏𝒆𝒈𝒂𝒕𝒊𝒗𝒂𝒔

𝑡𝑒𝑚𝑝𝑜 [𝑡]

𝑑
𝑒𝑠
𝑙𝑜
𝑐𝑎
𝑚
𝑒𝑛
𝑡𝑜

[𝑥
]

Sistema de Resposta Livre – SRL/FRS

Free Response System

𝒙

𝒌

𝒎

𝒄

Equações Diferenciais Ordinárias
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Sistema de Resposta Livre – SRL/FRS

Free Response System

𝒙

𝒌

𝒎

𝒄

Equações Diferenciais Ordinárias

Sistemas Dinâmicos I para Mecatrônica
https://commons.wikimedia.org/wiki/Category:Animations_of_oscillation

𝒎

⇒ 𝑠𝑢𝑝𝑒𝑟𝑎𝑚𝑜𝑟𝑡𝑒𝑐𝑖𝑑𝑜



Sistema de Resposta Livre – SRL/FRS

Free Response System

𝒙

𝒌

𝒎

𝒄

Equações Diferenciais Ordinárias

Sistemas Dinâmicos I para Mecatrônica
https://commons.wikimedia.org/wiki/Category:Animations_of_oscillation

𝒎

⇒ 𝑐𝑟𝑖𝑡𝑖𝑐𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒
𝑚𝑜𝑟𝑡𝑒𝑐𝑖𝑑𝑜



Sistema instável

𝑆𝑒 𝝀𝟏 𝑒 𝝀𝟐 𝑠ã𝑜 𝒑𝒐𝒔𝒊𝒕𝒊𝒗𝒂𝒔

Sistema de Resposta Livre – SRL/FRS

Free Response System

𝒙

𝒌

𝒎

𝒄

Sistema vai ao colapsoSistema fica oscilando 

indefinidamente

Equações Diferenciais Ordinárias
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Equações Diferenciais

Equações Diferenciais Orientadas a Sistemas Dinâmicos

𝒙

𝒌

𝒎

38Sistemas Dinâmicos I para Mecatrônica

𝒎

𝑚 ሷ𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝟎
𝐶𝑜𝑛𝑑𝑖çõ𝑒𝑠 𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑖𝑠

ሶ𝑥 = 0; 𝑥 = 0

𝑇𝑛 =
2𝜋

𝜔𝑐

𝜔𝑐 = Τ𝑘 𝑚

https://commons.wikimedia.org/wiki/Category:Animations_of_oscillation



Equações Diferenciais

Equações Diferenciais Orientadas a Sistemas Dinâmicos

𝒙

𝒌

𝒎

39Sistemas Dinâmicos I para Mecatrônica

𝒎

𝑚 ሷ𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝟎
𝐶𝑜𝑛𝑑𝑖çõ𝑒𝑠 𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑖𝑠

ሶ𝑥 = 0; 𝑥 = 0

𝜔𝑐 = Τ𝑘 𝑚

https://commons.wikimedia.org/wiki/Category:Animations_of_oscillation

⇒ 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑛𝑎 𝑟𝑒𝑠𝑠𝑜𝑛â𝑛𝑐𝑖𝑎



𝜆1,2 = −𝜎 ± 𝜔𝑑𝑗

Sistema de Resposta Livre – SRL/FRS

Free Response System

𝑆𝑒 𝝀𝟏 𝑒 𝝀𝟐 𝑠ã𝑜 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙𝒂𝒔

𝒙

𝒌

𝒎

𝒄

Equações Diferenciais Ordinárias
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𝜆1,2 = −𝜎 ± 𝜔𝑑𝑗

Sistema de Resposta Livre – SRL/FRS

Free Response System

𝑆𝑒 𝝀𝟏 𝑒 𝝀𝟐 𝑠ã𝑜 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙𝒂𝒔

𝒙

𝒌

𝒎

𝒄

Equações Diferenciais Ordinárias
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Neste caso a solução pode ser reescrita em 

termos de senos e cossenos usando a 

Identidade de Euler

𝑒𝑗𝜔𝑡 = cos𝜔𝑡 + 𝑗 sin𝜔𝑡



Sistema de Resposta Livre – SRL/FRS

Free Response System

𝑆𝑒 𝝀𝟏 𝑒 𝝀𝟐 𝑠ã𝑜 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙𝒂𝒔

𝒙

𝒌

𝒎

𝒄

Equações Diferenciais Ordinárias

𝑎1𝑒
𝜆1𝑡 + 𝑎2𝑒

𝜆2𝑡

𝑎1𝑒
−𝜎+𝜔𝑑𝑗 𝑡 + 𝑎2𝑒

−𝜎−𝜔𝑑𝑗 𝑡

𝑒−𝜎𝑡(𝐴𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑑𝑡 + 𝐵 sin𝜔𝑑𝑡) 42Sistemas Dinâmicos I para Mecatrônica



Sistema de Resposta Livre – SRL/FRS

Free Response System

𝑆𝑒 𝝀𝟏 𝑒 𝝀𝟐 𝑠ã𝑜 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙𝒂𝒔

𝒙

𝒌

𝒎

𝒄

Equações Diferenciais Ordinárias

𝑥 𝑡 = 𝑒−𝜎𝑡(𝐴𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑑𝑡 + 𝐵 sin𝜔𝑑𝑡)

Então a Solução Fica:
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𝑥 𝑡 = 𝑒−𝜎𝑡(𝐴𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑑𝑡 + 𝐵 sin𝜔𝑑𝑡)

𝜆 = −𝜎 ± 𝜔𝑑𝑗
𝑝𝑎𝑟𝑡𝑡𝑒 𝑖𝑚𝑎𝑔𝑖𝑛á𝑟𝑖𝑎 ⇒ 𝑓𝑟𝑒𝑞𝑢ê𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑑𝑒 𝑜𝑠𝑐𝑖𝑙𝑎çã𝑜

𝑡𝑒𝑚𝑝𝑜 [𝑡]
𝑑
𝑒𝑠
𝑙𝑜
𝑐𝑎
𝑚
𝑒𝑛
𝑡𝑜

[𝑥
]

𝑓𝑟𝑒𝑞𝑢ê𝑛𝑐𝑖𝑎

Sistema de Resposta Livre – SRL/FRS

Free Response System

𝑆𝑒 𝝀𝟏 𝑒 𝝀𝟐 𝑠ã𝑜 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙𝒂𝒔

𝒙

𝒌

𝒎

𝒄

Equações Diferenciais Ordinárias
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𝑡𝑒𝑚𝑝𝑜 [𝑡]
𝑑
𝑒𝑠
𝑙𝑜
𝑐𝑎
𝑚
𝑒𝑛
𝑡𝑜

[𝑥
]

𝑥 𝑡 = 𝑒−𝜎𝑡(𝐴𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑑𝑡 + 𝐵 sin𝜔𝑑𝑡)

Sistema de Resposta Livre – SRL/FRS

Free Response System

𝑆𝑒 𝝀𝟏 𝑒 𝝀𝟐 𝑠ã𝑜 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙𝒂𝒔

𝒙

𝒌

𝒎

𝒄

Equações Diferenciais Ordinárias

𝜆 = −𝜎 ± 𝜔𝑑𝑗
𝒑𝒂𝒓𝒕𝒆 𝒓𝒆𝒂𝒍 ⇒ 𝑑𝑒𝑐𝑎𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜

𝑑𝑒𝑐𝑎𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜
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Sistema de Resposta Livre – SRL/FRS

Free Response System

𝒙

𝒌

𝒎

𝒄

Equações Diferenciais Ordinárias

46Sistemas Dinâmicos I para Mecatrônica
https://commons.wikimedia.org/wiki/Category:Animations_of_oscillation

𝒎



Exemplo - 2

𝒙

𝒌

𝒎

𝒃

Sistemas Dinâmicos I para Mecatrônica

⇒ ሷ𝑥 + 8 ሶ𝑥 + 25𝑥 = 0

Determine a solução analítica, identificando a equação

característica, e classifique quanto a estabilidade da solução

Equações Diferenciais Ordinárias
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Exemplo - 1

𝒙

𝒌

𝒎

𝒃

⇒ ሷ𝑥 + 8 ሶ𝑥 + 25𝑥 = 0

Equação característica

Equações Diferenciais Ordinárias

𝜆2 + 8𝜆 + 25 = 0
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Exemplo - 2

𝒙

𝒌

𝒎

𝒃

⇒ ሷ𝑥 + 8 ሶ𝑥 + 25𝑥 = 0

Equação característica

Equações Diferenciais Ordinárias

𝜆2 + 8𝜆 + 25 = 0

𝝀𝟏 = −4 + 3𝑗 𝝀𝟐 = −4 − 3𝑗
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Sistemas Dinâmicos I para Mecatrônica

Exemplo - 2

𝒙

𝒌

𝒎

𝒃

⇒ ሷ𝑥 + 8 ሶ𝑥 + 25𝑥 = 0

Equação característica

Equações Diferenciais Ordinárias

𝜆2 + 8𝜆 + 25 = 0

𝝀𝟏 = −4 + 3𝑗 𝝀𝟐 = −4 − 3𝑗

𝑥 𝑡 = 𝑒−4𝑡(𝐴𝑐𝑜𝑠 3𝑡 + 𝐵 sin 3𝑡)
50



Exercício - 2

𝒙

𝒌

𝒎

𝒃

Determine a solução analítica, identificando a equação

característica, e classifique quanto a estabilidade da solução

⇒ 2 ሷ𝑥 − 4 ሶ𝑥 + 5𝑥 = 0

⇒ −1 ሷ𝑥 + 2 ሶ𝑥 − 2𝑥 = 0

Equações Diferenciais Ordinárias
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𝒙

𝒌

𝒎

𝒃

𝑭

Equações Diferenciais Forçadas

Agora vamos excitar o nosso sistema de Resposta 

Livre – SRL através da aplicação de uma força F(t) 
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𝒙

𝒌

𝒎

𝒃

𝑭

Equações Diferenciais Forçadas

Neste caso o modelo matemático do sistema MMA

𝑚 ሷ𝑥 + 𝑐 ሶ𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝟎passa  de:
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𝒙

𝒌

𝒎

𝒃

𝑭

Equações Diferenciais Forçadas

Neste caso o modelo matemático do sistema MMA

𝑚 ሷ𝑥 + 𝑐 ሶ𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝟎

𝑚 ሷ𝑥 + 𝑐 ሶ𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝐹(𝑡)

passa  de:

para:
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𝒙

𝒌

𝒎

𝒃

𝑭

Equações Diferenciais Forçadas

𝑚 ሷ𝑥 + 𝑐 ሶ𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝟎

𝑚 ሷ𝑥 + 𝑐 ሶ𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝐹(𝑡)

passa  de:

para:

Note que: Força Força Força Força

Neste caso o modelo matemático
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A solução dessa equação é 

composta por duas partes

Equações Diferenciais Forçadas

𝑚 ሷ𝑥 + 𝑐 ሶ𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝐹(𝑡)
𝒙

𝒌

𝒎

𝒃

𝑭
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A solução dessa equação é 

composta por duas partes

Solução homogênea

𝑚 ሷ𝑥 + 𝑐 ሶ𝑥 + 𝑘𝑥 = 0

Equações Diferenciais Forçadas

𝑚 ሷ𝑥 + 𝑐 ሶ𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝐹(𝑡)
𝒙

𝒌

𝒎

𝒃

𝑭
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A solução dessa equação é 

composta por duas partes

Solução homogênea Solução particular

Que depende da F(t)𝑚 ሷ𝑥 + 𝑐 ሶ𝑥 + 𝑘𝑥 = 0

Equações Diferenciais Forçadas

𝑚 ሷ𝑥 + 𝑐 ሶ𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝐹(𝑡)
𝒙

𝒌

𝒎

𝒃

𝑭
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Solução homogênea Solução particular

𝒙

𝒌

𝒎

𝒃

𝑭

Equações Diferenciais Forçadas

𝑚 ሷ𝑥 + 𝑐 ሶ𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝐹(𝑡)

𝑥ℎ(𝑡) 𝑥𝑝(𝑡)

𝑥 𝑡 = 𝑥ℎ 𝑡 + 𝑥𝑝(𝑡)
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ሷ𝑥 + 8 ሶ𝑥 + 25𝑥 = 2𝑡

𝒙

𝒌

𝒎

𝒃

𝑭

Equações Diferenciais Forçadas

O modelo de um sistema MMA com

excitação forçada é dado por:

Exemplo - 2
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ሷ𝑥 + 8 ሶ𝑥 + 25𝑥 = 2𝑡

𝒙

𝒌

𝒎

𝒃

𝑭

Equações Diferenciais Forçadas

A solução desse modelo é compota por

𝑥ℎ(𝑡) 𝑥𝑝(𝑡)

𝑥 𝑡 = 𝑥ℎ 𝑡 + 𝑥𝑝(𝑡)

Exemplo - 2
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62

ሷ𝑥 + 8 ሶ𝑥 + 25𝑥 = 2𝑡

𝒙

𝒌

𝒎

𝒃

𝑭

Equações Diferenciais Forçadas

Solução homogênea

𝑥ℎ 𝑡 = 𝑒−4𝑡 (𝐴𝑐𝑜𝑠 3𝑡 + 𝐵 sin 3𝑡)

Exemplo - 1

Exemplo - 3

Sistemas Dinâmicos I para Mecatrônica



ሷ𝑥 + 8 ሶ𝑥 + 25𝑥 = 2𝑡

𝒙

𝒌

𝒎

𝒃

𝑭

Equações Diferenciais Forçadas

Exemplo - 3

Solução particular

𝐹 𝑡 = 2𝑡 ⇒ 𝑎𝑡 + 𝑏

𝑡𝑒𝑚𝑝𝑜 [𝑡]1

2𝑥𝑝 𝑡 = 𝑎𝑡 + 𝑑
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ሷ𝑥 + 8 ሶ𝑥 + 25𝑥 = 2𝑡

𝑥 𝑡 = 𝑥ℎ 𝑡 + 𝑥𝑝(𝑡)

𝒙 𝒕 = 𝒆−𝟒𝒕(𝑨𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒕 + 𝑩𝒔𝒊𝒏𝟑𝒕) + 𝒂𝒕 + 𝒃

𝒙

𝒌

𝒎

𝒃

𝑭

Equações Diferenciais Forçadas

Solução  completa fica:

𝑥ℎ 𝑡 = 𝑒−4𝑡 (𝐴𝑐𝑜𝑠 3𝑡 + 𝐵 sin 3𝑡) 𝑥𝑝 𝑡 = 𝑎𝑡 + 𝑑
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Exemplo - 3



Sistemas Dinâmicos I para Mecatrônica

Equações Diferenciais Forçadas

𝒙

𝒌

𝒎

𝒃

𝑭

Considere outros tipos de funções de entrada F(t)

⇒ ሷ𝑥 + 8 ሶ𝑥 + 25𝑥 = 5
Solução particular

𝑡𝑒𝑚𝑝𝑜 [𝑡]

1

5
𝐹 𝑡 = 5

𝑥𝑝 = 𝑎

Solução completa 

𝑥 𝑡 = 𝑒−4𝑡(𝐴𝑐𝑜𝑠 3𝑡 + 𝐵 sin 3𝑡) + 𝑎
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𝒙

𝒌

𝒎

𝒃

𝑭

⇒ ሷ𝑥 + 8 ሶ𝑥 + 25𝑥 = 3𝑒−2𝑡
Solução particular

𝐹 𝑡 = 3𝑒−2𝑡

𝑥𝑝 = 𝑎𝑒−2𝑡

Solução completa 

𝑥 𝑡 = 𝑒−4𝑡(𝐴𝑐𝑜𝑠 3𝑡 + 𝐵 sin 3𝑡) + 𝑎𝑒−2𝑡

𝑡𝑒𝑚𝑝𝑜 [𝑡]
2

𝟎, 𝟒

𝟎, 𝟐

1 3 4

Equações Diferenciais Forçadas

Considere outros tipos de funções de entrada F(t)
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𝒙

𝒌

𝒎

𝒃

𝑭

⇒ ሷ𝑥 + 8 ሶ𝑥 + 25𝑥 = 5 𝑠𝑖𝑛2𝑡

𝐹 𝑡 = 5 𝑠𝑖𝑛2𝑡

𝑥𝑝 = 𝑎 sin(2𝑡 + 𝜙)

Solução completa 

𝑥 𝑡 = 𝑒−4𝑡(𝐴𝑐𝑜𝑠 3𝑡 + 𝐵 sin 3𝑡) + 𝑎 sin(2𝑡 + 𝜙)

𝑡𝑒𝑚𝑝𝑜 [𝑡]

Equações Diferenciais Forçadas

Considere outros tipos de funções de entrada F(t)
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Equações Diferenciais Orientadas a Sistemas Dinâmicos

𝑚 ሷ𝑥 + 𝑐 ሶ𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝑭(𝒕) 𝑚 ሷ𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝑭(𝒕)
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𝒙

𝒌

𝒎

𝒃

𝒙

𝒌

𝒎



Equações Diferenciais Forçadas
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Equações Diferenciais Forçadas
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𝒙

𝒌

𝒎

𝒃

𝒙

𝒌

𝒎



Exercício - 3

Determine a solução analítica para as seguintes EDÑO

⇒ 2 ሷ𝑥 − 4 ሶ𝑥 + 5𝑥 = 3𝑒−2𝑡

⇒ 1 ሷ𝑥 + 2 ሶ𝑥 − 2𝑥 = 5 𝑠𝑖𝑛2𝑡

𝒙

𝒌

𝒎

𝒄

Equações Diferenciais Forçadas
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⇒ 5 ሷ𝑥 + 0,5 ሶ𝑥 − 1𝑥 = 8



Exercício - 3

Desenvolva um script no Octavia que permita solucionar a

equação diferencial do modelo MMA homogêneo e Não

homogêneo

𝒙

𝒌

𝒎

𝒄 𝑚 ሷ𝑥 + 𝑐 ሶ𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝑨

Equações Diferenciais
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