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NOSSA AGENDA

03/03 Transformada de Laplace e Funcdes de Transferéncia

06/03 Representacao de sistemas dinamicos por diagrama de blocos.
Diagrama de Blocos: manipulacao e aplicagoes.

07/03 Analise de Sistemas de Primeira Ordem

09/03 Analise de Sistemas de Segunda Ordem



Eduagbes Diterenciais LSP

Eduagbes Diferenciais Homogéneas

Y _p(2)

dx  \x
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Equacdes Diferenciais

Método de Euler



Equacdes Diferenciais

WMé+todo de Eunler

X 1 Xn = Xn-1 + Atf (th-1, Xn-1) U }
Yn = Xn-1 + Atf (tn-1, Xn-1)
X1 =972 “Inclinagdo: vy
___________ v

%0 ! t, =ty + At 0
; X1 = xo + Aty 41
v, = vy + At
to ty =77 t

________________

t



POLI
EduagBes Diferewciais LISP

9

WMétodo de Euler - Exemplo
m—

Problema Solugdo Exata

dy(t) _Ay(t)

y=—-—=—F yt+At) —y({t) _ Yns1—In

Discretizando no At At

dominio do tempo
Ay y(t+At) —y(t)

= —0yy




Equacdes Diferenciais

Wétodo de Eunler - Exercicio 1

Implementar o método de Euler no problema anterior com
intervalos de 0.25, 0.2, 0.1 e 0.01 além da solucao exata,

entre t=0 e t=1. Assumir y(0)=1.



EduagBes Diferewciais LISP

Wé+todo de Eunler - Exercicio 1

close all; clear all; clc
figura handler = figure;

a=0; % instante inicial

b=1: % instante final

y init=1; % condicao inicial Implementar no fim para ajustar legenda e titulos
yp = @(1) -6*i; % equacao diferencial de eixos, deixar fundo branco e SALVAR EM PNG!

y(1l)=y init;

3% intervalo 0.1 %% Arrumando plot
dt=0.1; $ incremento de tempo :

grid on
t=a:dt:b; % Vetor tempo

legend({'dt=0.10", 'dt=0.01','Exata'},'FontSize',12)
Xlabel ('t', "FontsSize', 20)

for n=1:length(t)-1
a=ylabel ('y(t)', 'Fontsize',20);

y(n+l)= y(n)+dt*yp(y(n));

end set (figura handler, 'Color',[1 1 17)
plot(t,y, 'Linewidth', 3) print (figura handler, '-dpng')

hold on

clear t y;

y(l)=y_init;

%% intervalo 0.01 8




Equacdes Diferenciais

Wétodo de Eunler - Exercicio 1

Implementar o método de Euler no problema anterior com

intervalos de 0.25, 0.2, 0.1 e 0.01 além da solucao exata,

entre t=0 e t=1.



EduagBes Diferewciais LISP

Wé+todo de Eunler - Exercicio 1

10



Equacdes Diferenciais

1 _f dv |
nx = F(U)—UIC

onde: v =

, [ ]

= <

Sistemas Dinamicos |} S€ F(¥) = v, a solucdo se torna y = cx y



Equacdes Diferenciais
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Eduagbes Diterenciais LSP

Eduagses Diferewciais Lineares de Sequnda Ordem Hovnogéweas

d’y dy
dx2 | aa+by—0
b/}

A +al+bk=0
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Eduagbes Diterenciais LSP

Eduagses Diferewciais Lineares de Sequnda Ordem Hovnogéweas

d’y dy
dx2 | aa+by—0
b/}

A +al+bk=0

lle A
sao reais e dif erentes

y = c;et1t + ¢, et2t
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Eduagbes Diterenciais LSP

Eduagses Diferewciais Lineares de Sequnda Ordem Hovnogéweas

d’y  dy
dx? adx
b/}
A4+ al+ bk =0

\heﬁ/ \A'leﬁ/
sao reais e dif erentes sao reais e iguais

+ by =0

y = creMt + c,et2t| |y = cieMt 4 c ettt
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Eduagbes Diterenciais LSP

Eduagses Diferewciais Lineares de Sequnda Ordem Homogéweas

d’y dy
ra—+ by =0
dx? dx ' Y
S e
A+ ad+ bk =0
sao reais e dif erentes sao reais e iguais sao complexas
y = cie1t + ¢, et2! y = creMt + c,e1t| |y = ePt(cqcos gt + ¢, sin gt)

p=-a/2]|qg= \/b—a?/4

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica




Eduagbes Diterenciais LSP

Eduagbes Diferenciais Lineares de Segunda Ordem NAO Homogéneas

d’y  dy
dx? " Cax

+ by = R(x)

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica 17



Eduagbes Diterenciais LSP

Equagbes Diferenciais Lineares de Segunda Ordem NAO Homogéneas

d’y  dy
dx? " Cax

+ by = R(x)

— ke, -
sao reais e dif erentes

y = cieM¥ + ¢, et +

ellx

Ay — 2, )
Alx r

f eMXR(x)dx +

e
et2X R (x)dx
AZ — Al J 18




Eduagbes Diterenciais LSP

Equagbes Diferenciais Lineares de Segunda Ordem NAO Homogéneas

— ke, -
sao reais e dif erentes

y = cieM¥ + ¢, et +

ellx

Ay — 2, )
Alx r

f eMXR(x)dx +

e

e2XR (x)dx
70— 21 ) (x)

d’y  dy
Tx? | aa + by = R(x)
— Aed,

sao reais e tguats
y = cie¥ + c,et2* +

/11.%' r

xe e MXR(x)dx —

-

Alx

xe x e MXR(x)dx

19



Equacdes Diferenciais

Eduagbes Diferenciais Lineares de Segunda Ordem NAO Homogéneas

dzy dy
ra—+Db R(x
Iz T g, T by =R(x)
sao reais e dif erentes sao reais e tguats sao complexas
y = creM¥ + cete* + y = ceM* + cet2¥ + y = ePt(c cos qt + ¢, sin qt)
A1x
e [ [ PX g
eMXR(x)dx + xeM* | e™MXR(x)dx — i o J eP*R(x) cos gx dx —
— Ay ) J q
A i px
e 1X r e)leR(x)dx xellx J X e_llxR(X)dx € cos qxj e_pxR(X) Sin qx dx
AZ — Al J q 20




Equacdes Diferenciais

/ X

_/ m-
amortecedor m S —massa

mola
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Eduagbes Diterenciais LSP

Equagdes Diferencials Orientadas a Sistemas Dindamicos

Tomando como exemplo Sistema Massa-WMola-Amortecedor

7% — X
C
Modelo matematico E -
do sistema MMA wyyye

k
\mjc'+cic+kx=A

Sistemas Dinamicos | para Mecatrnica Sistemas Dinamicos | para Mecatrénica
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Eduagbes Diterenciais LSP

Equagdes Diferencials Orientadas a Sistemas Dindamicos

Tomando como exemplo Sistema Massa-WMola-Amortecedor

Modelo matematico
do sistema MMA

——}m

c
==
/"

k

N
ﬁ@x +@c = A

~ 7

Sistemas Dinamicos | para Mecatrnica Sistemas Dinamicos | para Mecatrénica
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Eduagbes Diterenciais LSP

Edquagdes Diferencials Orientadas a Sistemas DPinamicos

Sistema de Resposta Livre — SRLIFRS
Free Response System

SeA =0, S 7
entao MMA = FRS L.

Equagtes Diferenciais

Lineares de S@@mda
Ordem Homonéneas

Sistemas Dinamicos | para Mecatrnica Sistemas Dinamicos | para Mecatrénica )y



Eduagbes Diterenciais LSP

Sistema de Resposta Livre — SRLIFRS

Free Response System

7 . X cx+kx =0
=<
L
~ Kk
. d*x
X = —= AT
dt?

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica Sistemas Dinamicos | para Mecatronica
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Equacdes Diferenciais

Sistema de Resposta Livre — SRLIFRS

Free Response System

/ ) - x mx + kx =0
\_Y_}
3
o
~Ji- =
X = — i
‘I TR Velocidade |

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica Sistemas Dinamicos | para Mecatronica 26



Eduagbes Diterenciais LSP

Sistema de Resposta Livre — SRLIFRS

Free Response System

P X m5€+ca’c+@i
“L
all
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Equacdes Diferenciais

Sistema de Resposta Livre — SRLIFRS
Free Response System

deslocamento

3
i
Cc
s
)
INY
-
c
ey
)
INY

- dx
TR \cloidade

X
X = — WA

dt?

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica Sistemas Dindmicos | para Mecatronica
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POLI

Eduagbes Diterenciais LI5P @'

Sistema de Resposta Livre — SRLIFRS

Free Response System

Frequéncia critica w, —x Periodo T,
k " 21
— & n
W, m& S V m Tn = w—c (S)
/fj‘s\“ ) . “ Decaimento
0\‘;“ + cx =0 ;

SV § =
D\J 2Vkm

Siste itronica 29




POLI

Eduagdes Diferenciais Ordindrias LISP @'

Sistema de Resposta Livre — SRLIFRS

Free Response System

Modelo matematico

I X do sistema SRL/FRS
<

= | om mx+cx+kx=0
Ak

onde Aye A, sdo as solucdes (raizes) da equacao caracteristica
30



POLI

Eduagdes Diferenciais Ordindrias LISP @'

Sistema de Resposta Livre — SRLIFRS

Free Response System

mx+cx+kx=20

S — X
s Ca a solugdio em termos
— | m expovenciais é dada por

x(t) = a ettt + a,et2!

onde Aye A, sdo as solucdes (raizes) da equacao caracteristica
31




POLI

Eduagdes Diferenciais Ordindrias LISP @'

Sistema de Resposta Livre — SRLIFRS

Free Response System

mx+cx+kx=0

S X
C
“7 \/
I
L m i o
:W equacao caracteristica
1k

.
mAs+cl+k=0
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POLI

Eduagdes Diferenciais Ordindrias LISP @'

Sistema de Resposta Livre — SRLIFRS

Free Response System

mx+cx+kx=20

/ — X
||_ m
e mA2+cl+k=0
/| k /_/\
—c  Vc? —4km —c V2 —4km
Al —_ - /12 —_ -
2m 2m 2m 2m
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POLI
Eduagses Diferenciais Ordindrias LISP

9

Sistema de Resposta Livre — SRLIFRS

Free Response System

Se A1 e A, sao negativas

Sistema estavel

/ > x Iil
¢ S

:' =

1 . 2

S

S

3

k <

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica tempo [t] 34



Eduacdes Diferenciais Ordindrias

POLI
ISP

Sistema de Resposta Livre — SRLIFRS

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica

Free Response System

/‘

OO

A

W

J- B> >4KM = superamortecido
K B

x(t)=ce" +ce”

J

9

https:/ /commons.wikimedia.org /wiki/Category:Animations_of_oscillation



POLI

Eduagdes Diferenciais Ordindrias LISP @'

Sistema de Resposta Livre — SRLIFRS

Free Response System

” )
=~ % r =‘ a l\\\I\\\i = criticamente
K B

B® =4KM mortecido
A
3 ____\x(t)zem(cl+czt)
S | T N~
om ()"
\_ )

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica o o o o
https:/ /commons.wikimedia.org /wiki/Category:Animations_of_oscillation



POLI

Eduagses Diferenciais Ordindrias LISP @'

Sistema de Resposta Livre — SRLIFRS

Free Response System

Se A1 e A, sao positivas
4 —> X
C

o
L
m
k Sistewma fica oscilando  Sistema vai ao colapso

indefinidamente

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica 37



Eduagbes Diferenciais LISP

POLI

Equagbes 17|F6r6v1

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica

Condigdes iniciais

mx + kx = £=0; x=0
-~ ( | ~
Y x(t)= Acos(wt —p)

K

-
x(0) 4

-
|

https:/ /commons.wikimedia.org /wiki /Category:Animations_of_oscillatic



POLI

Eduagbes Diferenciais LISP

Equagbes 17|F6r6v1

Condigdes iniciais

mx + kx = $=0; x=0
k . 3
NANNNNNY O, w. = [k/m
K
m
T
=i \ 7
R

| o X (f) \ = sistema na ressonancia
DE—— \_ )

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica o o o o
https:/ /commons.wikimedia.org /wiki /Category:Animations_of_oscillatigi?



POLI
Eduagses Diferenciais Ordindrias LISP

Sistema de Resposta Livre — SRLIFRS

Free Response System

Se A e A, sao complexas

7 c — X
E
e - Ao =—0xwgyj
k

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica 40



POLI
Eduagses Diferenciais Ordindrias LISP

Sistema de Resposta Livre — SRLIFRS

Free Response System

Se A e A, sao complexas

4 —> X
3 —
@LW " i, =—0Fwyj
’ Neste caso a solugdo pode ser reescrita em
termos de sevos e cossenos usando a
Tdewtidade de Euler

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica ejwt = COS a)t —I— ] S]n (Ut 41




POLI

Eduagdes Diferenciais Ordindrias LISP @'

Sistema de Resposta Livre — SRLIFRS

Free Response System

Se A e A, sao complexas

% “7" 7 alellt —+ azeﬂ'zt
:W‘E ale(—a+a)d1)t i aze(—J—a)d])t
—

e %Y(Acos wyt + B sin wyt)

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica 42



POLI

Eduagdes Diferenciais Ordindrias LISP @'

Sistema de Resposta Livre — SRLIFRS

Free Response System

/ c X o - i
m Evtao a Solugdo Fica:
= m
:W S
k x(t) = e ?Y(Acos wyt + B sin wyt)

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica 43



POLI

Eduagses Diferenciais Ordindrias LISP @'

Sistema de Resposta Livre — SRLIFRS

Free Response System

Se A e A, sao complexas

I —*  x(t) = e %"(Acos wyt + B sin wyt)

i | | | |

|

| |

1 |
A " 1
f&requenaa |
IA -

1

|

k
A=—0+ (l)dj

deslocamento [x]

partte imaginaria = frequéncia de oscilacao

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica | . tempo [t] 44



POLI

Eduagses Diferenciais Ordindrias LISP @'

Sistema de Resposta Livre — SRLIFRS

Free Response System

Se A e A, sao complexas

e —* x(t) = e7 % (Acos wyt + B sin wgyt)
“7 I ' ' ' [ f
= m =

%%%%L S .
S <. decaimento
k §
A=—0% Wq) S+ /\\-/ ______ ==
. 2 | e
parte real = decaimento < \/ |

. oA A e )
Sistemas Dinamicos | para Mecatronica . ‘ 45



POLI

Eduagdes Diferenciais Ordindrias LISP

Sistema de Resposta Livre — SRLIFRS

Free Response System

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica

/_

DAY

J- B> <4KM underdamped
K B

\ x(t) \/

4 x(1)= Ae” cos(ot — )

\/ Z‘

/

9

https:/ /commons.wikimedia.org /wiki /Category:Animations_of_oscillatié



POLI
Eduagses Diferenciais Ordindrias LISP

Exemplo - 2

Determive a solugdo avalitica, identificando a eduagdo
caracteristica, e classifique duavto a estabilidade da solugdo

> X+8x+25x=0

MM\

k

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica Sistemas Dinamicos | para Mecatronica 47



POLI
Eduagses Diferenciais Ordindrias LISP

Exemplo - 1

Eduagao caracteristica

9

= X +8x + 25x =0
- 00 L

A4 +81 +25=0

k

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica 48



POLI
Eduagses Diferenciais Ordindrias LISP

Exemplo - 2

Eduagao caracteristica

9

= X +8x + 25x =0

u/}
A 4+81 +25=0

o T——

k

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica 49



POLI
Eduagses Diferenciais Ordindrias LISP

Exemplo - 2

Eduagao caracteristica

9

=> X+ 8x+ 25x =0
u/}
A4 +81 +25=0

— T

k

x (t) = e "Y(Acos 3t + B sin 3t)

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica 50




POLI
Eduagses Diferenciais Ordindrias LISP

Determive a solugdo avalitica, identificando a eduagdo
caracteristica, e classifique duavto a estabilidade da solugdo

=>2X—4x +5x =0
= —1x+2x—2x=0

MM\

k

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica 57



POLI

Eduagses Diferenciais For¢adas LISP @'

Agora Yamos excitar o nosso sistema de Resposta

Livre — SRL através da aplicagdo de uma for¢a F(+)

b
b
L

k

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica 52



Equagdes Diferewnciais Forgadas

POLI

LISP

9

Neste caso o Wwodelo matematico do sistetna MWMA

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica

passa de:

mx

CX

kx

0

53



Equagdes Diferewnciais Forgadas

POLI

LSP @'

Neste caso o Wwodelo matematico do sistetna MWMA

passa de: 'mx

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica

para:

cx +kx =0
—
mx + cx + kx = F(t)

54



Equagdes Diferewnciais Forgadas

POLI

LSP @'

Neste caso o wmodelo matematico

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica

passa de: 'mx

CX

—

para: |'mx

cX

kx = F(t)

'\_Y_/

rea

Note que:

55



POLI

Eduagses Diferenciais For¢adas LISP

/ X

b
b
L

k

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica

F

m —

mx + cx + kx = F(t)
A solugdo dessa equagdo é
composta por duas partes

9

56



POLI
Eduagses Diferenciais For¢adas LISP

9

mx + cx + kx = F(t)

b
b
nl
k A solugdo dessa equagdo é
composta por duas partes

Solugdo homogénea

—
mx+cx+kx =20

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica 57



POLI
Eduagses Diferenciais For¢adas LISP

9

mx + cx + kx = F(t)

b
b
L

k

A solugdo dessa equagdo é
composta por duas partes

Solugdo homogénea | Solugdo particalar

S e S .
mxX +cx +kx =0 Que depende da F(+)

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica 58



POLI
Eduagses Diferenciais For¢adas LISP

/ X

- mx + cx + kx = F(t)

b
[
| . /'/\
k Solugdio homogénea L Solugdo particular

. R .
Xk (t) Xp (£)
SN~ \/_/

x(t) = xp(t) + xp(t)

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica 59



POLI
Eduagses Diferenciais For¢adas LISP

g

Exemplo - 2

O wodelo de um sistema MWMA com
excitagao for¢ada € dado por:

X + 8x + 25x = 2t

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica 60



POLI
Eduagses Diferenciais For¢adas LISP

g

Exemplo - 2

o, I A solugdo desse wodelo é compota por
0
o F X+ 8x + 25x = 2t
k /_/\
Xh (t) Xp (t)

_

x(t) = xp(t) + x,(t)

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica 61



POLI
Eduagses Diferenciais For¢adas LISP

Exemplo - 3

. , —x Solugdo hiomogénea
il N % 4+ 8% + 25x = 2t
k

xp(t) = e~ (Acos 3t + B sin 3t)
\ J

Exemplo - 1 ﬁ

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica 62



POLI
Eduagses Diferenciais For¢adas LISP

Exemplo - 3

. , —x Solugdo particalar
il N % + 8x + 25x = 2t
:Wg -
k

F(t) =2t > at+br—) / ]

xp(t) =at+d | 21>

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica 63



Equagdes Diferewnciais Forgadas

Exemplo - 3

POLI

LSP @'

b
.
|-

~W-

~ Solugdo completa fica:

X + 8x + 25x = 2t

x(t) = xp(t)

k

_

xp(t) = e "t (Acos 3t

B sin 3t)

Xp (1)

S e .
xy(t) = at +d

x(t) =e "'(Acos3t+ Bsin3t)+at+b

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica
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POLI
Eduagses Diferenciais For¢adas LISP

Consldere outros tipos de fungbes de entrada F(+)

=>x+8x+25x=5
. -
u/%

b
m

L 5

wyyr. Ft)=5 == |
k u/}
Xp=a

Solugdo completa tempo [t]
—t

x (t) = e *(Acos 3t + Bsin3t) + a

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica 65
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POLI
Eduagses Diferenciais For¢adas LISP

Consldere outros tipos de fungbes de entrada F(+)

= ¥ + 8x + 25x = 3e~ 4t
7 X
u/%

0,4

b
—
rt_| \
_ —2t i
:W'\: F(t) = 3e |:> oz |
k W )
xp = ae
u

x (t) = e **(Acos 3t + Bsin3t) + ae™**

Sistemas Dinamicos | para Mecatromnca 66




POLI
Eduagses Diferenciais For¢adas LISP

Consldere outros tipos de fungbes de entrada F(+)

M

b
b
L

k

= X + 8x + 25x = 5 sin2t
e S = i
F(t) = 5sin2t —=) '\ //\

= [\
\ / \

X, = asin(2t + ¢) _4 \\J/ \/

Solugdo completa - tempo [t]
u/}

x(t)=e"

“(Acos 3t + Bsin 3t) + a sin(2t + ¢)

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica
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Equagtes Diferenciais

mx + cx + kx = F(t) mx + kx = F(t)

Sistemas Dinamicos | para Mecatronica 68
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Eduagtes Diferenciais For¢adas L|5P
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Eduagtes Diferenciais For¢adas L|5P

Exerciclo - 3

Determive a solugdo analitica para as seguivtes EPNO

9

= 2% —4x 4+ 5x = 3e~ 4!

= 1xXx 4+ 2x — 2x = 5 sin2t

NN\

= 5X + 0,5x — 1x = 8
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Eduagbes Diterenciais LSP

Desenvolva um script wo Octavia due permita solucionar a
edquagdo diferencial do wmodelo MIWMA homogéneo e Nao

mx+cx+kx=A4

NN\

k
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Dilbert says,
"Theroadtosuccess...is
always under
construction!”
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