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1Sensibilidade em Otimização

Objetivo: Calcular as derivadas da função objetivo e 
restrições em relação às variáveis de projeto

Permite analisar a mudança do comportamento da estrutura
devido a pequenas mudanças de seus parâmetros (dimensões, 
propriedades de  materiais, etc…) com custo menor do que 

realizar novas análises.

Métodos para o 
cálculo de 

sensibilidade

• Diferenças Finitas
• Métodos Semi-analíticos
• Métodos Analíticos

Precisão
aumenta
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2Cálculo da Sensibilidade
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Séries de Taylor:

Aproximação por Diferenças Finitas
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3Cálculo da Sensibilidade

Aproximação por Diferenças Finitas

Progressiva:

Regressiva:

Central: )x(
x2

x)-u(x-x)u(x
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O Requer n análises adicionais

Requer n análises adicionais

Requer 2n análises adicionais

Para n variáveis de projeto:

Altas ordens possuem erro menor mas envolvem 
mais pontos (custo computacional aumenta)

Composição do erro em 
diferenças finitas

• Truncamento: 
• Condicionamento 
(ou arredondamento);
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4Aproximação por Diferenças Finitas

Estimativa: 
Seja a Série de Taylor Progressiva:
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Analogamente para a diferença central:
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Estimativa:

uC x

2
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Limite no erro absoluto 
para o cálculo da função u

Erro de condicionamento 
(ou arredondamento):
- depende do computador;
- não é uma função contínua;
- diminue com o aumento 

de     ;
- importante em métodos 

iterativos;

x∆

Erro de truncamento: 
- erro de aproximação da 
fórmula da derivada;

- aumenta com o aumento 
de      ;x∆

Erros em diferenças finitas
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5Aproximação por Diferenças Finitas

Estimativa do erro total: ub x
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x
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Limite no cálculo 
da segunda derivada

Dilema no tamanho do passo       x∆
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predomina erro 
de truncamento

predomina erro 
de condicionamento

pequeno
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Diferença Central

Diferença Progressiva

Tamanho do passo
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6Aproximação por Diferenças Finitas

Efeito da magnitude da derivada na precisão.
Pequenas derivadas são calculadas com menos precisão do que 

grandes derivadas. A magnitude da derivada pode ser estimada pela 
expressão abaixo denominada derivada logarítmica:

fornece a variação percentual de u devido à variação percentual  de x.
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No entanto, não é importante, pois tem pequena influência no 
processo de otimização (próximo de zero).

Valor da derivada 
é alto

Fácil calcular
com precisão

Díficil calcular
com precisão

Valor da derivada 
é pequeno

Se , onde ut xt são valores representativos de u e x.
t

tLm
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0xu, =≅
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7Exemplo

Min       
x1,x2
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Calculando a derivada em dois pontos 
temos:
Em 
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Muito pequena, indicando pouca 
precisão no cálculo, como verificado.
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8Métodos Analíticos

Seja a equação de equilíbrio:               onde: u - vetor de 
deslocamentos nodais; K - matriz de rigidez; F - vetor de carga;
Considerando uma função f(u,x) que dependa de u e x (variável

de projeto), temos que a sensibilidade de f é dada por:
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9Métodos Analíticos

Método Direto
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Resolvido para 
função objetivo e 

cada restrição

Mais eficiente quando: nº variáveis de projeto > nº de restrições

Função Multiobjetivo        Método Adjunto
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10Exemplo

Restrição de deslocamento na ponta:                   ;  Calcular 0wcg 3 ≥−=
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11Exemplo
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1º Método: Método Direto

0
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12Exemplo

2º Método: Método Adjunto
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13Métodos Semi-Analíticos

Somente a derivada da matriz rigidez é aproximada por diferenças finitas:
( ) ( )
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Em algumas situações, a aproximação por diferenças finitas no 
cálculo da sensibilidade é mais precisa do que o método semi-

analítico para altos ∆x.

Problema de precisão:

Tamanho relativo do passo

E
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g
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Diferenças Finitas

Semi-analítico
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14Métodos Semi-Analíticos

Explicação (considere o problema anterior) 
Calculando       por diferenças finitas:
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erro de truncamento 
da série de Taylor

Pelo método semi-analítico:
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Uma vez que K é função linear de I1
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Assim, nesse caso o erro do semi-analítico  7 vezes maior do que por 
diferenças finitas!!
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Pré-multiplicando (1) por uT:

(1)

(2)
Sensibilidade de 

um autovalor

Sensibilidade de Autovalores e Autovetores

( ) ( ) 1   e     T2 ===− Muu0uMK ωµµ

Considere o problema de autovetor e autovalor:

autovetorautovalor

Objetivo é encontrar:
ii dx

d
  e  

dx

d uµ

Derivando as equações acima:
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( )






























−−

=




























−

−−

u
M

u

u
MKu

Mu

MuMK

i

T

ii

i

i
T

dx

d

2

1
dx

d

dx

d

dx

d
dx

d

0

µ

µ

µ

A sensibilidade dos autovetores é obtida combinando-se as equações (1) 
e (2) e resolvendo o sistema:

Singular

Exemplo

Calcular a sensibilidade da primeira freqüência de ressonância e 
modo de vibrar em relação ao valor de k.

c=0 k1=1 k2=1

k=1
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( ) ( )

2/1  ;
8/2

8/2

u

u

0

0

2/2

u

u

02/22/2

2/211

2/211

0
2

1
  ;

0

1

2

2
- ;

1

1

2

2
  ;

11-

11

2

1
2

1

T

=′






−

=








′

′
=















−

=
















′

′

′

















−−

−−

−−

=′






−

=′−′








=






 −
=−

µ

µ

µµ

u

uMuuMKMuMK

Exemplo

Deve se tomar cuidado quando o autovalor for repetido (possue
multiplicidade)

3  e  10
u

u

21

12

10

01
  ;

21

1k1
21

2

1

2

2

===
















−−

−−









=









−

−+
= ωω

ω

ω
MK

Para o primeiro modo de vibrar:

0MKuMuu =′







=′









==+=
=+−

=−
  ;

00

01
  e  

1

1

2

2
 1uu  e   

0uu

0uu 2
2

2
1

T

21

21

Assim, a sensibilidade da primeira freqüência vale:
( )

5,0
dx

d T

i

2

=′= uKu
ω

Sensibilidade do primeiro modo de vibrar:
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Sensibilidade da freqüência de ressonância considerando o amortecimento
Com o amortecimento, o problema fica:

A sensibilidade agora vale:

Exemplo

Considerando o problema anterior, estimar a variação da freqüência de 
ressonância de um sistema não amortecido pela adição de amortecimento
(c=0,2 e c=1,0) e comparar com o valor exato:

Sensibilidade de Autovalores e Autovetores

( ) ( )    e0 2t ωηηηη
i==++==++ 0uKCMuuuKuCuM

CuuMuu

u
K

uu
C

uu
M

u

TT
i

T

i

T

i

T2

i 2

dx
d

dx
d

dx
d

dx

d

+

++

−=
η

ηη
η

( )









=−=−===′=′
1

1
2/2  e    

2

dx
d

2

dx
d

dx

id
0  e  0  ;0

T
i

T

T
i

T

i

φ
φφ

φφ

φηφ

φηφ
ω

M

C

M

C

CKM
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25,0
dc

d
5,0

dc

d
1  e  ;

00

01

dc

d

00

0c TT −=−==







=








= φφ

η
φφ

C
M

C
C

Variável de projeto xi=c:

Mas sendo:

Valores exatos:




−==

−==
−=+===

= 25,0i1,0c

05,0i0,2c
c25,0i0)-(c

dc

d
i1

a

a

0ca1 η

ηη
ηηηω





−==

−==
=

















+−

−++

29178,0i0326,10,1c

05025,0i0013,12,0c
0

u

u

21

12c

1

1

2

1

2

2

η

η

η

ηη
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Min       
x

tal que  

p),f(x

gj n1,...,j    ,0p),(g =≥x

Seja o problema de otimização:

Cuja solução é 

O objetivo é encontrar                   .

p)(p),f((p)f(p) *** xx =

dp

dg
  e  

dp

df **

As equações que governam a solução ótima são:

• equação de estacionaridade:

• restrições ativas:

1...ni e1...r  j   ,
x

g
n    e   0f

i

j
ij ==

∂

∂
==−∇ λN

0)p,( *
a =xg

Conjunto de r 
restrições ativas

Satisfeitas por     
para todos os 
valores de p 

que não alterem as 
restrições ativas

(p)*x

Sensibilidade da Solução Ótima
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Diferenciando as equações com relação à p tem-se:

( ) ( )
0

p

N

p

f

dp

d

dp

d
-

*

=








∂

∂
−

∂

∇∂
+− λ

λ
N

x
ZA

( ) ( ) ( )
=+








+

∂

∂
−

∇
+

∂

∇∂
=

−∇
0

dp

d

dp

d

d

d

pdp

d

d

fd

p

f
0

dp

fd ** λ
λ

λ
N

x

x

NNx

x

N

onde: 
= ∂∂

∂
=

∂∂

∂
=

r

1j
j

lk

j
2

kl
ji

2

ij xx

g
z   ;

xx

f
a λ

0
pdp

d
0

dp

d

dx

d

p
0

dp

)p,(d a
*

T
*T

aa
*

a =
∂

∂
+=








+

∂

∂
=

gx
N

xggxg

Resolvendo o sistema de equações acima obtém-se                  .
dp

d
  e  

dp

dx* λ

Matrix 
Hessiana

Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva

22Sensibilidade da Solução Ótima

( ) ( )

pp

f

dp

df

dp

d

p

f

dp

df

f :mas  ;
dp

d
f

p

f

dp

dx

x

f

p

f

dp

df

aT
*

TT

TTT
*

T
n

1l

*
l

l

∂

∂
−

∂

∂
=+

∂

∂
=

=∇∇+
∂

∂
=

∂

∂
+

∂

∂
= 

=

gx
N

N
x

λλ

λ

Assim, pode-se obter a derivada       :
dp

df *

Assim,    é o preço que se paga em termos de aumento de f por tornar 
mais difícil de satisfazer gj. Por isso,           caso contrário             a 
função f seria reduzida (otimizada) quando a restrição se torna mais 
difícil de ser satisfeita (um absurdo). Portanto,      representa o “preço”
das restrições.

j
j

jj dp

df
1

p

g
0p-)(G)(g λ=−=

∂

∂
≥= xx

jλ
0j >λ ( )0j <λ

jλ

Por exemplo, se 
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Min       
x1,x2, x3

tal que  

321 xxx)f( ++=x

0pxg

04xg

0xxpg

23

32

2
2

2
11

≥+=

≥−=

≥−−=

Para p=8:
( )

( )1 0,25;

 0;g 0;g  ;0f2,-2,4- 
T

21
T*

=

====

λ

x

Encontrar                  .
dp

df
  e  

dp

dx*
restrições ativas

;25,0
pdp

df

0

1

p
   e   0

p

f aTa −=
∂

∂
−=









=
∂

∂
=

∂

∂ gg
λ Além disso: ( ) =

∂

∂∇
=∇= 00A

p

f
1,1,1f  ; T



















=

















−

−

=−==−=−=

=
∂∂

∂
=

∂∂

∂
=

∂

∂
=

∂

∂
−=

∂

∂
=

∂

∂
=

∂

∂


















=

10

04

04

  ;

000

05,00

005,0

   ;5,0-2z   ;5,02z

0
xx

g

xx

g

x

g

x

g
   ;2

x

g

x

g
   ;

p
10

02x-

02x-

 

122111

21

2
2

21

1
2

2
2

2
2

2
1

2
2

2
2

1
2

2
1

1
2

2

1

NZ

0
N

N

λλ









=

=−

=−

0

04x5,0

04x5,0

2

12

11

λ

λ

λ

&

&&

&&

( ) ( )
=









∂

∂
−

∂

∇∂
+− 0

p

N

p

f

dp

d

dp

d
-

*

λ
λ

N
x

ZA

Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva

24Exemplo





=

=++
=

∂

∂
+

0x

01x4x4
0

pdp

d

3

21a
*

T

&

&&gx
N

A solução do sistema de equação é:

Variando p de 8 para 9

Pela extrapolação

0  -0,0156;  ;0x  ;125,0xx 21321 ===−== λλ &&&&&

-0,242;f  ;4  x;121,2xx 321 ==−==

( ) -0,25;f  ;4  x;125,2xx1 321 ==−===∆p
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Minimização da Flexibilidade

Min       
x, u

tal que  

FuT

0VV

0

 

max

min

≤−

≥−

=

xx

FKu
Min       
x

tal que  
0VV

0

max

min

≥−

≥− xx

= KuuFu TT
Considerando a equação de equilíbrio:

(e condições de contorno)

flexibilidade

KuuT

Sensibilidade da Flexibilidade

( )

( ) u
K

uu
K

KKuu
K

uKuK
K

u

u
K

K
u

u
Ku

K0
Fu

Ku
KF

Ku
FKu

u
Kuu

K
uKu

u
Kuu

i

T
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1T

i

TT1
T

i

T

i

i

1

iiiiiii

ii

T

i

T

i

T

i

T

dx

d

dx

dC

dx

d

dx

d

dx

d

dx

dC

dx

d

dx

d

dx

d

dx

d

dx

d

dx

d

dx

d

dx

d

dx

d
   :mas   ;

dx

d

dx

d

dx

d

dx

dC
C

−=−+−=

−=−===+=

==++==

−−

−

Problemas Clássicos


