Sensibilidade em Otimizacao

Objetivo: Calcular as derivadas da funcdo objetivo e
restri¢des em relacao as varidveis de projeto

,dF(x).+ Ax*'d*F(x)1 AxYd® F(x)1:|_

F(x+ Ax) = F(x)+ Ax
( ) () 1_ dX 1 2 :_d_X__I 6 L_dX _1

Permite analisar a mudanca do comportamento da estrutura
devido a pequenas mudangas de seus parametros (dimensoes,
propriedades de materiais, etc...) com custo menor do que
realizar novas andlises.

Métodos para o (" Diferencas Finitas

calculo de « Métodos Semi-analiticos | FTecisao
sensibilidade » Métodos Analiticos aumenta

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]

Calculo da Sensibilidade 2

Aproximacao por Diferencas Finitas

Séries de Taylor:

du(x)+ Ax* d*u(é) :, du(x) u(x+Ax)— u(x) Ax dzu(é‘)|

1=---- u(x + Ax) = u(x)+ Ax

dx 2 de® T dx Ax - 7 - _d)fZ_:
_é =e (Ax) = % d;u(f)
e e
=e (Ax) = Aizx d;l;(?

—— e e e e e e

du(x)+£ d3u(.§) du(x) _u(x+Ax)—u(x— Ax) A’ d u(f)::)
dx 3 dx? Idx 2AX 6 dx® |

u(x + Ax) —u(x — Ax) = 2Ax

Ax? d*u(é)
6 dx’

=e(Ax)=—
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Calculo da Sensibilidade 3

Aproximacao por Diferencas Finitas

/ Para n varidveis de projeto:
Progressiva: ? = W +0(AX) Requer n andlises adicionais
X X
Regressiva: ? = W +0(Ax) Requer n andlises adicionais
X X
Central: ? LS AXZ)A_ uGx-A%) O(Ax*)  Requer 2n andlises adicionais
X X

Altas ordens possuem erro menor mas envolvem
mais pontos (custo computacional aumenta)

.

e Truncamento:
¢ Condicionamento
(ou arredondamento);

Composicao do erro em
diferencas finitas

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]
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Aproximacao por Diferencas Finitas

Erros em diferencas finitas
/ﬁrro de condicionamento \

Erro de truncamento:

- erro de aproximacio da (ou arredondamento):
férmula da derivada; - depende do computador;
- aumenta com o aumento - ndo € uma func¢do continua;
de Ax ; - diminue com o0 aumento
Estimativa: de Ax;
Seja a Série de Taylor Progressiva: - importante em métodos
du(x) Ax* d*u(é) . .
u(x +Ax) = u(x) + Ax 1 +T 0 = 1terativos;
X X B n
du®) ux+A)-ux)  Ax d*u(&) Estimativa:
= = = 2 --n,
dx Ax 2 dx ec(Ax)=-—=¢€,:
Ax d*u(é) Axi-r

=ep(AX)=— B
2 O adi Limit bsolut
Analogamente para a diferenca central: 1mite no €rro absoluto
para o célculo da fun¢do u

Ax* d*u(é)
6 dx’ [ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva)

e (Ax) =




Aproximacao por Diferencas Finitas

Sehele |
200 Ax "

‘ Estimativa do erro total: €=

. !

[Dilema no tamanho do passo A)J

0.0

Limite no célculo
da segunda derivada

predomina erro ’

de truncamento o1 |

-
. du/dx
_" predomina erro
de condicionamento

’-oz_

Diferenca Central

-}

0.3

Diferenca Progressiva

Selirug

gu

e=0=Ax,, =2

0.00001 0.0001 0.001

0.01 0.1

Tamanho do passo

‘Sb‘
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Aproximacao por Diferencas Finitas

e Efeito da magnitude da derivada na precisao.

Pequenas derivadas sao calculadas com menos precisao do que
grandes derivadas. A magnitude da derivada pode ser estimada pela
expressdo abaixo denominada derivada logaritmica:

dyu_d(logu) _ du/u
dx d(logx) dx/x

\fornece a variag@o percentual de u devido a variagdo percentual de y

N

( ; -~
e Se du PN du S dx N [Valor d/a denvada} # Facil calc'uINar
dx u X ¢é alto com precisao

Valor da derivada
é pequeno

Se

X

A

* Se M<<<1:>@<<<
dx u
d u _du/u,

dx  dx/x,

N ‘ Dfficil calcular
com precisio
No entanto, ndo € importante, pois tem pequena influéncia no
processo de otimizag@o (préximo de zero).

\

Seu,x=0=>

, onde u, X, s3o valores representativos de u e x.
[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]




Exemplo 7

Min F(X) = x, + %, Derivadas logaritmicas:

X1,Xo 1 d, f Af x
tal que &X) — 1=0 2 dx, Ax, f
. ) daf 2 =-097x1/2=-0,485
Assim:  f(x)=—5+x, > —=——7+I
X, dx,  x, d,f
Emx,=129=>f=1891=—+—=
Calculando a derivada em dois pontos X,
t :
po (ax. —0.01) > AT /107 +101-2 =AA—f%=—O,O791><1,29/1,891=
2 o A 001 g 654
=-0,97 -
3% em relagdo ao valor exato dr -1,0 Muito pequena, indicando pouca
X2 precisdo no cdlculo, como verificado.

Emx, =1,29 (Ax, =0,01)= AA—f =

X

17132 +13—(1/1,29* +1,29)

=-0,0791
0,01 df
16% em relagdo ao valor exato — =-0,0683
X2 [ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]
Métodos Analiticos ;

Seja a equagao de equilibrio: Ku=F onde: u - vetor de
deslocamentos nodais; K - matriz de rigidez; F - vetor de carga;
Considerando uma funcao f(u,x) que dependa de u e x (varidvel

de projeto), temos que a sensibilidade de f € dada por:

£:8f+sz—u, onde:z=Vf zi:a—f
dx ioxii__dx! au,

[

\ Parte explicita / Parte implicita /

(geralmente zero)

Exemplo: Seja u"=(u, u, u,)e

3 of/du, X du, /dx
f(u,x)=xu1+u22—ln(u3)+x2:a—f=ul+2x; z=1{0f/du, =4 2u, ;d—uz du, /dx p =
* A, |~1/u,| T |du,/dx
:g=a—f+sz—u=ul+2x+x%+2u2&—i%
dx ox dx dx dx u, dx

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]




Métodos Analiticos o

Para obter 9% existem dois métodos cléssicos:
dx

e M¢étodo Direto N\

Resolvidopara ~ ~77"7"
cada varidvel _ | dl _dF dK dl B Kl[dF dK “j

. P _
de projeto dx dx dxui dx

= sz—u :ZTK"l(dF—dKu] :>£ :af+zTK"1(dF-dKu]i

Mais eficiente quando: n° varidveis de projeto < n° de restrigdes (fungc}e/é

/Resolvido para M¢étodo Adjunto N
fung@o objetivo e ™~

cadarestricio {Ki=z=> 1=K 'z=> A" =z2"K" (K*l = (K

df _ of Tdu_8f+zTK_1(dF dK )::df of i dF dK j

dx  ox dx  ox

u
dx dx

\__Mais eficiente quando: n° varidveis de projeto > n° de restrigdes /
(Fungdo Multiobjetivo m Método Adjunto]

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]

Exemplo 10
@
S ®
N ! . ©)
3 — 2
S
S |
N I
S I 2 Yo 4
Restri¢dao de deslocamento na ponta: g=c-w,20; Calcular f
1
Ku=F onde:
20 +0) -6l -1,17) —121,/1 61,71 w, 0
K-E ML/ +1,7L) 6L /L 2171, D LS R L N
sim. 121/, —6L /L[ |w|  |p
41,71, 6, 0

1’131, +1°1, /21,
:“:(%j (13 2112/211+21112/1l 3
4307, 4307 )31+ 1,731
17121+ 1L, /T, +1,° /1,

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]




Exemplo "

1° Método: Método Direto

0

g=C—W3202%=a +szu=szu-du—K‘l(dF_dK j dF_o.

s

) = uj, —=
dr, A1, di dr,” dI, d, di, ) dI

12 -6, 0 0 12w, — 61,6, 1

dK _(E)-6, 4’ 0 0| dK (E)|-6hw,+4’6,| (p)|L

a, (/) o 0o o0 o] d 1 0 1, )]0

0 0 00 0 0
L’L12+1713 og/ow, 0
? 0g/06 0

3d7u=_K‘1§u=_ p2 . 1112+lzl /23 z= 800, | _ -
dr, dI, EL |17 +10,7 +1 13 aglow, [ |-1
LL+1772 0g/08, 0

3
Sfde by gy
i, dI, EL 3

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]

Exemplo 12

2° Método: Método Adjunto

0 0
0

g:c—w120:>g=a + A E—gu ; dF:O; Kl=z=>1=K'z=K" =
: a, A,y S -1
0

1131, +171, /21,

2 3
:_(lj 3 21l /211+21112/11 3 :gz_fdiKuz% 11212+11122+i
EJ| (1 +31%, +300,2)/31,+1,) 731, | |dL, d,  EI 3

1
17121 +1 L, /T, +1,° /1,

3° Método: Derivagdo da expressao de ws

3
S R R A T (

3EL 3EIL, [dI,  dI, EI’

113 2 2
?+l1 L+

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]
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Métodos Semi-Analiticos

Somente a derivada da matriz rigidez é aproximada por diferencas finitas
dK _ K(x+Ax)-K(x)

dX AX 100000

Semi-analitico

Problema de precisao: 10000

s
8
S

Diferencas Finitas

o ;//
A

0.0t
1.€-10 1.€-8 1.E-8 1.8~y 1.£.2

Tamanho relativo do passo
Em algumas situagdes, a aproximacao por diferengas finitas no
célculo da sensibilidade € mais precisa do que o método semi-
analitico para altos Ax. [ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]

Erro em Porcentagem

14

Métodos Semi-Analiticos

Explicac¢do (considere o problema anterior)

Calculando Tg por diferencas finitas: erro de truncamento
1
dg __w(L+AL)-wi(l) P o'w ALE_ p
d, Al Toroo 2
) L ]
e para dg o erro vale: ¢ __ 9w AL _
d, allz 2

Pelo método semi-analitico:

_ 2
dg _ prK(L+AL)-K@) [ _AL ;d I§u=0’
I, Al 27 dl
Uma vez que K € func¢@o linear de I,
2 2 2
Mas para ds e _ A d Iz(u _pA (3112 +711, +4lzz) L1 =_—(3ll *+7hl, JZMZ )Afll
di, 2 d EL/, dg (1, +1,) I,

d,

w TA o A
T =— ¢ eT = —

2] 2l
Assim, nesse caso o erro do semi-analitico 7 vezes maior do que por
diferencas finitas!!

Se por exemplo [ =1, =1 ::{ e

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]
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Sensibilidade de Autovalores e Autovetores

Considere o problema de autovetor e autovalor:

L (K~,uML)u<0 (u=w?)e uTMu=1J

utovalor autovetor

Objetivo é encontrar: du e du
dx, dx,

1

Derivando as equagdes acima:
(K- Mu=0= (K- M) Y py :—(dK—ujMJu (1)
X;

dx, dx, dx,
WMu=1>ogMI®__1, dM ) Sensibilidade de
dx, 2 dx " um autovalor
Pré-multiplicando (1) por u™: ( T(dK p dMJ
u|l——4u—u
dx. dx.
R QY| KL I (SR N G C
dx, dx, dx, dx, kdxi u Mu

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]
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Sensibilidade de Autovalores e Autovetores

A sensibilidade dos autovetores € obtida combinando-se as equagdes (1)
e (2) e resolvendo o sistema:

-------------- du &k _ M
(K —p) { -Mu ) dx, | |7 (ax, " “ax,
-u'™™ 0 ||du 1 +dM
L™
dx, 2 dx
Exemplo
c=0 k=1
A AvAvAvA l ‘VAVAV‘V 2
Wm#mm7 o 777

Calcular a sensibilidade da primeira freqiiéncia de ressonéncia e

modo de vibrar em relagdo ao valor de k.
[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]




Exemplo 1

Para o primeiro modo de vibrar:
u,—-u,=0
b eu'Mu=u’+u,’ —13u— K'=
-u,+u,=0

{2 T [T }{ Jro=asteasss

Assim, a sensibilidade da primeira freqiiéncia vale: =u'Ku=05

Sensibilidade do primeiro modo de vibrar:

(K —,UM)=|: ! _1} Mu = ‘f{i} ~(K'= M )u = ‘E{_Ol}; %uTM'u =0

101 2

1 -1 =272](u]] [-v272 5
-1 1 =2720ult={ o :>u={ } {I/S} W=1/2
V212 =212 0 ||\¢ 0 t 2/8

Deve se tomar cuidado quando o autovalor for repetido (possue
multiplicidade)

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]
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Sensibilidade de Autovalores e Autovetores

Sensibilidade da freqii€éncia de ressonancia considerando o amortecimentq
Com o amortecimento, o problema fica:

Mu+Cu+Ku=0=tu=ue" = (’M+7C+Ku=0 (7=iw)
A sensibilidade agora vale:

, v dM ¢ dC ¢ dK
7w —u+7u —u+u —u
dn _ dx;, dx, dx,
dx; 277u"Mu +u'Cu J
Exemplo

Considerando o problema anterior, estimar a variagao da freqiiéncia de
ressonancia de um sistema ndo amortecido pela adi¢do de amortecimento
(c=0,2 e c=1,0) e comparar com o valor exato:
r dC r dC

. ng 7¢ g ——9
M=0: K'=0e C=0=02)__ d; e¢=\/§/2{1}
i, 29'Mg | 26'Mg 1

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]




Exemplo 19

Varidvel de projeto x;=c:

0 10
c=° Vs Ve prmpo15 92
00/ dc [0 0 do

Mas sendo:

. dn . c=02=mn,=1-0,05
w=1=n=i=7n, =77|C:0+E(c—0)=1—0,250:>

=-0,54" % ¢ =-0,25

c=1,0=7, =i-025

Valores exatos:

n”+ne+2 -1 [y 0 c=0,2= 7, =1,0013i-0,05025
= =
-1 7 +2||u, c=1,0= 7, =1,0326i-0,29178

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]

Sensibilidade da Solucio Otima 0

Seja o problema de otimizagao:

Min f(x,p) Cuja solucdo éx (p)=f (p) =f(x"(p).p)
X * *
tal que g,(x,p)=0, j=1,..n| O objetivo € encontrar dr e dg. .

J g dp dp

As equacdes que governam a solucdo 6tima sdo:

Satisfeitas por X (p)

d, . para todos os
Vf-Nﬂ:O c nij:a_’ le...r elzl...n Valores dep

__________ X,

* equacdo de estacionaridade:

* restrigdes ativas:: g, (X ,p)i=0 que ngo~altere.m as
' —~——_ Conjunto der restri¢oes ativas
restricdes ativas

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]
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Sensibilidade da Solucdo Otima 2

Diferenciando as equagdes com relagdo a p tem-se:

d(VE-N2) _,_ o(Vf) d(VE)dx' (ON dNdx' ), \di_,
dp ap dx dp \dp dx dp dp
(AF z)dX _Nd4 3vE)_(aNY,
Matrix . dp dp dp ap
Hes(slla'naa 9% Z azgj
onde: axax ~ 0Xx axl
dga(X,P)zojaﬁ_{&j CL PPN LY S -
dp op \dx /) dp dp  dp
Resolvendo o sistema de equagdes acima obtém-se (ili 3—/1
p p

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]

Sensibilidade da Solu¢do Otima .
) . df”
Assim, pode-se obter a derivada d—:
" p
df _Of 52 O % _ O () X mas: (VE) = AN =
dp 3 Sox dp dp
:ﬁ=£+fNTdijg=a_f_fg
dp dp dp (dp Op dp
0
Por exemplo, se g,(x)=G;(x)-p=0=—> S R PN dar =1
dp dp

Assim, A, € o preco que se paga em termos de aumento de f por tornar
mais dificil de satisfazer g;. Por isso, 4; >0 caso contrdrio (ﬂj < 0) a
funcao f seria reduzida (otimizada) quando a restri¢ao se torna mais
dificil de ser satisfeita (um absurdo). Portanto, A, representa o “pre¢o”
das restrigoes.

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]
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Exemplo 3

Min f(x)=x,+x,+x, Para p=3: SR ,
X125 X3 x =(-2,-24) =f=0; g, =0;g, =0;
tal que & =p-x,"—x,"20 T_ ) T
d glz =X, _; >0 A= (0’25’ 1)* restri¢des ativas
_ >0 dx df
83 =X,tp= Encontrar — e —.

dp dp

0 dp dp op

of Jg. 1 df Jg.
$=0 e agg ={ }:>=—/1T 8. =025, Além disso: A =0; Vf:(l,l,l)T:E=0:>

-2x, 0 2 2 2 2 2 2
—N=|-2x, 0]=>N_g, agzlzagéz_z; aggzaggz 08 _ 9% _o,
o 1 op ox,”  0x, ox,” ox,” Ox,0x, OXx0X,
-05 0 O 4 0
=2, =24 =-05 z,=24=-05 Z=| 0 -05 O N=[4 0|=
0 0 O 01
0,5%, —44, =0
d d a(Vf oN o
:(A-Z)—X—N—/?#Q— A=0= J05%,-44 =0
dp dp p ap e
Z'Z =0 [ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]
Exemplo A

rdx dg, o [4K A%, +1=0
X, =0

A solugdo do sistema de equacio é: X, =X, =-0,125; X, =0; 4 =-0,0156; 4, =0
Variando p de 8 para9 = x, =x, =-2,121; x, =4; f =-0,242;
Pela extrapolagdo (Ap =1)= x, = x, =—2,125; x,=4; f =-0,25;

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]
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Problemas Classicos

Minimizag¢ao da Flexibilidade

_-flexibilidade Considerando a equagio de equilibrio:

X, U

tal que Ku = F(e condi¢des de contorno)

u'F=u"Ku=>
Min u"Ku

X

X=X, 20 tal que x—x,;, >0
V-V, <0 V-V_ 20
Sensibilidade da Flexibilidade
T
C=uTKu:£= du Ku+uT§u+uTKd—u; mas: Ku=F= d(Ku) =
dx, dx, dx; dx;, dx;
=£:>§u+Kd—u=£=0:K—=——u:>
dx, dx, dx, dx; dx,

| dC__r K

dx;,

K
dx;

' Ku+u" S—Ku—
X.

1

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]
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