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1Otimização Usando Cálculo Variacional

Um Funcional (J) é definido como:

onde:                         

e:  y(a)=ya;   y(b)=yb              condições de contorno cinemáticas 
(problema de “extremidades fixas”)

Muitas leis físicas são formuladas como extremos de um funcional.       
Ex.:equilíbrio de uma estrutura         mínima energia potencial

Problema: Encontrar uma função apropriada que minimize (ou 
maximize) o funcional           objetivo do Cálculo Variacional

Aplicações do Cálculo Variacional: Teoria de Otimização, 
Formulação do MEF, Mecânica Analítica, etc...
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Solução: Seja y*(x) a função que minimize o funcional J e satisfaça 
y*(a)=ya e  y*(b)=yb. Podemos escrever que:

onde ε tem valor pequeno e:                               e

Otimização Usando Cálculo Variacional
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Portanto:

A condição necessária para que o extremo de J, ou o mínimo de J 
ocorra em ε=0 é:

Operador variacional δ Operador diferencial d
Propriedade:

Otimização Usando Cálculo Variacional
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Integrando por partes:

Assim:

Mas como  δy é arbitrário:

Equação de 
Euler-Lagrange
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Se                   e                   então devemos ter:

e                             “Condições de Contorno Naturais”

Casos mais genéricos:
• Funcional com derivadas de alta ordem:

e:

Otimização Usando Cálculo Variacional
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Equação de Euler-Lagrange
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• Funcional com várias funções incógnita: y(x)={y1(x),y2(x),…,yn(x)}T

e:

onde: 

• Funcional com função incógnita de variáveis múltiplas:
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Equação de uma viga:

No equilíbrio:

Sendo       arbitrário (mas admissível):
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Restrições          Multiplicadores de Lagrange
•Restrição Integral:

• Restrição ponto-a-ponto (“point-wise”):

• Nota:
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9Problemas Variacionais Clássicos

Arco de menor comprimento 
conectando dois pontos

Superfície de revolução com 
a menor área entre dois anéis

(x1,y1)

(x2,y2)

y(x)=?

x

y

Água e 
sabão

anel

anel

y(x)=?

Problema “Brachistochrone”

y(x)=?

(x1,y1)

(x2,y2)

x

Problema de “Dido” - Encontrar a 
equação da curva que 
circunda a maior área;

Princípio de Hamilton:
“Equação de Lagrange de Movimento”

Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva

Equação de Euler Lagrange

Casos Especiais

Caso 1:
Se                     e   

então:

Caso 2:
Se                        

então:

Caso 3:
Se                        

então:

Caso 4:
Se                        

então:
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Arco de menor comprimento conectando dois pontos

( ) 2211
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ds  - “comprimento de arco”

Equação de Euler-Lagrange:
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Superfície de revolução com a menor área entre dois anéis
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Equação da curva “Catenária”
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Problema “Brachistochrone” - Qual a curva entre dois pontos que faz 
com que uma partícula, sujeita a força peso, percorra o caminho entre
esses dois pontos no menor tempo possível?
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Equação de Euler-Lagrange:
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Equação de uma curva “ciclóide”
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“Ciclóide”
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Problema de “Dido” - Encontrar a equação da curva com 
comprimento limitado que circunda a maior área;

0)(  ;0)(      dxI(y)
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a-

==−=  ayayy
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y

x
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Comprimento
da curva

Problemas Isoperimétricos
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Equação de Euler-Lagrange:
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Princípio de Hamilton

Equilíbrio dinâmico:
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Coordenadas generalizadas
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Temos que:                                    

Exemplo

Restrição Integral
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Como δA é arbitrário entre as funções admissíveis:
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• Restrições de Inegualdade

Transformando em igualdade:

onde ti é uma função auxiliar. Assim:
Condição de estacionaridade de L:

Contribuição de ti na variação do funcional:

Como     é arbitrário (admissível):

Assim:
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Integrando por partes para converter       em      , e isolando os termos
em       e      , obtém-se:

junto com as condições de complementaridade

Solução: Próximo a x=0:                            . Substituindo λ1 de (2) em (1):

Na extremidade inferior do cabo A=A0 e da equação de equilíbrio:
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
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( )
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Outra formulação possível:

Min   Max    
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=
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
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Reformulação da Função Objetivo e Restrições

Restrições ponto-a-ponto       Difícil tratamento       Restrições Integrais 
Para evitar problemas Min Max        Formulação Integral
Exemplos:
• deslocamento num ponto:

• pode ser substituído por:                       (flexibilidade)

ou por:

•Freqüência de 
ressonância:

max

L

0

0max0 y)y(x)dxx-(xy)y(x ≤≤ δ

[ ] max
L0,x

yy(x)  max ≤
∈ 

L

0

p(x)y(x)dx

( )

( )

























 ′′
=

=+′′




integral) (forma    

dxAy

dxyEI
min

l)diferencia (forma               0yAyEI

L

0

2

L

0

2

admissível y(x)

2"

ρ
ω

ρω

1)dxx-(x :e  
x xse   0

x xse   
)x-(x   :onde

-

0
0

0
0 =





≠

=∞
= 

+∞

∞

δδ

( ) [ ]
  

suficiente o grande p

L0,  x0y(x)
 para   ydx(x)y

L

1
max

L

0

p

1
p



 ∈≥

≤

(Delta Dirac)
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Projeto: Minimização da Flexibilidade (ou Maximização

da Rigidez)

Min       
A(x), u(x)

tal que  


Ω

p(x)u(x)dx

( )

( )( )





Ω

Ω

≤−

≥−

=−′

∈∀=−′′

0RAdx

0AA(x)

contorno de condições  e  0puEAou     

  Vv  0dxpvvuEA

min

'

( )

( )



Ω

ΩΩΩ

=′′

=′′=Π−′=Π

0dxp-vEA

0dxvp-vvEA0pvdxdxvEA
2

1 2

ηη

δδδ

Formulação Fraca

No equilíbrio:                                                    ( )
Ω

=′′= 0dxp-uEAuv ηη
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Como η é arbitrário entre as funções admissíveis:

( )

equil.

22

2

equil.

2

2dxuEApudxdxuEA
2

1
-

pudx
2

1
-pudx-dxuEA

2

1
0dxpu-uEAu

Π−=′=′=

==′=Π=′=



  

ΩΩΩ

Ω Ω ΩΩ

η

Assim, o problema de minimização de flexibilidade é equivalente a:                                                    

Min       
A(x)

tal que  


Ω

′ dxuEA 2


Ω

≤−

≥−

0RAdx

0AA(x) min

( )

( )
( )

Ω+Ω=Ω




>=ΩΛ

=≠Ω−Λ
=′











−Λ+−+′=Λ∴ 

ΩΩΩ

A
minA

minAAA2

minA
2

A

  e   
AA0    em          

AA0  em  
uE:A

RAdxdxAAdxuEA),,L(A(x)

λ

λλ
δ

λλ

energia elástica é constante
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Projeto: Maximização da Freqüência de Ressonância (ω)
Quociente de Rayleigh (QR):

Freqüência de ressonância(ω):
Assim:
Seja o problema:

[ ]







 ′′

=

′′

== L

0

2

L

0

2n

L

0

2

L

0

2

cinética

elástica

dxA(x)w

dxwA(x)E

dxA(x)w

dxwEI(x)

E

E
QR

ρ

α

ρ

( )QRMin 
w(x)

2 =ω

( ) [ ] contorno de condições  e  0AwwEI0QR 2"
=−′′= ρωδ

Max       
A(x)

tal que  [ ]

0AA(x)

VAdx

  contorno) de condições (e  0AwwEI

min

L

0

0

2"

≥−

=

=−′′



ρω

( )QRMin 
w(x)

2 =ω

redundante
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[ ]

[ ] [ ] [ ]

[ ]
0AdxAdxw

dxAw

dxwAE

dxAw

AdxwAnE

wdxAw

dxAw

dxwAE2

dxAw

dxwwAE2

0LVAdx

dxAw

dxwAE

),A(x)L(w(x),

L

0

L

0

2
2L

0

2

L

0

2n

L

0

2

L

0

21-n

L

0
2L

0

2

L

0

2n

L

0

2

L

0

n

0

L

0
L

0

2

2
L

0

n

=







+

















′′

−

+

′′

+

















′′

−

′′′′



=









−−

′′

=∴
























δλδρ

ρ

α

ρ

δα

δρ

ρ

α

ρ

δα

δλ

ρ

α

λ
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Integrando por partes e coletando os termos em δA e δw:

[ ]
[ ]
[ ]

.ctewwAnE  :deOptimalida de Condição

 
0wAEou      0w

0wAEou     0w
   :Contorno de Condições

  0AwwAE :Movimento de Eq.

2221-n

n

'n

2"n

=−′′

=′′=′

=′′=

=−′′

ρωα

αδ

αδ

ρωα

Verificando a condição de suficiência para n=1. Sejam: 
A e     , soluções que satisfazem restrição de volume, e                        as 
correspondentes freqüências de ressonância e respectivos modos de vibrar.
Assim:

w e  w,, ,ωωA

≥

′′

=

′′

=

′′

=












2

L

0

2

L

0

2

2
L

0

2

L

0

2

2
L

0

2

L

0

2

2

dxwA

dxwAE

dxwA

dxwAE

   e  

dxAw

dxwAE

ω

ρ

α

ω

ρ

α

ω

ρ

α

ω

( )




 = QRMin 

w(x)

2ω
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( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

2222

L

0

22
L

0

22
L

0

22
L

0

L

0

22
L

0

22
L

0

2

222222

L

0

2
L

0

22
L

0

22

L

0

2
L

0

22
L

0

2
L

0

22

0

dxwA-AdxAwdxwA0dxA-A

   ;dxwA-AdxwcA-AdxwA-AE

wcwEcw-wE   :Mas

dxwA-AEdxAwdxwA   :Subtraindo

dxwAEdxAw   e   dxwAEdxwA

ωωωω

ρωρωρω

ρωρωα

ρωαρωα

αρωρω

αρωαρω

≥=−

=−









=

=+=′′

+=′′=′′

′′=−

′′=′′=








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Inversão de modos durante a otimização. Ex.: 

Uma solução: Formulação Bimodal

[ ] ′′=
L

0

2n dxwA(x)EαθMax       
A(x)

tal que  [ ] [ ]

min

L

0

0

L

0

2
2

L

0

2
1

L

0

2
2

n
L

0

2
1

n

AA ;VAdx ;1dxw   ;1dxw

dxwA(x)EdxwA(x)E

≥==′=′

′′=′′



 αα

iterações

Qcr

3° Qcr

1° Qcr

2° Qcr

Viga bi-engastada:

1u 2u

2u1u
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Min       
A(x)

tal que  


L

0

Adx

[ ]

( )

0AA(x)

QR  Minou    

  contorno) de condições (e

  0AwwEI

min

w(x)

2

2"

≥−

=

=−′′

ω

ρω
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Problemas equivalentes:

[ ]

0AA(x)

VAdx

  contorno) de condições (e

 0AwwEI

min

0

L

0

2"

2

≥−

=

=−′′

≥



ρω

βω

Max  β
A(x)

tal que  

Max  
A(x)

tal que  

[ ] ′′
L

0

2p dw εα





=

=

L

0

L

0

2p

(volume)         1d

cinética) (energia  1dw

εα

εα
0

22

0 ECV

L
 ;

L

x
 ;

V

AL ρω
λεα ===

Problema normalizado:

ou


