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Otimizacao Usando Calculo Variacional

Um Funcional (J) é definido como:
dy(x)

J(y(0))= [ Flx,y(x),y (0)dx  onde:  y(0)= dx

a
e: y(a)=y,; y(b)=y, = condicdes de contorno cinemadticas
(problema de “extremidades fixas”)
Muitas leis fisicas s@o formuladas como extremos de um funcional.
Ex.:equilibrio de uma estrutura s minima energia potencial

Problema: Encontrar uma fun¢do apropriada que minimize (ou
maximize) o funcional mmp objetivo do Calculo Variacional

Aplicacoes do Célculo Variacional: Teoria de Otimizagao,
Formulag¢do do MEF, Mecéanica Analitica, etc...

( Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval
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Otimizacao Usando Calculo Variacional

Solugdo: Seja y“(x) a fun¢do que minimize o funcional J e satisfaca
y'(a)=y, e y'(b)=y,. Podemos escrever que:

y(x) =y (%) +en(x) =y (x) +edy
onde € tem VaAlor pequeno e: dy(a) =mn(a) =0 e dy(b)=n()=0
y

8 =yx) -y (x)

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva
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Otimizacao Usando Calculo Variacional

Portanto: b
J(©)=J(y(x.&) = [Flx,y" +em,y” +er kix
. —

7

y y
A condi¢do necessdria para que o extremo de J, ou o minimo de J

ocorra em €=0 ¢: ~
_j Fdy | OF &y’
o 3| dyde dy de

_jFF dx =0

dle=0

dx =

=0

‘y=y*

Operador variacional 8 = Operador diferencial d

Propriedade: d(ﬁy ) — 5(ﬂj =0y '

dx dx

( Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval

4

Otimizacao Usando Calculo Variacional

Integrando por partes:

| b
TS N
y y dy dx{ay’ B dy o
Nulo, pois:
Assim: . dy(b) =dy(a) =0
SJ‘_*—J oF_d[dF dydx =0
y=y ay dx \ dy’ L

Mas como 6y ¢ arbitrario:

a_F_i JF =0 Equacido de
dy dx ay LEuler—LagrangeJ

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva
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Otimizacao Usando Calculo Variacional

Se dy(b) #0 ¢ dy(a) # 0 entdo devemos ter:

{ aF}} =0 e aF/ =(0 “Condicdes de Contorno Naturais”
9% |, % |,

Casos mais genéricos:

* Funcional com dgrivadas de alta ordem:

Jy)) = [ Fls, y(0), ¥,y (0).... y* () x

a
Y@=y y@=y:y@=yi.ay" " @=y,""
yb) =y, YD) =y Y0 =yl sy " )=y, "

OF d(oJF) d°(OdF . d" [ oF
— | = |t = |+t (-]) =0
dy dx\dy ) dx*|oy dx" | oy™

[Equagéo de Euler—Lagrange]

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]
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Otimizacao Usando Calculo Variacional

* Funcional com vdrias fung¢des incégnita: y(x)={y,(X),y,(X),...,y,(x)}T
b
Iy () = [ Flx,y(0, ¥ (0,5 ()....y” (x) dx

e: ya =y :y@=y.:y@=y:.y" " @=y,""

d d’? . d’
(VYF—d—X(Vy,F)+§(Vy~F)+...+(—1) o (Vy(n)F)—O}
(;mli:e:_ ( OF OF  OF jT [Equagﬁo de Euler—Lagrange]
’ dy, ’ ay, ay,,

* Funcional com funcdo incégnita de varidveis multiplas:

J(w(x,y)) = ” F(x, Y, W(X, y), W, (X,¥), W, (X, y)) dxdy
Q

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva




Exemplo

Equacdo de uma viga: mw p(x)
%

_____________ >
No equilibrio:
_______________________________ WO
§Hg=sl j EI(x) 4 2| dxi- j p(x)W(x)dx |
Ll dx* ) iy ;
Energia: _ ° >~ /4 Y ]
Potencial Energi:i Elastica Tra]E)alho ExternoL
éH‘W:W* =0=dl= IEIW”&W”dX —Ip&wdx = J.(EIW”)” owdx +
0 0 0
t ” /L »\ L
—Ipﬁwdx+ EIw”ow’| —(Elw )é‘w‘o =0
0

»\" E a
Sendo ow arbitrdrio (mas admissivel): |(EIW ) = p(X)I (;];l 3?;;

Elw" =0 ou ow'=0

(EIW”) = 0 ou 5“/ = O [ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]

e parax =0,L {
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Otimizacao Usando Calculo Variacional

Restricoes == Multiplicadores de Lagrange

*Restricao Integral:
b b
Ig[y(x)]dx =c=> L=J+ /I{J.g[y(x)]dx - c}

* Restri¢cao ponto-a-ponto (“point-wise”):

0
hi(xl,...,xn,yl,..., yp,%,..., ayP J =0, i=1l,..,.m =
1

= L:j‘(f+iil(x)hi}lv

« Nota: izll(x)hiAvi = [4(0hdv
i=1 v

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva




Problemas Variacionais Classicos

@rco de menor comprimenb
conectando dois pontos

(X1.y1) .

Doyo=2T

\ ° (X2.¥2) /
\

Problema ‘“Brachistochrone”
(x 1°Y1 )

y(x)=?
(X2,¥2)

@perﬁ’cie de revolugao c&

a menor area entre dois anéis
X

anel
/'

Agua e
sabdo y(x)=?

o el

Problema de “Dido” - Encontrar a
equagao da curva que
circunda a maior area;

Principio de Hamilton:
“Equacao de Lagrange de Movimento”

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]

Equacao de Euler Lagrange

o’F , &F , &F OF
V' 4550 Y T oo gy ="
oy'? Oydy oxoy’ Oy
Casos Especiais
Caso 1: 2 Caso 3:
Se = Fy) e 5z #0 Se F = F(z,y)
2
entio: e y"'=0 entdo: [5p
" a0 0
Caso 2: Caso 4:
Se F=F(z,y) Se F = F(y,y)
entdo: 4 /oF -
dr <8_y’) = entao: —y 8_F =C (constante)
oy
OF
Fv e C (constante) d F_ y,@_F _ oF Y or d (or = oF
4 dz oy Oz dy dz \oy oz

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva
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Problemas Variacionais Classicos

[Arco de menor comprimento conectando dois pontos ]

(X151 .

Iy = [VI+(yVdx yo) =y y@) =y, e
x —— '/ |

ds - “comprimento de arco” ‘ (X0,Y,)

Min J(y)
-

Equacido de Euler-Lagrange:

(yz - yl)(x_xl)
(x2_x1)

yV'=0=y= +y, Equagio de uma reta!!

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]
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Problemas Variacionais Classicos

[Superficie de revolu¢do com a menor drea entre dois anéis ]

b
=22 Wi+ () dx  y@=y; yb) =y, 1

Aguae
Min I(y) sabdo
-

Equacao de Euler-Lagrange:

7\2
M—ymqu—y=cﬁ 1+(y,)2 :>C‘1L2:dx:>

______________________________

Equacdo da curva “Catendria” [ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva
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Problemas Variacionais Classicos

Problema “Brachistochrone” - Qual a curva entre dois pontos que faz
com que uma particula, sujeita a for¢ca peso, percorra o caminho entre
esses dois pontos no menor tempo possivel?

Tempvo\T jdt J‘CiS:T\/H\EWdX (x1yD)

y(x)=?

yx) =y y(x)=y, (X2,¥2)

Min T(y) X
-

Da conservagao de energia:

1 1
Emv2 +mgy :Emvoz tmgy, = V:\/Zg(yl —y)Hv =

2
= J2glk—y):k =y, +2
2g

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]

14

Problemas Variacionais Classicos

Portanto: T = I [1+(y
\/_g : \/k y
Equagao de Euler—Lagrange

ity S NN I

—=C =

H = ViTe
=

y; k—y=C,sin’ ¢ =>dx= (1—cos2a)da:>
~(k-y)

x(@) = %Cl(Za—sin 20)+C,; y(@)=k—-C,sin’a

‘<

=dx=-—

Mudanga de varidveis: 2
x(@)=a+b(@-sind) e y(@)=y +-—b(1—cos8)
— 2g __
—_——

Equacdo de uma curva “cicléide”

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva
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Problemas Variacionais Classicos

Aly

(

P

. P
“Cicloide”

X

bt ds - b | )
=2 —Iz— =T =x_|— || Portanto periodo independe do
805, =+’ 8 i| ponto inicial: “tautocronismo” )

_________________

“Péndulo Cicloidal”

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]
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Problemas Variacionais Classicos

Problemas Isoperimétricos

Problema de “Dido” - Encontrar a equagdo da curva com
comprimento limitado que circunda a maior area;

y

Area I(y)= j‘ydx y(=a)=0; y(a)=0

Comprimento NS
da curva J(y)—_j 1+(y) dx

(0.-a)

Min I(y) Min I(y)+AJ(y)
y(x) - [y(X)
tal que J(y)=ma

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva
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Problemas Variacionais Classicos

Equacao de Euler-Lagrange:

1+/1di{—y 2]—0:»—[ Y z]mz—%sz+(y—C)2:a2
X1+ 1+(y’
) - (yl _ Equagdo de um
Curvatura = cte. circulo!!
y
0,-3.) (09 ) X

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]

18

Problemas Variacionais Classicos

[Principio de Hamilton ]

Equilibrio dinamico:

I(y)= [ Ldt=[(T-V)dt= & = 5[ Ldt=0
q 151 4 £

Coordenadas generalizadas

Equacao de Euler-Lagrange:

a_L_i a—L :O, j:1,2,...,m
dg, dt|dq;

“Equacao de Lagrange de Movimento”

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva
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Exemplo

Restricao Integral

p(x) -
b .
ﬂ WT ®y 4 [ Minv= [ AGodx
0

~— - = U A®X)

1‘ 13 LA | Th(x) tal que w(E)—-A=0
< >
| W(X) L
M(x)m(x)
. = d
Temos que: W(€) I[ EI(0) X
L L
Portanto: L(A,4) = [ Ax)dx+4| | M@m) 4 _p
0 o EI(x)
3 2 2
SRR PR SN SO
1% 12 h12
1(x) = AX)[" =2=I=——(bh) =—A’
0 =AWy n=2=1=—-(bh) i
1 31,3 3
n=3= 12b* ( ) 12b?
[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]
Exemplo ?
L L
Paran=1: oL= j{l—ﬂM}&AdH& [ARImEO) gy o
7 aEA”(x) oy EI(x)
Como A € arbitrario entre as fun¢des admissiveis:
1
' 1
1 MM A(x)zﬂ{@jz
OEA’(x)

L 1% Mm %
Substituindo em: w(g)—A=0= A? =—J(—j dx =
A\ oE

(Mpm(m)dy (Mxom(x))2 =

T2

(M(pm@)2dy

. 1
A X)=——
(x) A

aEA

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva
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Otimizacao Usando Calculo Variacional

* Restricdes de Inegualdade

0 dy .
g(xl, X5 Vs ,yp,azl, .,ﬁJZO, i=1,..,m
1 n

Transformando em igualdade:

0
g{x,...,i}tf(x) =0, i=1l,..m
0x

onde t; € uma fun¢do auxiliar. Assim: L= J-(f + le (g, —t, )jd
Condlgao de estacionaridade de L: i=l

a = ( 5ydv+z[j J8Adv -2 Atddv|=0
Contribuicdo de t; na Varlagao do funcional: —? j t.Ad.dv

Como & ¢ arbitrério (admissivel): t, 4, =0 =[4g, =0] (t, =0 & g, =0)

(“condiciio de complementaridade”)

se g, #0= A, =0 (restri¢do ndo é critica)
ASSlm: > gi — 0 = //Ll i 0 (restrigﬁo é Crﬁica) [ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]
Exemplo 2
A
Min JA®Xdx=V,
A(X) 0 X
tal que Ao, —P(x)20 N
A-Ay20

P+pA=0 PL)=W

L L V\;Ls A0,
LAK), P(), 4, 4, 4) = [ A)dx + [ 4, (Ac, - P)dx +
0 0

L L L
+ [ A (A- A Mx + [ A (P'+ pAYdx = AL = [ 5Adx + [ 4, (6A G, - P)dx +
0 0 0

+

Oty O ——y

L L
4, 5Adx + [ A, (0P + pSA)dx + [ 64, (P'+ pA )dx
0 0

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva
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Exemplo

Integrando por partes para converter P” em JP, e isolando os termos
em JA e 5P, obtém-se:

OA: 1+ Ao, ,+A4,+pA =0 (1)

P A+A=0 A0)=0 (pois:dPL)=0) (2)

A(Ac,-P)=0
ﬂ'z(A'Ao):O

Solugdo: Préximo a x=0: A > A, = 4, =0. Substituindo A, de (2) em (1):

P .3
() _1 ()

¢ :>21=—e =>420=

60

junto com as condi¢des de complementaridade {

1-Ao,+pA=0e 4,(0)=0=> A, =

px,—x)
= Px)=AX)0, = A'O'0 +pA=0 e Ax)=A, =2 AXx)=A,e © para x<xt

Na extremidade inferior do cabo A=A, e da equagdo de equilibrio:

P=W+p(L-x)A, = x, = L— 2% =W
pAO [ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]
Exemplo *
L —
4 Ax)=Age para X < X,
AX)=A, para x > X,
Xl
Outra formulag@o possivel:
A, Min Max o(x)
- A(X) 0<x<L
A-A,20
W tal que 02

L
J.A(x)dx =V,
0

P'+pA=0

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva
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Otimizacao Usando Calculo Variacional

Reformulacao da Funciao Objetivo e Restricoes
Restri¢des ponto-a-ponto ™ Dificil tratamento ™ Restri¢des Integrais
Para evitar problemas Min Max ™ Formulacdo Integral
Exemplos: L
e deslocamento num ponto:  Y(Xo) S Y0 = 15(74 -Xo)y(X)AX Sy,
0

© SseX=X, ¢
onde: d(x-X,)= e:J.é'(x—xO)dx:l
(Delta Dirac) (0 seX #X,

-0

L
* max y(x)<y,.. pode ser substituido por: f p(x)y(x)dx (flexibilidade)

xe[0,L]
0
L 1 x)20 xe|0,L
L3 p grande o suficiente

(Ely”) +@*Apy =0 (forma diferencial)
*Freqiiéncia de

L ”»\2
A [ By dx
ressonancia: |gp= mijn 4L~ "

f integral
y(x) admissivel J'OL pAyde ( orma integra )

( Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval

Condicoes de Optimalidade em Problemas Classicos

Projeto: Minimizacao da Flexibilidade (ou Maximizacao
da Rigidez)

Min  [pOouCdx N

tal que .[ (EAu VT pv)dx =0 vveV Formulagao Fraca

AK)-A,. >0
jAdx—Rso
Q

. /

I1= %IEAVQdX —Ipvdx =>Jdl=0=> I(EAV'&V’—p&V)dX =0=>
Q Q Q

= I(EAv’n’- pr)dx =0

Q
No equilibrio: v=u= I(EAU'U’- pr)dx =0
Q

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva
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Condicoes de Optimalidade em Problemas Classicos

Como n € arbitrario entre as funcdes admissiveis:
1 1
=u= [([EAu”-pujdx=0=TI| =—|EAu”dx- |pudx =-— | pudx =
7 i( puld zi i pudx = - i p

equil.

- % [EAu”dx = [pudx = [ EAu”dx = -2I1
Q Q Q

equil.
Assim, o problema de minimizag¢ado de flexibilidade € equivalente a:

Min J.EAu'de
Ax) @
tal que

AK)-A,. >0
jAdx—Rso
Q

LA, Ay, A) = [EAUdx+ [ 4, (A, — A)dx +A( [Adx- RJ =
Q Q Q

L, A=A, iemQ, (1, Z0=> A=A __
= OA {Eu” = A n i) e Q=0Q,+Q
| A iemQ (4, =0=A>A,,)
energia eldstica € constante [ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva

Condicoes de Optimalidade em Problemas Classicos

Projeto: Maximizacio da Freqiiéncia de Ressonancia ()

Quociente de Rayleigh (QR): L
j EI(x)w”dx j EafAx)]" w”2dx
0

QR — Ee.lzist'%ca — ](j — -
cinética J- pA(X)WZdX J‘ pA(X)WZdX
0 0

Freqiiéncia de ressondncia(®): @° = 1\3(13)1 (QRr)
Assim: §(QR )= 0= [EIw"] —@’pAw =0 e condi¢des de contorno
Seja o problema:

Max @* =Min (QR)
AKX) w(x)

redundante

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva
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Condicoes de Optimalidade em Problemas Classicos

L
IEa[A]“W”ZdX L
~ L(w(x), A(x),A) = "L—/lUAdx—VOj = daL=0=
IpAWZdX 0
0
L L
2[Ea[Al'w'sw'dx  2[EofA]' w"dx f

L
J‘nE(){[A]“"l w”?SAdx
J pAwé‘wdx}+ L

— 0 0

L L 2 +
_[PAW “dx D PAW 2dx}
0

L

j PAW dx
0 0

L

[EafA]' w™dx -, .
] pwzé‘Adx}+){ é‘Adx}:O
[I pAWZdX} ‘

0

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]

Condicoes de Optimalidade em Problemas Classicos

Integrando por partes e coletando os termos em OA e Ow:

Eq.de Movimento: [E aA“w”]v —@’ pAw =0

ow=0 ou [ECZAHW”]' =0
ow'=0 ou [Ea’A“w”]: 0
Condicio de Optimalidade : nE@A™'w” — @’ pw’ = cte.

Condig¢oes de Contorno:

Verificando a condi¢do de suficiéncia para n=1. Sejam:
A e A, solugdes que satisfazem restricdo de volume, e @, @,w,e W as
correspondentes freqii€ncias de ressonancia e respectivos modos de vibrar.

Assim: L Lo Lo
[Eaaw”dx [EaAWwdx [EaAw dx
a)2=°L—e 52:%—:52:%—2E2:>
I PAW dx I PAWdx I PAWdx
0 0 0

)

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva
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Condicoes de Optimalidade em Problemas Classicos *'

L L L L
= Eszzwzdx = IEO[KW”ZdX e wszszdx = IEaAw"zdx =
0 0 0 0

L L L
Subtraindo: @> J. PAW’dx — @* I PAW’dx = IEO{(K N
0 0 0

Mas: Eaw” -0’ pw’ =c =>Eaw”’ =c+ @’ pw’ =

JL.EQ'(K - A)w”zdx = JL. (K - A)(c + a)zpwz)dx = ‘T(K - A)a)zpwzdx;
0 0 0

L

L L L
(j (A-A)x = oj = 0" [ pAw’dx -0’ [ pAw’dx = [ (A- A)o’ pwdx =
0 0 0

0
> -0 =0=>w>a

( Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval

Condicoes de Optimalidade em Problemas Classicos

Inversao de modos durante a otimizacio. Ex.:

Q.! 3° Qe / Viga bi—engastada;l \
10 ch : ul / 2
iteracoes : -

Uma solu¢do: Formulacdo Bimodal \ /E

L
@ax 6= j Ea[AX)] w”’dx
A(x) L 0 L

tal que [ Ea]A(O]" widx = [Ea{A()] w7 dx
0 0

min

L L L
[widx=1; [widx=1;[Adx=V; A2 A,
0 0 0

-

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva
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Condicoes de Optimalidade em Problemas Classicos *

Problemas equivalentes:
/. L \ ﬁax B \
Min J' Adx AR)
AK) Y tal que @’ >p
@l que [er T _ o paw =0 ou [Elw"] -’ pAw =0
(e condi¢des de contorno) (e condicdes de contorno)
You @) =Min (OR): L
ou_@” =Min (QR); [agx=v,
0

\_ AX)-A, >0 - \

AX)-A,, 20

/

Problema normalizado:

L
{/Iax Ja" [wTde
A(x) 0 .
AL . L=2pL

L
X
tal que -([0(" w’de =1 (energia cinética) | &= v, = f; ECV,

1 (volume)

L
Iadg
0

\

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]
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