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/Min #(s) =41,98+3s, +/35, +0,5(0,453s, +)

$1:S, +0,775s,” +0,704s,s,)
tal que g, =-0,201+0,234s, +0,127s, > 0
g,=304+s,2>0

\_ 0,=188+s,>0 J

cuja solucdo obtida usando o comando QUAPRO do SCILAB é:
A, =1, =0;1,=14,31;s, =1,059;s, =—-0,376

onde a. é obtido minimizando-se w(a)=f(a)+ 1,0, (a) e:
o = max(ﬂl,%w o )j ~1431= ¢ =05 = x® =(9,30:8,86)":

f(x?) = 43,25; g,(x?) =-0,108
portanto foi feito um bom progresso em diregéo a solugdo 6tima que valex” = (9,46;9,46)" .

4.6 Algoritmos de Busca Probabilisticos

Os algoritmos baseados em técnicas de programacdo matematica e métodos sequenciais vistos
nas secOes anteriores, tem como principal desvantagem o fato de ndo garantirem que foi obtido
um minimo global (a menos que o problema seja convexo) e em geral ficam “presos” em
minimo locais. Uma tentativa de se atingir o minimo global consiste em alterar o valor inicial.

Outra desvantagem é que ndo permitem lidar com variaveis discretas. Nesse caso 0 espa¢o de
solucdo é disjunto e desconexo e as informacgfes de derivadas séo indteis ou nao definida. Além
disso, um espaco de variaveis discretas introduz multiplos minimos locais (varias combinacdes
de variaveis), mesmo que o problema tenham um minimo global no caso de variaveis continuas.

Uma forma de lidar com ambos os problemas é utilizar algoritmos que realizam buscas
randdmicas que percorrem todo o espaco de solucdo. Na engenharia, esses algoritmos tem sido
bastante aplicados, entre outras areas, na &rea de engenharia de producdo para resolver
problemas de organizacdo da manufatura, que em geral envolvem variaveis discretas.

Existem varios algoritmos probabilisticos na literatura, no entanto dois que recentemente
emergiram como ferramentas apropriadas para solucionar problemas de otimizacdo de
engenharia em que se deseja encontrar 0 minimo global sdo o “Simulated Annealing” e o
Algoritmos Genéticos. Ambos foram inspirados em fendmenos naturais, sdo baseados em
processos de selecdo randdmica guiados por decisdes probabilisticas, permitem lidar com
variaveis discretas e necessitam apenas do valor da funcdo objetivo (ndo sdo necessarias
derivadas, etc..). Esses algoritmos serdo descritos a seguir.

No entanto, devemos ter cuidado com os algoritmos probabilisticos. O aluno deve estar se
perguntando qual a vantagem de utilizar os algoritmos de programacdo matematica e métodos
sequenciais em relacdo aos algoritmos probabilisticos?? Basta converter um problema continuo
em um problema discreto e utilizar um algoritmo probabilistico para encontrar o minimo global
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do problema. Na verdade ndo é tdo simples assim. Primeiro, que o custo computacional
aumenta consideravelmente com o numero de variaveis de projeto, em relacdo aos algoritmos
de programacao matematica, deteriorando a eficiéncia da solugdo, o que € critico em problemas
que desejamos resolver varios problemas de otimizagdo. Segundo, que embora esses algoritmos
tenham mais chance de obter o minimo global, ndo hd como provar que realmente encontraram-
no, o que significa que também ha o risco de obterem apenas minimos locais. Finalmente, um
problema menos oObvio € que muitos problemas quando definidos no espaco continuo
apresentam varias solucdes (ou ndo apresentam solucdo) devido ao problema dos mdltiplos
minimos locais que surgem no espaco de solucdo discreto, ou seja, a solugdo é oscilante entre 0s
varios minimos locais, 0 que ndo acontece no caso continuo. Uma tentativa de se resolver isso é
introduzir técnicas que limitem o espacgo de solucdo, no entanto, essas técnicas podem acabar
por eliminar o minimo global do espaco de solucdo (o que afinal motivou a utilizacdo do
algoritmo probabilistico). Isso ocorre por exemplo com o problema de otimizacdo topolégica
que serd visto adiante, onde os algoritmos probabilisticos ndo obtiveram sucesso na sua solu¢éo.

Assim é importante deixar claro que no caso de problemas discretos os algoritmos
probabilisticos sdo indiscutivelmente Uteis. JA no caso de problemas continuos, ha varias
publicacdes na literatura comparando a utilizacdo de algoritmos genéticos com algoritmos
baseados em programacdo matematica para solucdo de problemas de otimizacdo em engenharia
mecanica, no entanto, o que se observa € que o algoritmo adotado dependera de cada problema
em especifico. Dessa forma antes de adotar o uso de um algoritmo probabilistico na solucéo de
um problema de variaveis continuas, o aluno dever ser criterioso e verificar na literatura qual a
tendéncia de algoritmo usado e a natureza do problema.

4.6.1 “Simulated Annealing”

O desenvolvimento do “Simulated Annealing” (ou recozimento simulado) é baseado
num fendbmeno de mecénica estatistica relacionado com o equilibrio de um grande
numero de atomos em solidos e liquidos numa certa temperatura. Esse fendmeno é
observado na solidificacdo de metais, onde um numero de estados solidos com
diferentes estruturas atbmicas internas que correspondem a diferentes niveis de energia
que podem ser atingidos dependendo da taxa de resfriamento. Assim se o resfriamento é
rapido, o estado solido resultante tende a ter uma pequena margem de estabilidade
porque 0s atomos irdo assumir posicdes na estrutura cristalina de forma a atingir um
nivel de energia que corresponde a um minimo local. Para atingir um nivel de energia
mais estavel (correspondente a um minimo global), o processo de recozimento é usado
onde o metal é reaquecido até uma alta temperatura e resfriado lentamente, dando tempo
suficiente aos atomos para encontrar posi¢des que minimizem a energia potencial.

O algoritmo computacional que simula o processo de recozimento simulado é
denominado “Metropolis”. Dada uma temperatura T, o algoritmo perturba a posi¢éo do
atomo randomicamente e calcula a variacao de energia do sistema AE. Se AE<0, a nova
configuracdo de atomos € aceita. Por outro lado se AE>0, a nova configuracdo de
atomos (estado) € aceita ou rejeitada baseada na seguinte fungdo probabilistica que
calcula a probabilidade de aceitagéo:

P(AE) = e[;:TEJ
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onde k;, é a constante de Boltzmann. Note que se T é alto P(4E) é proximo de um. Por
outro lado se T é proximo de zero a probabilidade de aceitagdo é muito pequena.

A decisdo de aceitacdo ou rejeicdo € obtida escolhendo-se de forma randémica um
namero p em (0,1) e comparando-o com P(4E). Se p < P(4E) entdo a nova
configuracdo € aceita. Se p > P(4E) entdo a nova configuracao € rejeitada. Assim a cada
temperatura um conjunto de estruturas atémicas seria gerada pela perturbacdo
randémica da posicdo até que o estado de energia estdvel ou o chamado “equilibrio
térmico” seja atingido. A temperatura é reduzida e as iteracfes séo repetidas. Os passos
sdo repetidos iterativamente enquanto a temperatura é reduzida de forma lenta até atingir
0 minimo estado de energia.

Na aplicacdo do recozimento simulado na solucdo de problemas matematicos de
otimizacdo é feita uma analogia. Os estados de energia sdo equivalentes ao valor da
funcdo objetivo, as configuracdes dos atomos na matriz do metal sdo equivalentes as
variaveis de projeto do problema de otimizacdo, e a temperatura T consiste num
parametro que controla a convergéncia. O método utiliza apenas o valor da funcéo
objetivo. O desempenho do método é afetado pela escolha da temperatura incial Ty, e
como atualiza-la, bem como pelo ndmero de iteragfes (combinacfes de variaveis de
projeto) necessarias para atingir o equilibrio térmico antes de reduzir T. Esses
parametros sdo denominados “cronograma de resfriamento” ou “cooling schedule”.

Se um valor baixo de T, € usado, o algoritmo tem baixa probabilidade de atingir o
minimo global (probabilidade de aceitar o movimento inicial é baixa). O valor inicial de
To deve ser alto o suficiente para permitir que todo movimento do espaco de projeto seja
aceitavel de forma que quase uma busca randdémica seja realizada. No entanto um Ty
muito alto aumenta o tempo computacional. Dessa forma a escolha de T, é dada por:

ﬁ -
P(AE) =0,95=e[ T ) =T, __ AT
In(1/0,95)

O fluxograma do metodo € mostrado na figura abaixo:
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nitialize X0, T,
= £
k=o,m=o0

!

xj;xi+Ax
fl=fx)).
AfY=£)-f1

thermal
equilibrium
m2>M

converged

Fig. 4.6.1 - Fluxograma do método ““‘Simulated Annealing”

Com relagédo a variacdo da temperatura, varias regras sdo propostas. Uma regra muito
usada é a taxa de resfriamento constante dada por:

Tambem € possivel dividir o intervalo [0,To] em um numero fixo de passos K e usar:
T.,=al, k=012,..K 05<a<0,95

Em geral K varia de 5 a 20.
4.6.2 Algoritmos Genéticos

Algoritmos Genéticos usam técnicas derivadas da biologia e baseiam-se no principio da
teoria de Darwin relacionada com a sobrevivéncia do mais resistente. Ao longo das
geracgdes, caracteristicas que sao Uteis para sobrevivéncia sdo passadas adiante para 0s
individuos sucessores, porque individuos que as possuem tem mais chance de
sobreviver. Essas caracteristicas sdo armazenadas na codificacdo dos cromossomos. Os
mecanismos da genética sdo baseados em operacdes que permitem a troca randémica de
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informacdes entre os cromossomos dos pais reprodutores. Entre essas operacfes temos:
reproducéo, cruzamento, mutacdo ocasional e inversdo do cddigo cromossémico.

Algoritmos Genéticos simulam 0s mecanismos da genética natural para solucdo de
problemas matematicos de otimizagdo multivaridvel. O cddigo cromossémico é
representado por uma “palavra”. Dessa forma no problema matematico a representacédo
da combinacdo de variaveis de projeto deve ser feita em termos de palavras de bits que
“emulam” os cromossomos. Por exemplo:

X%, %5, %, } = {6,5,3,11} = 0110101111011

X, Xo X3 X4

Nos algoritmos genéticos as opera¢des envolvem trocas randémicas das localizacGes de
nimeros numa palavra. O desempenho da “palavra” ou codigo do cromossomo
(combinacdo de genes) é avaliado calculando-se somente o valor da funcdo objetivo
para aquela combinacao.

Algoritmos genéticos sdo ideais para varidveis discretas ou inteiras, Entretanto, no caso
de variaveis continuas é necessario um grande nimero de bits para representacdo das
variaveis dependendo da precisao desejada. Assim por exemplo, 0 nimero m de digitos
binérios necessarios para representar uma variavel x; num intervalo x5 e x“; com
precisdo X" vale:

{xiL <x <X’ }:> 2" > ((x,U - X )/ X" +1)
Ao contrario dos algoritmos baseados em programacdo matematica, algoritmos
genéticos trabalham com populagdo de palavras (ou cddigos de cromossomos) e nao
com um unico ponto do espaco de projeto. Por essa razéo algoritmos genéticos tem mais
chance de obter o 6timo global, uma vez que o algoritmo mantém os pontos de minimo
local e global numa “cesta” durante o processo de busca ao invés de ir de um ponto para
outro correndo o risco de ficar num ponto de minimo local. O fato de trabalhar com uma
populacdo de pontos sugere uma implementacdo em computadores paralelos com
grandes vantagens. O resultado do algoritmo genético € uma populacdo de bons projetos

(“palavras”) ao invés de um Unico ponto como solucgéo, o que pode ser bastante util para
0 projetista.

A seguir ¢ descrito um exemplo de sequéncia de operac6es de um algoritmo genético:

1. A dimensédo da populagéo é escolhida e o valor das varidveis em cada “palavra”
é decidido randomicamente associando Os e 1s para os bits.

2. Reproducdo: “palavras” com um bom valor de funcéo objetivo sdo copiadas para
formar uma nova populacdo (Teoria de Darwin), ou seja, € aumentada a
probabilidade de sua escolha em relacdo ao resto da populagdo. A nova
populacdo tera multiplas copias dos individuos mais resistentes.

3. Cruzamento: “palavras” da nova populacdo séo agrupadas randomicamente em
pares para o cruzamento. Um inteiro randémico k é selecionado entre 1 e L-1,
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onde L é o comprimento da palavra, e entdo duas novas palavras sao geradas
trocando-se 0s 0s e 1s que vem apos a posi¢do k no primeiro cromossomo “pai”
com as localizagbes correspondentes no segundo cromossomo “pai”. Por
exemplo, se L=9 e k=5 entdo:

pai1:011010111
pai 2:010010001

geram

palavragerada1:01101/0001
palavra gerada 2:01001/0111

O cruzamento ilustrado é denominado cruzamento de “um ponto”, pois somente
um ponto de divisdo é considerado. Outras possibilidades sdo o cruzamento de
“dois pontos” e 0 “multi-ponto”.

4. Mutacdo: seleciona uma palavra randomicamente e altera seu valor de 0 para 1
ou vice-versa. Evita uniformidade, ou seja, que hajam muitas palavras iguais na
mesma populacdo, o que ocorre no estagio da reproducdo. Caso contrario, a
chance de encontrar melhores soluges seria reduzida. Seu efeito no desempenho
do algoritmo é secundario, pois em geral é realizada uma mutacdo em 1000
operagdes de bit.
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5. SENSIBILIDADE EM OTIMIZACAO

Como visto anteriormente todos os métodos (com excecdo dos métodos de ordem zero) exigem o
calculo das derivadas primeiras (ou gradientes) da funcdo objetivo ou restricdes que sdo tambem
denominadas sensibilidades. Dessa forma a sensibilidade deve ser calculada de forma precisa,
caso contrario o método caminhard numa direcéo errada, ndo chegando na solucédo 6tima.

Na verdade, a sensibilidade em si j& nos fornece uma boa informagéo sobre comportamento da
estrutura (ou um sistema). Ela nos permite analisar a mudanga do comportamento da estrutura (ou
um sistema) devido a pequenas mudangas de seus pardmetros (dimensdes, propriedades de
materiais, etc...) com custo menor do que realizar novas analises. Alguns pacotes comerciais de
CAE apresentam um modulo somente para o calculo de sensibilidade, assim o engenheiro j& pode
tomar algumas decisdes preliminares de projeto.

Assim, devido as razdes acima, o estudo do célculo da sensibilidade é extremamente importante,
merecendo um capitulo em todo curso de otimizag&o.

Existem trés metodos para o célculo de sensibilidade: método de diferencas finitas (MDF),
método semi-analitco e método analitico. A precisdo de céalculo aumenta do primeiro para o
ultimo e a utilizagdo de um ou outro vai depender da informacgdo disponivel sobre a expressao
matematica da funcéo objetivo.

5.1 Aproximacao por Diferencgas Finitas

Para analisarmos o conceito da utilizacdo de diferencas finitas no calculo da sensibilidade,
consideremos a sensibilidade de uma fungéo unidimensional du/dx. Utilizando-se somentes dois
pontos dessa funcéo existem trés métodos para calcular du/dx:

e Diferenca Progressiva:
du _ u(x+Ax)-u(x)
dx AX

onde n analises adicionais sdo necessarias para calcular u(x+Ax).

+0O(AX)

e Diferenca Regressiva:
du _ u(x)-u(x-Ax)
dx AX

onde também n andlises adicionais sdo necessarias para calcular u(x-Ax).

+O(AX)

e Diferenca Central:
d_u: U(X + AX) - u(x - AX)

+0(Ax?)
dx 2AX

onde 2n andlises adicionais sdo necessarias (para calcular u(x+Ax) e u(x-Ax)).
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Como estamos usando aproximacdes para o calculo de du/dx, é necessério realizar um estudo
do erro na utilizacéo dessas expressdes. Note que a diferenca central apresenta 0 menor erro das
trés (da ordem de Ax?), mas envolve o maior custo computacional (2n analises). Existem outras
férmulas que permitem calcular du/dx com uma precisdo melhor, no entanto envolvem o
calculo de mais pontos também (u(x+2Ax), u(x+3Ax), etc.) e portanto o custo computacional
aumenta.

O erro total na utilizagdo dessas férmulas é composto de dois tipos de erro: erro de truncamento
e erro de condicionamento (ou arredondamento).

O erro de truncamento resulta da aproximacédo da formula da derivada du/dx utilizando a série
de Taylor. Esse erro aumenta com o aumento de AX. Vejamos um exemplo da sua estimativa
usando uma série de Taylor progressiva:

X)  Ax* d? X X +AX)—u(x) Ax d?
du(x)  Ax" d7u(g) _ du(x) _ u(x+Ax)-u(x) Axdu()

u(x + Ax) = u(x) + Ax
( )= Uk 2 dx? dx AX 2 dx?

Ax d?u(&)
= e, (AX) > i
Ax? d*u(&)

dx®
Ja o erro de condicionamento (ou arredondamento) depende da precisdo do computador, ndo
sendo uma funcdo continua de Ax, diminuindo com o aumento de Ax. Esse erro se torna
importante em métodos iterativos em que uma mesma operagao € feita de forma repetitiva
tornando esse erro significativo. Uma estimativa desse erro é dada por:

Analogamente para a diferenca central: e;(AX) =

ec(Ax) =§5u

onde ¢, é o limite do erro absoluto no célculo da fungéo u.

Assim, a estimativa total do erro é:
e= &|s |+ 2,
2 TP Ax

onde |sb| é o limite no célculo da segunda derivada. A formula acima nos impde um dilema na

escolha do tamanho do passo Ax (“dilema do tamanho do passo™). Para Ax alto predomina o
erro de truncamento e para Ax baixo predomina o erro de condicionamento. A Fig.5.1.1 ilustra
esse fendmeno.
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Fig.5.1.1: Efeito do passo Ax no célculo da derivada.

A principio utilizando a férmula acima podemos calcular um valor 6timo para 0 passo que
resulte em erro nulo:

gu
55|
no entanto ndo se consegue estimar os valores de |sb| es,.

Outro efeito que deve ser levado em conta na precisdo do calculo da derivada é a magnitude da
derivada. Pequenas derivadas séo calculadas com menos precisdo do que grandes derivadas. A
magnitude da derivada pode ser estimada pela expressdo abaixo denominada derivada
logaritmica:

e=0= AX,, =2

d,u_d(logu) duu
dx d(logx) dx/x
Essa expressdo fornece a variacdo percentual de u devido a variacdo percentual de x.

dou du dx : i . o - .
>1=—>— 0ou seja, a variagéo relativa de u é maior do que a variacao relativa de
X

dx u
X, e portanto o valor da derivada logaritmica é alto, indicando que a derivada du/dx é facil de
calcular com precisao.

Se

dou du dx . - : . i
Se r <<<1l=> —<<<—, 0u seja, a variacao relativa de u € menor do que a variacao
X u X

relativa de x, e portanto o valor da derivada logaritmica é pequeno, indicando que a derivada
du/dx é dificil de calcular com precisdo. No entanto, em geral, quando isso ocorre ndo é
importante pois tem pequena influéncia no processo de otimizacgéo (proxima de zero).

Se u,x;O:>dL—mu:dU/ut
dx  dx/x,

Vejamos um exemplo. Considere o calculo da sensibilidade da funcéo objetivo do problema de
otimizacao abaixo:

, onde Ut X; sdo valores representativos de u e X.
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Min f(x) = u(x)=x, +x,
ol 1 1-0
tal que 900=-——~-1=

1*2

Solucéo:
1 du 2 . « .
Temos que u(X)=—7+X,=>—=——>+1. Essa €& a solucdo exata para efeito de
X, dx,  x,
comparagéo.

Calculando a derivada em dois pontos, temos:
Au  1/1,01% +1,01-2
AX, 0,01

e Em x,=1(Ax,=0,01)= =-0,97, uma diferenca de 3% em

< du
relacdo ao valor exato o =10;
X2

Au 1/1,32 +13-(1/1,29% +1,29)

e Em X, =1,29 (Ax, =0,01)=
AX, 0,01

=-0,0791, uma

. « du
diferencga de 16% em relagéo ao valor exato FR 0,0683;
X2
Calculando as derivadas logaritmicas correspondentes temos:

e Emx,-1=f-23U_BU X 497,175 _0485;
dx, Ax, u
du_ Au X,

e Em x,=129=1=1891= =0,0791x1,29/1,891=0,054, que € muito

dx, AX, u
pequena, indicando pouca precisdo no calculo como verificado.

5.2 Métodos Analiticos

Entre os métodos discutidos sdo 0s mais precisos, pois fornecem o valor exato da sensibilidade.
Considere uma funcédo objetivo ou restri¢do f(u,x) que dependa dos deslocamentos da estrutura
u e da variavel de projeto x. A sensibilidade de f é dada por:

ﬂ=§+2Td—u, onde:z=Vf e zizi
dx ox dx au,

|
A expressao acima € composta de duas partes:

.., of )
e uma parte explicita F” que geralmente é zero;
X

L du
e uma parte implicita ZTd—;
X

Para entendermos melhor o significado matematico das partes acima, consideremos o exemplo
a sequir.

Seja a funcéo dada por f(u,x)=xu, +u,” —In(u;)+x?,onde u™ =(u, u, u,).
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A parte explicita vale: 2—f =Uu, +2X.
X

A parte implicita é dada por:

offou, X ] du, /dx . . ; L
Z= af/auz = 2u2 ;_uz dUZ/dX :>ZT_u=X Ul+2u2 u2 - u3
dx dx dx dx u, dx
of/ou, -1/u, du, /dx
Assim a derivada total vale: ar =ﬂ+sz—u= U, +2X +X du, +2u, du, 1 du,
dx ox dx dx dx u, dx

Note que para obter o valor final da sensibilidade de f é necessario obter a sensibilidade dos
deslocamentos que dependem implicitamente das varidveis de projeto (dai o nome parte
implicita). A parte explicita geralmente é nula porque raramente temos a funcdo objetivo como
funcdo direta das variaveis de projeto.

Para obter a sensibilidade dos deslocamentos existem dois métodos classicos: o método direto e
0 método adjunto que serdo descritos a seguir.

5.2.1 Método Direto

Considere um sistema linear, ou seja, um sistema cuja resposta é obtida resolvendo-se
uma equacdo linear do tipo Ax=b. Assim, por exemplo, no caso de um problema
estrutural linear, os deslocamentos sdo obtidos resolvendo-se a equacao:

Ku=F
onde u é o vetor de deslocamentos nodais, K é a matriz de rigidez e F é o vetor de
carregamento.

Derivando-se a equagédo acima em relagéo a variavel de projeto, temos:

« du _dF _dK du_K_l(dF dKuj

—_— = U= —= PR,
dx dx dx dx dx dx

onde o sistema acima deve ser resolvido para cada variavel de projeto. Calculando a
parte implicita, a derivada total fica:

pdu g 1(d_F dK j:df:gHTKl(d_F_d_Ku)

z —=z'K —
dx dx dx dx ox dx dx

5.2.2 Método Adjunto

Considere o sistema de equacdo abaixo onde o vetor de carregamento € dado pelo vetor
z.

Ki=z=1=K'z=1"=2"K™" G(Kfl = (Kil)T)
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Considerando a definicdo de z acima, esse sistema deve ser resolvido para cada restri¢éo
e para a funcéo objetivo. Calculando a parte implicita, a derivada total fica:
df of _;du_of zTK‘l(dF dK uj df _of f(dF dK j

= _— = = — =
dx ox dx oOx dx

dx dx dx dx

A principio foi obtido o0 mesmo resultado que com o método direto, mas do ponto de
vista computacional existem diferencas. O método direto € mais eficiente quando o
nimero de variaveis de projeto é menor do que o numero de restricdes. J& o método
adjunto é mais eficiente quando numero de varidveis de projeto € maior do que o
namero de restri¢oes.

OX

Na prética devemos considerar varios objetivos (fungcdo multiobjetivo) e portanto casos
de carga. No metodo direto o esforco serd proporcional ao nimero de casos de carga
(ver equacao acima). J& o numero de restri¢des criticas, por outro lado, € menor do que o
namero de variaveis de projeto. Assim, no caso de uma fungdo com varios objetivos
(funcdo multiobjetivo) recomenda-se usar o método adjunto.

Vejamos 0 exemplo a seguir em que a sensibilidade € calculada usando os dois métodos.
Considere a viga mostrada na Fig.5.2.1. Deseja-se calcular a sensibilidade da restri¢do
de deslocamento na ponta da viga (ponto 3) em relacdo a variavel de projeto momento
de inércia I, (d—g).
dl,

©

=

=~

>~

3

= I ® . ©
3 L2

3 ]
~J

§ | l
S g € "p

Fig.5.2.1: Viga usada no exemplo.
Restricdo de deslocamento na ponta: g=c—-w, >0
Solucéo:

Inicialmente, devemos obter os deslocamentos nodais da viga usando a formulacéo de
MEF para vigas. Assim, montando e resolvendo o sistema:
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Ku=F onde:

(03 +1,2) —6(1, /12 =1,/1,7) —121,11,° 61, /1,2

K_E 40,10, +1,11)  =61,/1,7 21,11,

sim. 121,71, —6l,/17

41, /1,
W, 0
u= % F= 0
W, p
0, 0

obtemos o vetor de deslocamento u:
1°/31,+ 171, /21,
u:[EJ 12721, + 11, /1,
E )| (12 +3121, +31,1,% )31, + 1, /31,
L2721, + 10, /1, + 1,271,
Vejamos agora o calculo da sensibilidade por diferentes métodos:

1° Método: Método Direto

Utilizando u calculado acima:

0
i, AL T dL ol dr, di, /) dI,

12 -6l 00 12w, — 61,6, 1
dK _ E -6l, 4, 0 0 _dK E —6lw, +41°6, | _ pl|
d, (1°) 0o 0 0 0| di , 0 L]0
0 0 00 0 0
12, /2+1°13 aglow, 0

_du_adK o | WLl | Jogiod,| |0
dl, dl, ELZ |12, +1,0,7+1°/3 oglow, [ |-1
LI, +1°/2 g/, 0

3
199 _r U Py e
i, © dl, EI 3

: dK .
Note que a derivada R apresenta zeros em todos os elementos da matriz, menos nos
1
elementos correspondentes aos graus de liberdade do elemento 1. Isso ocorre devido a
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formulagdo do MEF, em que a matriz global € uma montagem de submatrizes de cada
elemento finito. Assim ao se calcular a derivada da matriz K em relacdo a uma variavel
de projeto x; associada a um elemento i, somente os termos da submatriz daquele

. . dK TP -
elemento contribuem para a matriz ol Essa simplificacdo é vélida para analises
Xi
lineares em MEF e representam uma grande vantagem do ponto de vista computacional.
Em analises ndo-lineares a matriz K depende de u, e a simplificagdo acima ndo ocorre.
Nesse caso, a abordagem semi-analitica apresentada adiante € a mais indicada.

2° Método: Método Adjunto

. dK .
Utilizando u, ze —— calculados acima:
1

0 0
0
91=C—W320:>Ol—gzgg/:/lT OI—F—d—Ku ; OI—F=O; Ki=z=>1=K'z=K™ =
di, A, ~\d, d, ) dl -1
0

1°/31, +171, /21,

2 3

:_(3] 8 le /2Il+2|1|2/|l 3 :>d_g=_;tTd_Ku=L2 |12|2+|1I22+|1_
EJ| (12 +312, 31,2 /31, +1,° 131, \dl, d,  E 3
L2720 + 10, 11 +12 11,

3° Método: Derivacgdo da equacao de ws

P (i3 2 2 p|23 dg dw, p |13 2 2
w, =——(1°+31,°L,+31L2 )+ R L N T A
: 3EI1(1 L ”) 3El, |dl, d, EI°(3 *'* *?

Logicamente, os métodos levam ao mesmo resultado, sendo a unica diferenca a sua
eficiéncia computacional. O Gltimo método foi usado somente para efeito de
comparacdo, mostrando que os demais resultados sdo iguais ao valor exato, ja que em
geral, a equacdo explicita da restricdo em fungdo das varidveis de projeto ndo estd
disponivel.

5.3 Métodos Semi-Analiticos

Essencialmente, seguem o mesmo procedimento de calculo apresentado nos métodos analiticos

com a diferenga que a derivada da matriz rigidez S—K é calculada usando diferencas finitas, ou
X.

seja:
dK _ K(x+Ax)-K(x)
dx AX
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A sensibilidade é entdo obtida usando os métodos direto ou adjunto descritos acima. No
entanto, em algumas situacdes a sensibilidade calculada usando o método semi-analitico (SA)
pode curiosamente apresentar um erro maior do que a calculada por diferengas finitas (DF)
descrito na secdo 5.1. A Fig.5.3.1 mostra 0 modelo de CAE de um carro usando elementos de
viga.

Fig.5.3.1:Modelo de MEF de um carro usando elementos de viga.

O método SA foi usado com sucesso para calcular a sensibilidade da matriz rigidez em relacéo
a todas as areas de secdo e a maior parte das varidveis de projeto geométricas. No entanto,
algumas derivadas em relacdo as dimensdes de comprimento do carro, apresentaram Serios
problemas de precisdo no seu calculo. A Fig.5.3.2 ilustra esse fenbmeno.

100000

Semi-analitico

10000 ”

-
[~
1~4
o

100
Diferencas Finitas

e

Erro em Porcentagem

Error < 1% \\[
0.0%

1.6-10  1.6-8  1.E-8  1.E-y  1.£-2
Tamanho relativo do passo

Fig.5.3.2: Erro no método semi-analitico pode ser maior do que o erro obtido com diferencas finitas.

No problema ilustrado pela Fig.5.3.2 para valores pequenos de tamanho de passo, 0 método SA
apresenta um erro menor do que diferencgas finitas (DF). A banda de valores de passos para o
qual o erro € menor do que 1% € maior para a DF do que para o SA. Para valores maiores de
tamanho de passo, 0 método SA apresenta um erro maior do que (DF). Nesse mesmo problema,
para outras variaveis, ndo foi possivel encontrar um tamanho de passo que resultasse num valor
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preciso da sensibilidade! Para entender porque isso pode acontecer, consideremos o célculo de

dg d : .

d_lg e d_lg no exemplo anterior usando os métodos DF e SA.
1 1

Solucéo:

d : - . :
Calculando d_lg por diferencas finitas e usando o vetor u obtido anteriormente, temos:

1
2
dg . wy(l,+Al)-w(l,) e - _ows Al _Ls(ll3 +31%1, +3I1|22)A|1 =

q9 . e __Al
dl, ~ Al o> 2 3EL

dg
dl,
onde er € 0 erro de truncamento da série de Taylor.

d
Para 9 o erro vale: e; =-—

p e; Al
S P L)AL = T =
dll aIlZ (1 2) 1

El, dg 1+,
dl,

o°w, Al
2

Agora, pelo método SA temos:
2
dg _ v K(,+AlL) K(Il)uzeT AL K
dl, Al 2 dl,
onde o erro é calculado a partir da série de Taylor para a matriz K. O erro é nulo porque K é
uma funcao linear de I;.

=0

2 2 2
Mas para 99: ¢ = Al r &K _PAL (312 oy +4|22):>9_T:_(3'1 + b, +4l, ) al,
dl, 2 dl, Ell, d79 (|1+|2) l,
dl,

7 =—— e e =—, 0U Seja, nesse caso O erro semi-
2l A

analitico é 7 vezes maior do que o erro por diferencas finitas!!

Assim, se por exemplo: |, =1, =1=¢

5.4 Sensibilidade de Autovalores e Autovetores

Problemas de autovalores e autovetores estdo presentes no calculo da frequéncia de ressonancia
e cargas de flambagem. Como o célculo da sensibilidade dessas quantidades € extremamente
importante, essa secdo se dedica a mostrar como calcula-los.

Para exemplificar a deducdo tedrica, considere a obtencdo da frequéncia de ressonancia e
modos de vibrar representados pelo problema de autovalor e autovetor abaixo, onde K € a

matriz rigidez, M é a matriz de massae u =’ (freqiiéncia de ressonancia):
(K=uMu=0
que em geral é acompanhado de uma condi¢do de normalizacdo dos modos de vibrar:
u'Mu=1
Assim, como no caso estatico apresentado na secdo 5.2, vamos derivar as equagdes acima em
relacdo a uma variavel de projeto x;.
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(K M)d_u_dLMu:_(d_K_lud_Mju

dx, dx, dx, dx,
u Md_u = _1 T aMm —u
dx;, 2 dx

Pré-multiplicando a primeira equacéo por u’, obtemos:

uTﬁdK_ﬂdMJu
u' (K- M)d—u——d” uMu=-u" dK—,udM um 3 _ dx, ~ dx,
dx, dx, dx; dx,

dx; u'Mu

onde d—ﬂe a sensibilidade do autovalor (no caso frequéncia de ressonancia). A sensibilidade do
X.

autovetor é obtida combinando-se as equagdes acima num sistema de equacfes mostrado
abaixo, resolvendo-o:

du] [ (dK_ dm),
(K-uM) ~—Mu)|ax || Llax, “ax
—u'™M 0 ||du 1 ;dM
- —u —u
dx, 2 dx

A solucéo desse sistema permite a obtencdo da sensibilidade dos autovetores e autovalores. No
entanto deve-se tomar cuidado na sua solugéo pois a submatriz diagonal (K — M) é singular.

Vejamos um exemplo. Vamos calcular a sensibilidade da primeira freqiiéncia de ressonancia e
modo de vibrar em relagdo ao valor de k no sistema mostrado na Fig. 5.4.1. Considere
inicialmente o amortecimento nulo (c=0).

.

7 .
_ ¥
c=0 k,=1 k,=1
A—{F— 4
—w 1 —ww— 2 —ww—;

Fig.5.4.1: Sistema massa-amortecedor-mola usado para ilustrar o calculo da sensibilidade da freqiiéncia de
ressonancia e modo de vibrar.

Solucéo:
As matrizes de massa M e rigidez K para esse sistema sdo dadas por:

S EEN S P

Assim, o problema correspondente de autovalor e autovetor e sua solucédo vale:

B -

-1 2—w?||u

O primeiro modo de vibrar € igual a:
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u,—u,=0 J2 (1
b euMu=u’+u,"=1u="--
-u,+u,=0 2 |1
As derivadas das matrizes K e M em relacdo a k sdo dadas por:

10
K'= ' M'=0
oo

2
Portanto, a sensibilidade da primeira frequéncia vale: O;L = d(;o—) =u'Ku=0,5
X X.

A sensibilidade do primeiro modo de vibrar é obtida montando-se e resolvendo o sistema de
equacOes descrito acima. Assim:

(K—ﬂ'\/'){l _l}; l\/lu=£{1};-(K'—#M’)U=£{_l}; LuMu=0=

-1 01 2 2 (0] 2
1 1 =212|(u)) [-V212
=| -1 1 —V272fuyt={ o0

212 =212 0 || 0

{—\/5/8
J21/8

: . u;
cuja solucéo vale: u={ l}:

, }; u'=1/2
u2

Deve-se tomar cuidado quando o problema apresentar multiplicidade de autovalores (ou seja,
autovalores repetidos). Esse caso ndo sera discutido aqui.

Incluindo o Amortecimento

Vejamos agora o célculo das sensibilidades considerando o amortecimento. O problema de
autovalores e autovetores incluindo o amortecimento fica:

MU +CU+Ku=0=T=ue" = (7’M+7C+Klu=0 (7=io)

Seguindo o mesmo procedimento anterior, a sensibilidade da fregiiéncia de ressonancia é dada

por:
nu’ OI—Mu +nu’ OI—Cu +u’ d—Ku
dp dx;, dx;, dx;,
dx, 27u"Mu +u'Cu

e a dos autovetores é obtido através de equagdo similar a anterior. Como exemplo,
consideremos 0 mesmo problema anterior, onde agora deseja-se estimar a variagdo da
freqliéncia de ressonancia do sistema ndo-amortecido pela adicdo de amortecimento (c=0,2 e
¢=1,0) e comparar com o valor exato.

Solucéo:

Usando a expressdo acima, e sendo a variavel de projeto xj=c, temos:
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T B
M =0, K =0ec-om @) 7 dx e¢=ﬁ/2{1}
A, 2pp'Mg  24"Mg 1

¢ 0] dc [1 0 dy
o Mg =1= 27— 05479 45_ 025
{o o} dc {o o} pMP=1=0 = % ¢

Assim, as estimativas das novas freqiiéncias para os diferentes valores de c, sdo:

c=02=7, =i-0,05
c=10=7,=i-025

:1:>77:i:>77a:77| 0+(;—77C:i—0,25C3{
= C

os valores exatos sdo dados por:

neme+2 -1 |fu]_ o [=02=>7,=10013i-0,05025
-1 n+2 - c=10= 7, =1,0326i-0,29178

5.5 Sensibilidade da Solugéo Otima

O objetivo dessa secéo € estudar a sensibilidade da solucdo 6tima em relacdo a um parametro da
otimizacdo, ou seja, 0 quanto a solucdo 6tima varia alterando-se um dos parametros do
problema.

Considere o problema de otimizacédo abaixo.
Min f(x,p)

X

tal que g;(x,p)>0, j=1,.,n

g

cuja solucdo é x (p) = f (p) =f(x (p),p), onde p é um parametro do problema. O objetivo é

* *

df dg
calcular — e —.
dp  dp

As equacOes que governam a solucdo Otima sdo a equacdo de estacionaridade:

a;

VF-NA=0 e n;=—-0, j=l.rei=1l.n
OX

e as restrigdes ativas: g, (x",p) =0

Supde-se que essas equacdes sao satisfeitas por X (p) para todos os valores de p que ndo
alterem as restri¢Oes ativas. Diferenciando as equacgdes acima com relacao a p, obtemos:

d(Vf—Nl):O:a(Vf)er(Vf)dx_8_N dNdx) 94
dp op dx dp (dp dx dp dp
(A-2) 2 _n9& AV (GNJJ 0
dp dp op op
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o°f L, 0%g, , : : .
onde: a;= ; Zklzz 4; e A, portanto € a matriz Hessiana do sistema.
OX;0X; i OX,.0X,

Diferenciando g, (x",p) =0 obtemos:

dga(X*'p) 0= aga +(dgajT dX* =0= NTd_X*+%—O

dp op dx / dp dpo op
. . . . dx” dA
Assim resolvendo o sistema de equacdes acima, obtemos E e % :
: . df” .
Assim a derivada d—e dada por:
p
ar _a, idi:ﬂﬂVf)Tdi; mas:(Vf) = A'N" =
dp op =0, dp Ip dp
ﬂ:ﬂ gTNTdijﬁzﬂ_,f%
dp op dpdp dp ap
: a9; df
Por exemplo, se: g;(x) :GJ.(x)-p20:>a—z—l:>d—:/1j
p

Portanto, pode-se dizer que A; € o preco que se paga em termos de aumento de f por tornar
mais dificil de satisfazer g;. Por isso, A, >0na solugdo 6tima (KKT), caso contrario (;tj < O) a

funcdo f seria reduzida (otimizada) quando a restricdo se torna mais dificil de ser satisfeita (um
absurdo). Portanto, A;representa o “preco” das restrigoes.

Vejamos um exemplo. Considere o problema abaixo:

Min f(x) =X, +X, +X,

Xl’XZ

tal que 9: =p—X12 _Xz2 20
g,=X,-420
0; =X,+p=0

Para p=8 a solugio vale x" =(-2,-2,4) =f=0; g, =0;g,=0; 2" =(0,25;1), assim temos

_— : X g L dx”  df
duas restri¢des ativas na solucdo 6tima. O objetivo é encontrar — e —

dp dp
Solucéo:

Montando o sistema de equacdes acima temos:
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of 0 1 df 0
06 i{ }:_:_f&:_o,zs;

a op |0 " dp op
avi

Além disso: A=0; Vf=(1,1,1) = > 0=
-2x, 0 2 2 2 2 2 2
~N=|-2x, 0]=N_g 99 _08_ 5 99 00 _ 006 _ 08 _g,_,
0 1 op ox,”  0X, ox,”  Ox,” OX,0X, OX,0X,
-05 0 0 4 0
=2,=-24=-05, z,,=-24,=-05 Z=| 0 -05 0 N=4 0|=
0 0 0 01
. 0,5%, —44, =0
:(A-z)d—X—Ndl+@— Ny 0= losx,-44 =0
dp dp op op Q-0
, =

NTd—X*+%=O:> 4)'<1+'4>'(2+1:O
dp op X, =0

A solugio desse sistema de equagdo é: x, = x, = -0,125; X, =0; A, =-0,0156; A, =0

Variando p de 8 para 9, o novo valor de f é: x, = x, =-2121; x, =4, f =-0,242;

Realizando-se uma extrapolacdo linear baseada nos valores de derivadas calculadas acima,
obtemos:
(Ap =1)= x, = X, =—2,125; x, = 4; f =-0,25;
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6.PROBLEMAS CLASSICOS

Nesse capitulo continua-se a discussao iniciada no capitulo 3, sobre a formulacdo e caracteristicas
de alguns problemas classicos em otimizacao de sistemas mecanicos.

6.1 Minimizagé&o da Flexibilidade

A flexibilidade (C) é dada por u'F, onde u e F sio o vetor deslocamento e forca,
respectivamente. A minimizacdo da flexibilidade esta diretamente relacionada com a
maximizacdo da rigidez na direcdo dada por F. Trata-se de uma funcao objetivo classica em
otimizacdo estrutural, e foi demonstrado matematicamente que esse problema é convexo. Em
geral € acompanhada de uma restricdo global de volume da estrutura (V), e eventualmente
restri¢Oes locais de tensdo mecanica. Assim, a sua formulacéo é do tipo:

Min u'F

X, U

tal que Ku = F(e condi¢Bes de contorno)
X_Xmin 2 O
V-V, <0

onde x sdo as variaveis de projeto. Considerando a equacdo de equilibrio Ku=F, temos:
u'F=u'Ku

e portanto a sua formulacéo simplificada fica:

Min u'Ku

X

tal que X—X;, =20
V-V_ >0

Um resultado interessante de ser apresentado € o calculo da sensibilidade da flexibilidade.
Derivando-se a formula da flexibilidade em relagéo a variavel x; temos:

Ku+qu—Ku+uTKd—u; mas: Ku:F:M=
dx.  dx. dx. dx. dx;

_dF :>dKu+K du _dF _0=K du :—dKu:> du =—K’ld—Ku:>
dx,  dx; dx, dx, dx; dx, dx; dx;

dc  ;dK' dK dc _  rdK
dx,

— =-u'-— (K‘l)TKu+qu—Ku—uTKK‘l—u:>—
dx, dx. dx, dx, dx,

Resulta portanto numa expressdo matematica simples. Devido a simplicidade de seus gradientes
e sua convexidade, trata-se de um problema facil de ser implementado.
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6.2 Maximizagao da Frequiéncia de Ressonancia

A sua formulacéo € do tipo:

ou

Min V

X

tal que (K-@*Mu=0 e u"™Mu=1
X=X <0

Ao contrario da minimizacdo da flexibilidade, esse problema ndo é convexo. A razdo disso €
devido a um problema que surge denominado inversao de modos, que sera descrito a seguir

6.2.1 Inversdo de Modos

Suponha que desejamos maximizar a primeira frequéncia de ressonancia de uma viga bi-
engastada usando como variaveis de projeto as areas das se¢des ao longo da viga. Ao
final da otimizacdo, verifica-se que o valor da freqiiéncia de ressonancia aumentou, no
entanto, realizando uma analise modal completa da viga, percebe-se que a freqiiéncia em
questdo nao é mais a primeira freqiiéncia, mas a segunda, ou a terceira, etc. O grafico da

Fig.6.5.1ilustra o0 que acontece durante a otimizacao:
A 3° oy
Q)

1° o,

]
2° o,

iterag:ées
Fig.6.5.1: Invers&o de modos.

Ou seja, durante a otimizacdo houve uma inversdo de modos de vibrar que ocorreu pelo
fato de estarmos alterando a geometria da viga. A Fig.6.5.2 ilustra 0 caso em que 0
modo de vibrar que era inicialmente o primeiro (u;) apresenta uma freqiiéncia de
ressonancia maior do que o modo de vibrar que era inicialmente o segundo (u;). Note
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que isso aconteceu porque, devido a distribuicdo das areas, a nova geometria apresenta
dois pontos de "estrangulamento™ que estdo associados a configuracdo do segundo modo
de vibrar incial (uy) reduzindo consideravelmente a sua rigidez, causando portanto a
inversdo das freqiiéncias e modos. Ainda na mesma figura, aumentando o valor das
areas nesses pontos de "estrangulamento” chegamos num ponto em que ambos 0s modos
apresentam a mesma configuracdo e a mesma frequéncia de ressonancia.

Fig.6.5.2: Inversdo de modos de uma viga bi-engastada.

E interessante comentar que esse problema ndo foi notado pelos pesquisadores da area
quando a resolucédo analitica dos primeiros problemas de maximizagéo de frequéncia de
ressonancia foram publicados no comeco da década de 70. Somente quando foi utilizado
0 MEF para uma andlise mais detalhada dos modos de vibrar dos resultados é que se
percebeu o problema.

Possiveis solucdes para tentar contornar esse problema exigem a alteracdo da
formulacdo da funcdo objetivo. Alguns exemplos de formulagfes propostas estdo

ilustrados abaixo:
/Max o, I

X
tal que (K-0Mu=0
u'Mu=1

W, > @y W, > O,

W, > o, etc...

\_ V-V,<0 J

ou

Max (w12 —w02)+ (a)ZZ —w02)+ (a)32 — w02)+

X

tal que (K—o’Mu=0
u'Mu=1
V-V, <0

max —

onde wp ¢ uma frequéncia especificada. As formulagdes acima tentam contornar o
problema de inversdao de modos, no entanto o problema de otimizagdo em si continua
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sendo ndo-convexo, ou seja, podemos ter mais do que uma configuracao estrutural que
resulte na maximizacdo da freqiiéncia. Em geral, obtém-se sucesso para a maximizacao
da primeira freqliéncia de ressonancia.

A formulacdo similar a apresentada na secéo 3.3 para a solucao de problemas Min-Max
também é usada:

Max [

X

tal que (K—»*Mu=0 e u"Mu=1
w=p
X=X 20
V-V, <0

Um outro problema interessante envolvendo freqliéncia de ressonancia é o projeto de
uma estrutura com freqliéncias de ressonancia especificadas wo;, wo2, ®o3, €tc. A sua
formulacdo é dada por:

1 2 2 2 2 2 2
Min (a)1 -y, )+(a)2 — 0y, )+(a)3 — Wy, )+

X

tal que (K —o*Mu=0
u'Mu=1
V-V, <0

max —

No entanto, trata-se de um problema altamente n&o-convexo.
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7.ASPECTOS PRATICOS DA OTIMIZACAO EM
ENGENHARIA

Nesse capitulo sdo discutidos alguns topicos relacionados com a aplicag¢do préatica da otimizacdo em
problemas de grande porte de engenharia.

7.1 Aproximagdes

As técnicas de aproximacao sdo usadas em geral quando lidamos com problemas de otimizacdo
que apresentam um alto custo computacional no calculo da funcdo objetivo e derivadas ou
quando a funcdo objetivo ndo é dada por uma expressdo matematica ou solucdo de um
problema numérico, mas se conhece apenas 0 seu valor experimental para algumas
combinac@es de varidveis de projeto.

Quando um problema apresenta um alto custo computacional a utilizacdo de métodos
apresentados nos capitulos 3 e 4 (com excecdo do 4.4 e 4.5) é desestimulada. As técnicas de
aproximacdo tentam reduzir esse custo computacional aproximando o problema de otimizacéo
por séries de Taylor em cada iteracdo. Métodos mais sofisticados baseados nas técnicas de
aproximac&o ja foram apresentados nas sec¢fes 4.4 e 4.5 (PLS e PQS, respectivamente). Nessa
secdo as aproximacdes sdo discutidas de uma forma mais abrangente.

Essencialmente, as técnicas de aproximacdo realizam a otimizacdo aproximando a funcao
objetivo e restricdes por fungdes aproximadoras do tipo série de Taylor, ou seja:

F(X) = F(X°) + VF(X°).0x + %5XTH(XO)5X +o

onde VF(x) indica gradiente, H(x) é a matriz Hessiana e ox=x-x°. A aproximacdo €

atualizada a cada iteracdo usando o x corrente e 0 processo é repetido até que ocorra a

convergéncia. Entre as principais diferencas em relacdo aos métodos PLS e PQS vistos na

secoes 4.4 e 45, temos:

e VF(x) e H(x) ndo sdo em geral atualizados em todas as iteragdes, mas apenas quando nao
ocorre mais progresso na otimizacao;

e VF(x)e H(x) sdo calculados resolvendo um sistema de equacdes lineares montado com
informacdes do projeto e ndo usando os métodos apresentados anteriormente.

Os dois conceitos acima reduzem o custo computacional da andlise, ja que os gradientes e
eventualmente até a matriz Hessiana ndo precisam ser avaliados em toda iteracdo, além de
permitir o calculo dessas informacdes através da solucdo de um sistema linear.

Vejamos como VF(x) e H(x) podem ser calculados. Suponha que possuimos k tipos de
projetos além do projeto inicial x% x',x?%..,x*, cada um com n varidveis de projeto,
representando uma configuracdo de projeto diferente e com valores de funcéo objetivo F iguais
a: F',F?,...,F*, respectivamente. Considerando a expansdo da série de Taylor acima usando
somente termos de primeira e segunda ordem, temos:
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F(x) = F(x°) + VF(XO).5X+%5XTH(XO)5X = AF = aa—F X, 2 Ky + .ot
1lx, 21y,
oF 1 2 2 2
+87 X, +§(H115xl +H,,0K," +..H 0%, )+ H,0X,0X, +...+ H oX,0X, +

+ Ho 0X,0%, +..+ H, &%, 0%, ondedX, =x,-x,”;AF=F-F°%i=1,n

n-1,n

Substituindo x',x?,...,x* na equacdo da série de Taylor acima teremos k equacbes e como

incdgnitas as componentes de VF(x) e H(x), ou seja:
F F . o

0 | ,6 | 8F| e H,,H,,,...,H,,, totalizando L=n+n(n+1)/2 incognitas.

aleO 6X2‘x0 oX, "

Se k=L a solucdo é obtida de forma direta. Se k>L, teremos mais equagdes do que incdgnitas, e
nesse caso a solucédo é obtida utilizando-se 0 método dos minimos quadrados como descrito na
secdo 4.3.2.2. Se k<L, teremos mais incognitas do que equacdes e somente algumas incognitas
serdo calculadas. Obtido os gradientes e as componentes da matriz Hessiana € montado um
subproblema de programac&o linear com as séries de Taylor da funcdo objetivo e restricbes que
é resolvido.

Vejamos um exemplo para ilustrar o metodo. Considere a solucdo do problema de otimizagédo
abaixo:

Min F(X) = X, + X,
X

1 1
tal que 9=—+——-2<0
Xl X2

01<X, <5 i=12

A tabela 7.1.1 abaixo descreve a informacdo sobre projetos (combinacbes de varidveis de
projeto) anteriores que sdo conhecidos.

Tabela 7.1.1: Projetos conhecidos.
Projeto x, X, F g
2 2 2 4 -1
1 05 2 25 05
0 15 1 25 -033

Solucéo:

Utilizando os trés projetos disponiveis na tabela podemos escrever k=2 equacdes:

AF' =15= O,SE +1,0£
0X, y 0X, y
AF?=0,0= —1,0£ +1,0£
0X, " OX, "
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onde os termos da matriz Hessiana néo foram considerados. A solugio € igual &: VF ~(1 1)

Para as restrices podemos montar um sistema similar:

Ag'=—-0,6667 =059 1109
0X, y OX, "

Ag? =0.8333=-109 4109
0X, ‘e OX, "

cuja solugdo vale: vg=(-1 -0,1667)".

Assim, o subproblema de programacéo linear fica:

Min  Fx25+ 8, +6X,

8

tz;l que9~ -0,33-6%, -0,1676x, <0
-0,2<;£0,2 =12

onde foram adotado limites mdveis iguais a 0,2. A solucdo desse problema é:
X, =X,=-02;, Fx21;, g~-01=x=(13 08)

Com essa nova informagdo podemos montar uma nova aproximagdo incluindo o termo Hj; da
matriz Hessiana. Seguindo o mesmo procedimento anterior:

Min Fx21+6x, +X,

dx

—1,65765x, +5,9645%,” <0
-02<6x, <02 i=1,2

Cuja solugdo vale: ox = (-0,1598 01252)" = x = (1,14 0,9252)".

Na sétima iteracdo obtém-se x=(0,989 1,011)" enquanto a solugdo Gtima é: x =1 1)'. A
Fig.7.1.1 ilustra as vérias iteracdes até chegar no ponto 6timo.
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Xz

I

2.0

0

1.0 2.0

Fig.7.1.1: Otimiza¢do usando aproximacao sequencial.

Existem outros tipos de funcdo aproximadora que sdo obtidas realizando-se uma mudanca de
variavel. Por exemplo:

V=Y == F) = FY)+ 2 0o )(a—gj = FO) = F()+

dx X; \ OX;

i i/x
Essa equacdo de aproximacdo é denominada "Aproximacao Reciproca”. A vantagem de se fazer
essa mudanca de varidvel é preservar a linearidade das variaveis de projeto no problema de
otimizacdo. Como exemplo considere o problema de minimizacdo do peso de uma trelica
mostrado abaixo, onde as variaveis de projeto sdo as areas.

Min W= pAL (Linear)

0

+i(yi (x;) 'yi(XOi){%/%] = F(x) =F(X,) +i(xi -XOi)ﬁ(a_gJ

tal G—E<E (ndo - linear)
al que AS
s=tL 5 (n&o- linear)
EA

A principio embora funcéo objetivo seja linear, as duas restricdes sdo nao-lineares em relacéo
as variaveis de projeto. Realizando-se a mudanca de variavel B =-—, obtemos a nova

formulacéo:

Min sz% (néo - linear)
B
tal que oc=PB<co (Linear)

5= % <& (Linear)
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AproximacOes reciprocas tem grande aplicagdo quando a matriz de rigidez do elemento
estrutural € o produto da variavel de projeto por uma matriz de constantes. Nesse caso, 0S
deslocamentos serdo, em geral, inversamente proporcionais as variaveis de projeto. Assim, se a
funcdo objetivo ou restricbes forem funcdes lineares dos deslocamentos (e portanto fungdes
ndo-lineares em relacdo as variaveis de projeto), a aproximacdo reciproca garantird a
linearidade dessas funcdes em relacdo as variaveis de projeto. A tabela 7.1.2 mostra essa
situacdo para os tipos basicos de estruturas:

Tabela 7.1.2: Vantagem da aproximacéo reciproca.

matriz deslocamento AProximacao

i Reciproca
*Trelicas: k=A*C= Sxcl/A= y=1/A
e Membrana: k=t*C= Socllt= y=1/t
* Placas: k=t**C= Sxlltt=  y=1/t

* Porticos: k=f(A1,C)= Sxl/l= y=1/1

Entretanto, essa linearidade ja ndo é possivel de se obter usando a aproximagdo reciproca
quando ha fung¢bes mais complicadas que dependem da freqliéncia de ressonancia, por exemplo.
Nesse caso, a freqiéncia é a razdo entre a rigidez e a massa, e portanto a dependéncia em
relacdo as variaveis de projeto é mais complicada.

Podemos dizer de uma forma geral que as aproximacdes sdo competitivas quando:

ha poucas variaveis de projeto;

custo computacional da andlise € alto;

podem ser usados dados experimentais de projetos conhecidos;
podem fornecer um resultado inicial para outro método.

7.2 Eliminacao de Restricdes

Em geral nos problemas de otimizagdo em engenharia devem ser considerados milhares de
restricdes de inegualdade. Por exemplo, consideremos o caso das restricdes de tensdo mecénica.
Como discutido na secdo 3.3, o valor méximo da tensdo mecénica muda de posi¢do a medida
que a estrutura € alterada, resultando num problema de otimizacao do tipo Min-Max. A solugédo
é impor restricdes locais de tensdo mecénica ao longo do maior nimero possivel de pontos
criticos na estrutura. Isso pode resultar num grande nimero de restricbes no problema de
otimizacdo. No entanto somente algumas serdo criticas (ativas) e as demais poderiam ser
eliminadas do problema.

Além disso, existem restricdes que sdo muito dificeis de calcular como por exemplo a restri¢éo
de agitagéo ("fluttering") das asas de um aviao.

Assim com o intuito de reduzir o custo computacional associado as restricdes, duas estratégias
séo adotadas:

e Eliminar as restricbes menos criticas baseadas num valor de corte e proceder com a
otimizacdo com as restricbes mais criticas. A cada iteracdo (ou algumas iteragcdes) as
restricdes consideradas séo atualizadas;
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e Eliminar as restri¢des dificeis de calcular, verificando ao final da otimizagdo a sua validade.
Se forem violadas inclui-las e proceder a otimizacdo com a solucéo obtida.

Essas estratégias constituem a chamada técnica de eliminacdo de restri¢cfes. O histograma da
Fig.7.2.1 ilustra o emprego dessa técnica. As restri¢cbes sdo separadas por regiées no modelo de
MEF e conforme o valor de corte que é adotado para o valor das restricdes, mais ou menos
restricdes sdo eliminadas da otimizacdo. A cada iteracdo todas as restricdes sdo verificadas e
aquelas que caso foram violadas séo reincluidas na otimizagdo na iteracdo seguinte.

/ Restri¢des consideradas para

Restricdo
A .

valor de corte igual a 0

valor de corte igual a -0,3

-1.0

Regido 1 Regido 2

Fig.7.2.1: Histograma para a eliminag&o de restri¢Ges.

A Fig.7.2.2 ilustra um algoritmo para projeto de trelica que inclui o0 método de aproximacéo
reciproca e a técnica de eliminagéo de restri¢Ges.

Dados Iniciais

|

Eliminacdo de restri¢ces que ndo sdo criticas

|

Calcular gradientes, fungdes objetivo e
restri¢des no espaco reciproco (B=1/A)

Resolver o problema aproximado:

Min F(X)
t:l que 9;(x) =g;(x") +V,g;(x°).x <0

X <ox, <ox" i=1,n

X° < x° + 6

Nao - Sim
Convergiu? Resultado

Fig.7.2.2: Algoritmo para o projeto de trelicas que inclui os métodos de aproximagéo reciproca e eliminagédo de
restricdes.
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7.3 Utilizagédo de Funcdes Base

Para realizacdo da otimizacdo de forma de uma estrutura é necessario inicialmente representar a
sua geometria através de fungdes splines ou polinémios. No entanto, muitas vezes essas curvas
ndo representam de forma satisfatéria a geometria da estrutura. Além disso, em alguns casos se
dispde da informacdo sobre formas estruturais 6timas para diferentes condigcdes de projeto.
Essas formas podem ter sido obtidas ao longo dos anos por métodos experimentais por exemplo
e Se espera que a estrutura a ser otimizada para as novas condi¢fes tenha pequenas mudancas
em relacdo as demais formas. Nesse caso, podemos definir uma "base" como sendo constituida
pela geometria dessas formas bésicas e representar a geometria da estrutura a ser otimizada
como uma combinacao linear da geometria das formas basicas (base), onde os coeficientes da
combinacéo linear sdo as variaveis de projeto.

Consideremos como exemplo cléassico o problema de otimizacdo aerodindmica de um perfil de
asa. A forma do perfil da asa pode ser obtida pela combinacéo linear da forma de perfis pré-
existentes, ou seja:

Y=aY'+a,Y*+..+a,Y"
onde Y% Y?,.., Y"contém as coordenadas dos perfis, constituindo numa base numericamente
definida de perfis de asa e a,,a,,...,.a,S80 as variaveis de projeto. Assim o problema de
otimizacdo consiste em encontrar os coeficientes dessa combinacdo linear. A Fig.7.3.1 ilustra

um exemplo de base de perfis de asa.

Funcao basica 4

NACA 64,-412 Yus =_,:_‘ yLs=0

Fungéo basica 2 Funcao bésica 5

%

Funcéo basica 1

’

|

NACA 65,-415 =0, ys=—%

Func&o bésica 3 Funcao basica 6

Fig.7.3.1: Base de perfis de asa.
Entre as vantagens da utilizacdo de funcdes base nesse problema temos:

e as formas de perfis de asa ndo sdo bem representadas por polinémios (qualquer tipo) ou
funcbes “spline” gerando problemas no condicionamento numérico e no resultado da
otimizacdo;

reduz o numero de variaveis de projeto e o custo computacional;

permite o projetista utilizar projetos existentes de perfis de asa;

permite alterar apenas porgdes do perfil;

essa base pode ser ampliada com os novos perfis otimizados;

muito eficiente quado usado juntamente com técnicas de aproximacao;
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Como exemplo consideremos o projeto de um perfil para M=0,1 e angulo de ataque de 6°. A
formulacdo do problema de otimizacao é descrita abaixo.

Max C,_

X
tal que [Cu|<0.05
C,|<2 emx/c=0,01

A>0,075¢?

onde C_ é o coeficiente de sustentacdo, Cy € o coeficiente de momento “pitching”, Cp é 0
coeficiente de pressdo na superficie superior, A é a area da secdo do perfil e ¢ é o comprimento
da corda da asa. Como hipdtese é considerada aerodinamica inviscida, portanto ndo ha
coeficiente de arrasto.

Solucéo:

Quatro resultados obtidos de diferentes formas sdo apresentados na Fig.7.3.2.

\¥:_ - - -
d)

— inicial
~ 6timo
Fig.7.3.2: Resultado da otimiza¢ao de perfis.
Na situacdo a) o perfil é representado por polinémios. No caso b) e ¢) o perfil foi representado
usando funcdes base, mas no caso c) restricdes geométricas extras foram impostas. No caso d) o

resultado foi obtido usando o método das aproximacdes. A tabela 7.3.1 mostra os valores de
projeto inicial e a tabela 7.3.2 mostra o resultado do projeto 6timo.
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Tabela 7.3.1: Projeto Inicial.

Projeto Inicial

Fig. C_ Cu A tlc Camber
a 098 -005 0,08 - -
b,c 0,986 -0065 008 0,12 0,02
d 0986 -0065 008 0,12 0,02
Tabela 7.3.2: Projeto 6timo.
Projeto Otimo
Fig. C, Cy A t/c  Camber
a 1085 -0,074 0,088 - -
b 1478 -0,072 0,171 0,253 014
c 1106 -0,075 0,103 0,149 0,04
d 1,144 -0,075 0,075 0,15 0,04

Prof. Dr. Emilio Carlos Nelli Silva

Esse problema ilustra um fato importante. Note que os resultados b) e d) ndo sdo realisticos.
Isso ocorreu porque o algoritmo de anélise ndo incluia o efeito da viscosidade. Assim, qualquer
que seja 0 método de otimizacdo utilizado € de extrema importancia que o algoritmo de analise
seja 0 mais genérico possivel, devendo ser capaz de simular com precisdo as formas complexas
resultantes da otimizagdo, e poder nos dizer se o resultado da otimizacdo é vidvel ou ndo.
Hipoteses simplificadoras embutidas no algoritmo de analise podem levar a resultados de

otimizacdo ndo realisticos.
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8. INTRODUCAO A OTIMIZACAO TOPOLOGICA

Otimizacao topologica (OT) consiste num método computacional que permite projetar a topologia
Otima de estruturas segundo um certo critério de custo (por exemplo, m&xima rigidez e menor
peso). Basicamente, 0 método de otimizacdo topologica distribui o material no interior de um
dominio fixo de forma a maximizar ou minimizar uma fungdo custo especificada (por exemplo,
méaxima rigidez e minimo volume de material). O material em cada ponto do dominio pode variar
de ar (ndo ha& presenca de material) até sélido (total presenca de material) podendo assumir
densidades intermediarias entre ar e solido de acordo com um modelo de material definido.

Um algoritmo de otimizacdo € usado para encontrar de forma iterativa a distribuicdo 6tima de
material, 0 que torna o processo rapido, caso contrario milhdes de analises seriam necessarias para
encontrar a distribuicdo Otima. Na aceleracdo do processo de busca da distribuicdo Otima de
material, os métodos de otimizacdo utilizam-se da informacdo dos gradientes (ou derivadas) da
funcéo custo em relacdo a quantidade de material em cada elemento. A distribuicdo de material é
representada, por exemplo, associando um valor de densidade a cada elemento (subdominio),
obtido da discretizagdo do dominio inicial.

Dessa forma, a OT combina essencialmente métodos de otimizagdo com um método numerico de
anélise, como por exemplo, 0 método de elementos finitos (MEF). Outros métodos numéricos de
analise podem ser usados, no entanto, devem ser genéricos o suficiente de forma a lidar com
estruturas de formas complexas resultantes da otimizagao.

A Otimizacdo Topolodgica surgiu na area académica na década de 80 nos EUA e Europa com a
publicacio do artigo "Generating Optimal Topologies in Structural Design Using a
Homogenization Method" pelos autores Martin P. Bendsoe e Noboru Kikuchi, publicado no
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 71, pp.197-224, 1988. Ja na década de
90 passou a ser largamente utilizada nas industrias automobilistica e aeronautica dos EUA, Japdo e
Europa para o projeto de pecas mecanicas otimizadas, além de recentemente ter se expandido para
outras &reas da engenharia no meio académico como o projeto de mecanismos flexiveis, atuadores
piezoelétricos, antenas e motores eletromagnéticos, etc. Ela torna o processo de projeto mais
genérico, sistematico, otimizado, e independente da experiéncia especifica de alguns engenheiros,
fornecendo a topologia inicial, otimizada para uma certa aplicacdo, do dispositivo a ser construido.
Obviamente, a presenca do engenheiro é necessaria para a obtengdo do projeto final e verificagcdo
de seu desempenho para o qual foi projetado (utilizando métodos numéricos e experimentais).

8.1 Introducéo
Consideremos o problema classico de projeto de uma estrutura com a minima flexibilidade

(méxima rigidez) com o menor volume de material como mostrado na Fig.8.1.1. Suponha que a
principio ndo conhecemos a forma ou a topologia® da estrutura.

1 O conceito de forma est4 relacionado com a geometria externa da estrutura enquanto o conceito de topologia engloba ndo
somente a geometria externa, mas também a presenca de furos internos na estrutura.
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| F
N
I
Minimize Flexibilidade
tal que Restricdo de volume de material usado

Fig.8.1.1: Problema exemplo.

Temos essencialmente trés abordagens em otimizagéo estrutural para a solucdo desse problema
como descrito na Fig.8.1.2. Na primeira delas, é assumido uma forma pré-definida para a
estrutura, por exemplo uma viga em "I", e sdo escolhidas como varidveis de projeto algumas
medidas (ou razdo entre as medidas) que caracterizam a geometria dessa estrutura como as
dimensdes b, t e h mostradas na figura. Ent&o, utilizando um software de otimizacgéo determina-
se 0 valor otimo das variaveis b, t e h que fornece a menor flexibilidade (maior rigidez) para a
restricdo de material imposta. Essa abordagem é denominada otimizacdo paramétrica, e nao
altera a forma da estrutura, apenas as suas dimensdes. Numa segunda abordagem, os contornos
externos da estrutura sdo parametrizados por curvas splines e os parametros dessas curvas
constituem as varidveis de projeto. Utilizando um software de otimizagdo determinam-se oS
parametros 6timos das curvas splines, e portanto a forma 6tima, que minimiza a flexibilidade
estrutural para a restricdo de material imposta. Trata-se de uma abordagem mais genérica do
que a anterior em que a forma externa da estrutura a alterada. Essa abordagem é chamada
otimizacdo de forma. Finalmente, a ultima abordagem mostrada na figura consiste em se
encontrar a distribuicdo 6tima de "furos” no interior da estrutura que minimize a flexibilidade
considerando a restricdo de material. As variaveis de projeto seriam, por exempo, variaveis que
indicam a distribuicdo de material em cada ponto do dominio. Essa abordagem é denominada
otimizagdo topoldgica sendo a mais genérica em relagdo as anteriores. A quantidade de material
removido (para a mesma flexibilidade) é crescente na ordem apresentada das abordagens, sendo
a otimizac&o topoldgica a que resulta na maior remogdo de material da estrutura.

L F bt

[l

Otimizagio Paramétrica

LEOSAOEESA
-
=
=

Perfil da Secio

| T
3—/’/ Otimizagéio de Forma

Perfil da Segio

Otimizagio Topolégica

LA EE SR
i L=

> >0

Fig.8.1.2: Abordagens para solucéo do problema.
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O procedimento tipico de projeto estrutural usando a otimizacdo topoldgica, considerando o
problema acima, é apresentado na Fig.8.1.3. O primeiro passo consiste em se definir o dominio
no qual a estrutura pode existir. Esse dominio é limitado pelas condi¢Bes de contorno da
estrutura (pontos em que ela deve estar restrita) e pelos pontos de aplicacdo de carga. Outras
limitacGes podem estar relacionadas com a restri¢do do espaco ocupado.

Dominio Inicial Dominio Discretizado Topologia obtida
l”*
Fabricacéo -
Verificagdo Interpretacdo

Fig.8.1.3: Procedimento tipico de projeto estrutural por otimizacao topoldgica.

E importante nessa fase definir o dominio com o maior tamanho possivel de forma a ndo limitar
0 dominio de trabalho da OT. Como em qualquer método de otimizacdo, quanto mais restrigdes
sdo impostas, menor é a melhora de desempenho da solugdo obtida. Assim, restri¢des de espago
de ocupacéo da estrutura reduzem a optimalidade da solucéo no caso da otimizagéo topologica.
No segundo passo o dominio é discretizado em elementos finitos e sdo aplicadas as condicfes
de contorno. No terceiro passo, os dados do dominio sdo fornecidos ao software de otimizagéo
topoldgica que num processo iterativo distribui 0 material no dominio de forma a minimizar (ou
maximizar) a funcéo objetivo especificada, no caso, flexibilidade. O resultado obtido é do tipo
mostrado na Fig.8.1.3 (item "topologia obtida™) onde a cor escura indica a presenca de material
e a cor branca indica a auséncia de material no ponto do dominio. Note que podem surgir
pontos com cores intermediarias, denominados de escalas de cinza (ou "gray scale" em inglés).
Esses pontos indicam a presenca de materiais intermediarios que ndo podem ser implementados
na pratica e sempre ocorrem, ou seja, a presenca do "gray scale” é inerente a obtengdo da
solucdo oOtima. Dessa forma, a imagem da estrutura obtida por OT representa um excelente
ponto de partida que necessita ser interpretado para se obter o projeto final da estrutura. Essa
interpretacdo (quarta etapa) pode ser feita usando-se métodos de processamento de imagem, ou
simplesmente desenhando-se uma estrutura baseada na imagem obtida por OT. A pendltima
etapa consiste em se verificar o resultado final da estrutura. Em geral os resultados gerados por
OT néo s&o intuitivos e € interessante fazer uma verificagdo da estrutura final usando MEF, para
criarmos confianca na solucdo através da comprovacdo da optimalidade do resultado.
Finalmente, a Gltima etapa é a fabricacdo da estrutura. Hoje, existem vérias técnicas de
fabricacdo que permitem fabricar estruturas com formas complexas como prototipagem rapida,
entre outras.
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8.2 Conceitos Téoricos da Otimizacdo Topoldgica

A OT é baseada em dois conceitos téoricos principais que serdo descritos a seguir: dominio fixo
estendido e modelo de material.

8.2.1

8.2.2

Dominio Fixo Estendido

O dominio estendido fixo de projeto, ilustrado na Fig.8.1.3, consiste num dominio de
forma fixa limitado pelos pontos de apoio da estrutura e pontos de aplicacdo de
carregamento, e que conterd a estrutura desconhecida. O objetivo da otimizacédo
topoldgica é determinar os espacos sem material (“buracos”) e a conectividade da
estrutura através da remocdo e adicdo de material nesse dominio. O problema de
otimizacdo consiste portanto em se encontrar a distribuicdo 6tima de propriedades de
materiais no dominio estendido fixo.

Na implementacdo numérica o dominio estendido fixo é discretizado em elementos
finitos. Portanto, 0 modelo de elementos finitos do dominio ndo é alterado durante o
processo de otimizacdo, sendo alterado somente a distribuicdo de material nos
elementos. Essa € uma grande vantagem em relacdo a otimizacdo de forma, pois sendo o
dominio fixo, as derivadas de qualquer funcdo q sdo facilmente calculadas usando a
expressao:

ij gdo = 4o

OA, *2 Q0A,
onde A, € uma varidvel de projeto, e g € uma funcgdo. Ja na otimizacdo de forma pelo
fato do dominio Q variar as expressdes para obter os gradientes se tornam muito mais
complicadas.

Modelo de Material

O modelo de material é uma equacdo que define a mistura em microescala de dois ou
mais materiais (um deles pode ser ar) permitindo que hajam estagios intermediarios ao
se passar da condi¢do de zero material (“buraco”) a solido em cada ponto do dominio.
Isso garante a relaxacdo do problema de otimizagdo evitando que se passe de ar para
sélido de forma brusca, o que torna dificil o tratamento numérico do problema. E
portanto um ponto chave na formulacdo da OT. A principio, 0s estagios intermediarios
de materiais ndo tém significado fisico sendo apenas decorrentes de um recurso
matematico para relaxacdo do problema. A definicdo do modelo de material define o
grau de relaxacdo do problema.

Existem varios modelos de materiais descritos na literatura que podem ser utilizados. O
mais simples é o chamado método das densidades, que consiste numa equacédo
matematica que define o valor da propriedade (E) em cada ponto do dominio em funcéo
da densidade (x) do material usado no projeto (que varia de zero a um valor maximo) e a
proriedade bésica (E°) do material a ser distribuido, como descrito na equacéo abaixo.

E, =x,"E°
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Dessa forma tem-se uma variavel (e portanto um grau de liberdade) em cada ponto do
dominio, representada pelo valor da densidade naquele ponto. No caso do problema
discretizado, define-se uma variavel por elemento finito.

Como vantagens esse método € facil de implementar e apresenta um baixo custo
computacional. No entanto, apresenta como desvantagem o fato que a sua formulacéo
em si é empirica, pode ocorrer a formacdo de grande quantidade de materiais
intermediarios (escalas de cinza), além do resultado final depender da discretizacdo da
malha de MEF. Esses problemas s&o contornados com a implementacéo de "filtros™ na
otimizacao.

Um modelo de material mais complexo e robusto foi proposto por Bendsoe e Kikuchi e
baseia-se na definicdo em cada ponto do dominio de uma microestrutura de material
composto, como mostrado na Fig.8.2.1. Essa microestrutura consiste numa ceélula
unitaria com um buraco retangular no seu interior cujas dimens@es sao definidas pelas
variaveis de projeto a e b e pelo angulo 6.

Material Composto  /

Periddico

Célula Unitaria

Dominio Estendido de

X3 Projeto (Corpo El&stico)

X1
Fig.8.2.1: Modelo de material baseado em homogeneizacao.

Assim, em cada ponto do dominio, as propriedades no dominio sdo iguais as
propriedades de um material composto gerado pela repeticdo periddica da
microestrutura de dimensdes a, b, e 6 correspondente aquele ponto. Dessa forma
variando-se os valores de a, b, e 6 ao longo do dominio estendido fixo durante a
otimizacdo altera-se a distribuicdo das propriedades de material nesse dominio, de
maneira que ao final da otimizag&o existirdo pontos com ar (a=b=1), pontos com sélido
(a=b=0) e alguns pontos com materiais intermediarios. Nesse sentido o problema
consiste em se otimizar a distribuicdo de material num dominio perfurado com infinitos
microfuros. As propriedades em cada ponto do dominio sdo obtidas através do método
de homogeneizacao, que permite o célculo das propriedades efetivas (c") de um material
composto conhecida a geometria e composicdo de sua célula unitaria.

Quando a célula unitaria é rotacionada de um angulo 6 o novo tensor de propriedades
efetivas (ou homogeneizadas) c® é dado pela a equacéo:

c® =R(#)'c"R(9)

onde R é uma matriz de rotag&o.
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Esse método é mais dificil de implementar e apresenta um custo computacional maior,
no entanto, seu modelo de material é mais realista, o resultado é independente da
discretizacdo da malha, e o resultado em geral apresenta pouca escala de cinza.

8.3 Implementacdo Numérica
Na implementacdo numérica a OT combina o método de elementos finitos (MEF) com

algoritmos de otimizacdo, em geral, programacao sequencial. O fluxograma da Fig.8.3.1 ilustra
um exemplo de implementagéo da OT.

Projeto Inicial

:

MEF

.

Caélculo da Funcéo Objetivo e Restricdes

Sim

A

convergéncia Resultado Final

Nao

Célculo de Sensibilidades (gradientes)

Otimizacéo
y
4‘ Modelo de Material ‘

Fig.8.3.1: Fluxograma de implementacéo da OT.

8.4 Formulacéo para Trelicas

Nos itens anteriores discutiu-se a teoria de OT para um meio continuo, no entanto OT também é
aplicada para projeto de estruturas discretas, como trelicas. A idéia é partir de um dominio fixo
estendido altamente discretizado em trelicas e utilizar como variaveis de projeto as areas dos
elementos de trelica que podem variar de zero a um valor maximo. Ao final da otimizacéo, a
topologia da estrutura discreta é dada pelos elementos de trelica com area maior que um valor
minimo. Um exemplo de formulag&o é dado por:

Min u'ku ( (flexibilidade)
A
tal que

Vol <V,
0<A <A, i=1..,N

A Fig.8.4.1 mostra alguns exemplos de dominios iniciais de projeto para problemas
bidimensionais e tridimensionais.
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Célula de 4 n6s Célulade 9 nés

Todos os nos interligados
Fig.8.4.1: Dominios Iniciais de projeto para treligas.

As Figs.8.4.2, 8.4.3 e 8.4.4 mostram alguns exemplos de resultados de otimizagdo topologica
para trelicas com os respectivos dominios iniciais de projeto.

|

VAN

Fig.8.4.2: Dominio inicial bidimensional de projeto e resultado da otimizagdo topoldgica para trelicas.

< W2

Fig.8.4.3: Dominio inicial bidimensional de projeto e resultado da otimizagdo topoldgica para trelicas.

£ [ ad
Fig.8.4.4: Dominio inicial tridimensional de projeto e resultado da otimizag&o topoldgica para trelicas.
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8.5 Aspectos Praticos da OT
Quando se obtém um resultado de OT para meios continuos, além das escalas de cinza devemos

estar atentos a outros fendmenos. O primeiro deles é o “instabilidade de tabuleiro” (ou
“checkerboard” em inglés). A Fig.8.5.1 ilustra o fenémeno "tabuleiro de xadrez".

“Checkerboard”

Fig.8.5.1: Tabuleiro de xadrez.

Ou seja, aparecem elementos de cor preta (material sélido) préximo a elementos de cor branca
(“ar”) numa disposicao de tabuleiro de xadrez. I1sso ocorre devido a formulacdo de MEF usada,
mas pode ser corrigida.

Outro ponto a ser analisado é a dependéncia da discretizacdo da malha de MEF. A Fig.8.5.2
ilustra a dependéncia do resultado de OT para diferentes discretizacdes de malha.

Fig.8.5.2: Dependéncia da discretizacdo da malha de MEF.

Essa dependéncia esta relacionada com o modelo de material empregado como ja discutido
acima.

Finalmente, um ponto importante a ser analisado ndo somente em OT mas em qualquer
otimizacdo, é a curva de convergéncia da funcdo objetivo e das restricdes. A Fig.8.5.3 ilustra
uma curva de convergéncia do tipo monotdnica. Dependendo do tipo de funcdo objetivo
adotada (por exemplo, freqiiéncia de ressonancia) essa curva pode variar de forma, no entanto a
presenca de oscilagfes na parte "assintética” da curva indica que alguns parametros iniciais da
otimizacdo devem ser alterados.

A

Funcéo

iteracdes
Fig.8.5.3: Exemplo de curva de convergéncia da funcéo objetivo.
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8.6 Areas de Atuacao
A seguir sdo apresentados alguns exemplos que ilustram o potencial da OT.

O primeiro exemplo consiste na otimizagédo da viga mostrada na Fig.8.6.1a para maxima rigidez
e menor volume. Dois métodos sdo usados, a otimizagdo de forma e otimizacdo topoldgica. O
resultado obtido com a otimizacdo de forma € apresentado na Fig.8.6.1b. Apresenta uma
reducdo de 5% em relagdo ao volume inicial. Nota-se uma grande redugé@o de espessura com
consequente deformacédo da malha em alguns pontos da estrutura, ndo sendo possivel realizar o
remalhamento e continuar a otimizacdo. O resultado de OT é mostrado na Fig.8.6.1c e a sua
interpretacdo final na Fig.8.6.1d. A estrutura final obtida apresenta uma reducédo de volume de
42% em relacédo ao volume inicial e uma deflex&o 7% menor do que a configuracéo inicial!!

. Carga
d,_“______,,_!_ _ : -
IaYa YV
VA DA DA DADAY,
oy A B
Considerado como um
Unico buraco
Néo é
relevante
para a

estrutura

Fig.8.6.1: Otimizacao de uma viga para maxima rigidez e menor peso.

A tabela 8.6.1 mostra os resultados de volume, deslocamento e maxima tensdo de VVon Mises.
Note que a tensdo maxima no resultado final é apenas 4,5% maior do que no inicial.

Tabela 8.6.1: Volume, deslocamento e tensdo maxima para as estruturas apresentadas na Fig.8.6.1.

Fig. Volume Deflection Max. stress
Initial, infeasible design A 1.07 10.1 292
Optimal cirular holes 1.10 9.4 248
Optimal boundary of holes B 1.02 9.4 372
Optimal topology C 1.10 6.0 227
Final design D 0.62 9.4 305

O proximo exemplo ilustra a reproducéo do problema resolvido por Michell em 1904 mostrado
na secdo 1.1. Esse problema é considerado uma "benchmark" para os softwares de OT e
demonstra que o método de OT é matematicamente correto. A Fig.8.6.2a ilustra o dominio
inicial, a Fig.8.6.2b o resultado de OT e a Fig.8.6.2¢ o resultado analitico obtido por Michell.
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Design Domain
Nondesign
Domain P
N
] 1 \ - Tl
20 20
l 15| PP l
< 55 -

C
Fig.8.6.2: Reproducdo do resultado de Michell.

A Fig.8.6.3 ilustra outra aplicacdo da OT que é o calculo do reforcamento 6timo de chapas e
cascas de forma a resultar na méxima rigidez com o menor volume de reforgamento. O exemplo
é um cap6 de automoével (Bendsoe e Kikuchi, 1988), onde a area escura indica a presenca do
reforcamento enquanto a area clara indica a espessura normal da casca. O reforcamento pode
ser implementado soldando-se vigas em "U" no cap®, por exemplo.

Carregamento Reforcamento Otimizado
Fig.8.6.3: Reforcamento 6timo de um capb de automdvel.

Além da minimizacgéo de flexibilidade com o menor volume de material, ainda na area
mecanica estrutural, outras fungdes objetivo foram implementadas como maximizagédo da
freqiiéncia de ressonancia (ou carga de flambagem), minimizacéo da resposta em frequéncia,
maximizacao da absorcdo de energia de impacto, etc. Algumas dessas fungdes objetivos ja estdo
disponiveis nos softwares comerciais de OT.

Nos ultimos cinco anos a OT foi expandida na area académica para outras areas da engenharia.
Assim, a OT foi implementada para o projeto de: mecanismos flexiveis, ou seja, mecanismos
onde o0 movimento é dado pela flexibilidade da estrutura ao invés da presenca de juntas e pinos;
atuadores piezoelétricos; dispositivos eletromagnéticos, onde o objetivo & maximizar a relacdo
torque/volume nos motores elétricos ou a emissivade e receptividade de antenas; e projeto de
materiais compostos com propriedades desejadas. As pesquisas em OT se concentram nesses
topicos atualmente.
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9. SOFTWARES DE OTIMIZACAO COMERCIAIS
DISPONIVEIS MAIS USADOS EM ENGENHARIA

Nesse capitulo sdo apresentados 0s mais comumente usados softwares de otimizacdo utilizados em
engenharia disponiveis no mercado e suas principais areas de atuacdo para conhecimento geral do
leitor.

TSO (WASP) - projeto preliminar da asa e cauda de avides com restricGes aeroelasticas
combina andlise estrutural (modelos simplificados) e otimizacdo (método de penalizacdo
interior);

ACCESS, FASTOP, OPSTAT, OPTCOMP, OPTIMUM, ASOP, STARS, DESAP - integram
algoritmos de MEF especificos com otimizacéo;

OPTSYS - integra os programas de MEF generico ABAQUS e ASKA com algoritmos de
otimizacao;

ASTROS - software de otimizacgéo estrutural baseado no NASTRAN;

NISAOPT (SHAPE e STROPT) - baseado no NISA 11;

ADS, DOT e DOC (empresa VMA) - derivados do CONMIN. DOT é uma colecdo de
subrotinas em FORTRAN para otimizacdo. DOC é um programa de controle que facilita o uso
do DOT na solucdo de problemas com multiobjetivos;

NEWSUMT - pacote de otimizacdo baseado em métodos de penalizacéo;

OPT - software de otimizacdo baseado no algoritmo de gradientes reduzidos;

IDESIGN - software de otimizacao baseado no PQS (ou “SQP”);

NASTRAN, I-DEAS, ANSYS - possuem algoritmos de otimizacéo, calculo de sensibilidade, e
otimizagdo topologica baseado no metodo das densidades;

GENESYS - apresenta 0 MEF j& integrado com algoritmos de otimizacdo, incluindo otimizacao
topoldgica;

OPSTRUCT (empresa ALTAIR - EUA) e OPTISHAPE (empresa QUINT - Japéo) - softwares
de otimizacéo topoldgica baseados no método de homogeneizacéo;
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