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4.3.2.2 Célculo dos Multiplicadores de Lagrange

Vejamos como calcular numericamente os multiplicadores de Lagrange. Associados
a um ponto que foi calculado como sendo o ponto minimo. Consideremos
novamente a condic¢do de estacionaridade do Lagrangeano usando notagdo matricial:
VE-NA=0

onde:

a9; . o

n =§ j=1...,r (restricdo ativas)
I
i=1,...,n (nimero de variaveis de projeto)

Assim r € o numero de incognitas (A - multiplicadores de Lagrange associados as
restri¢Oes ativas) na equagdo matricial de estacionaridade e n o nimero de equacoes.
Se r=n a equacdo de estacionaridade apresenta solucdo Unica. Se r<n (caso tipico) o
namero de incognitas € menor do que o nimero de equacdes. Nesse Ultimo caso,
uma solucdo aproximada de A pode ser obtida pelo método dos minimos quadrados,
como descrito abaixo:

u=NA-Vf = Min|u|’ = (N2~ V)" (NA-Vf)= 2N"NA-2N"Vf =0 =
= 2 =(N"NJ" NV

Assim, 0 que se obtém com essa formulagdo é o vetor A que resulta no menor valor
de u (ndo necessariamente zero).

O célculo acima é usado em qualquer situacdo r=n ou r=n. No entanto, se 0 ponto em
questdo satisfaz as equacdo de estacionaridade A € a solucdo exata (u=0).
Substituindo A na equagdo Vf —NA =0, obtém-se:

PVf=0, onde P=1-N(N'NJ'N"
e P é chamada matriz de projecéo.

Considere o exemplo abaixo onde deseja-se determinar se o ponto (-2,-2,4) é um

minimo local:
Min f=x+X,+X,
X1 X5, X5 , )
tal que 9. =8-X" —X;" 20
g,=X%,-420
0,=%X,+82>0
Solucéo:

Observa-se que nesse ponto as restricdes g; e g, estdo ativas (g:=g,=0) e a restrigéo
g3 estd inativa (gs=6), ou seja, r=2 e n=3. Assim, podemos construir a mantriz N:

W gy =4, By s P 40

0X, OX, OX4 _Nzl2 0
892 =O, agz =O, 892 =l 0 1
OX, OX, 0X,4

e portanto utilizando o método dos minimos quadrados acima, temos:
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1

32 0 8 _ 1/4
of _ of of 1= vi=d1l NN = - NTVF = :ﬁ:(NTN)lNTVfZ

X, 00X, OX, 1 0 1 1 !

e calculando PVf =0, temos:
PV =[1-N(N'NJ'NTIVf =0

Portanto, A é a solucdo exata e todos 0s seus componentes sdo positivos. No entanto,
como o0 numero de restricbes ativas (2) é diferente do numero de varidveis (3)
devemos obter a matriz Hessiana para verificar se as condi¢des KKT séo satisfeitas.
Note que a equacdo VFf —NA =0 é igual a:

1-42,=0

1-44,=0

1-4,=0
ou seja, as duas primeiras equacdes sdo linearmente dependentes, e portanto temos
apenas 2 equacOes linearmente independentes. Se as 3 fossem linearmente

independentes, o A obtido ndo seria a solugdo exata e a condigédo de estacionaridade
ndo seria satisfeita (e portanto KKT).

4.3.2.3 Definigéo de Problemas Convexos

A definicdo de problema convexo € muito importante em otimizacdo, pois esta
relacionada com o conceito de minimo local e minimo global. Um problema é dito
convexo se a funcédo objetivo e 0 dominio viavel correspondentes sdo convexos.

Uma funcéo é definida matematicamente como convexa se dado dois pontos X; e X»,
entéo:

flax, + 1-a)x,|<of (x,)+(1-a)f(x,), 0<a<1l
Intuitivamente, uma funcdo é convexa se é capaz de "reter" agua, ou seja, tem a
forma de uma tijela. A negativa dessa funcdo é chamada cbncava, e finalmente
existem as func¢des que ndo sdo nem convexas nem concavas. A Fig.4.3.7 ilustra os
trés tipos de funcdo.

1
]
1]
A A
Ay x=axy+{i-akx,

——=A>

Funcdes Convexas

|
!
H
x:

X

i !
l ! Funcfes Concavas
X

= F(X)LX/—\_/ /\/

FuncBes nem convexas nem cdncavas

R

Fig.4.3.7: Func¢bes convexas e cdncavas.
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Baseado na expressdo matematica acima demonstra-se que se a funcao é convexa, a
sua matrix Hessiana é positiva semi-definida, e se a funcdo é cbncava a sua matriz
Hessiana sera negativa semi-definida. Uma funcédo linear é uma fungdo convexa
(sinal de igual na expressdo acima).

Um dominio é definido matematicamente como convexo se dado dois pontos X; e Xa,
entéo:
Seja w =ax, +(1-a)x,, 0<a <1 Sew c dominio para Vx,,x, = dominio &
convexo

Fisicamente quer dizer que se escolhermos dois pontos quaisquer no interior do
dominio e 0s unirmos por uma reta, entdo se todos os pontos dessa reta (entre os dois
pontos) estiverem no interior do dominio, esse serd considerado convexo. Caso
contrario sera um dominio concavo. A Fig.4.3.8 ilustra esse conceito.

X, X

4 4 "

1 1
3 4

X i L
v 3 4

X,
Dominios Convexos Dominios Cdncavos

Fig.4.3.8: Verificacdo de dominios convexos e céncavos.

A Fig.4.3.9 mostra exemplos de dominios convexos e concavos.

@00

Dominios Convexos

d)e

Dominios Céncavos
Xx

Fig.4.3.9: Exemplos de dominios convexos e concavos.

Considerando que no problema de otimizacdo o dominio viavel é definido por um
conjunto de equacbes, mediante a expressdo matematica acima demonstra-se que
esse dominio sera convexo se todas as restricGes de inegualdade sdo c6ncavas ou
lineares (retas) e todas as restricdes de igualdade sao lineares.

Assim se a funcdo objetivo e o dominio vidvel sdo convexos, o problema é dito
convexo. A Fig.4.3.10 ilustra um problema convexo.
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Fig.4.3.10: Exemplo de problema convexo.

A grande vantagem de um problema ser convexo é que apresenta um minimo global.
Ou seja, se provarmos que o problema é convexo, entdo a solucdo Otima obtida,
dado que as condicdes KKT sejam satisfeitas, necessariamente serd& um minimo
global. Dessa forma, para problemas convexos as condicdes KKT também sdo
condigdes suficientes de optimalidade, uma vez que o problema somente apresenta
um minimo global. No entanto nem sempre € facil identificar se um problema é ou
ndo convexo. Alguns problemas classicos em otimizagdo estrutural foram
matematicamente provados serem convexos, como a minimizacdo da flexibilidade,
enquanto outros como maximizagdo da freqliéncia de ressonancia e carga de
flambagem néo sdo problemas convexos.

Infelizmente a grande maioria dos problema ndo sdo convexos. No entanto, existe
um método de solugdo chamado programacdo linear sequencial em que um
problema nédo-convexo é aproximado por uma sequéncia de subproblemas convexos.

Vejamos um exemplo de problema convexo. Determine se o problema de otimizacéo
abaixo é convexo ou néo:

Min £ =3x,+/3x,

X1,X
172 91:3_1§_6J§20
tal que X, X,
g,=%,—-57320

g,=X,-71720

Solucéo:

Note que a fungdo objetivo é linear e portanto é convexa. Com rela¢do ao dominio
viavel temos duas restricbes de inegualdade lineares (retas), resta analizar se a
restricdo g; de inegualdade é concava. Para isso devemos calcular a sua matriz
Hessiana:
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b | 7360} 0
' 0 -1243/%

Assim, considerando que X; e X serdo positivos (ver restricbes g,  gs acima), a
matriz acima é negativa definida, e portanto a restricdo g; é céncava. Assim o
dominio viavel é convexo e o problema é convexo. Isso significa que a solucédo
6tima encontrada, dado que as condi¢des KKT sejam satisfeitas, sera um minimo
global do problema.

4.3.2.4 Ponto Sela (**Saddle Point')

Dizemos que uma funcdo F(x,y) possue um ponto sela ("Saddle Point") se:
FOC,y) <Y ) <F(XY)
« « | Minimoem x
onde: F(X',y ){ .
maximoemy
Assim F(x,y") apresenta um minimo em x" e F(x",y) apresenta um minimo emy .
A Fig.4.3.11 ilustra o conceito de ponto sela (X', y*) para uma funcéo bidimensional:

F(X, Y)

Y=Y

Fig.4.3.11: Ponto Sela.

Pelas inegualdades acima, conclue-se que:

V,F(X",y)<0
V. F(xy)>0

V,F(X',y)=0

enopontosela: L
V.F(x,y)=0

No caso particular da funcio Lagrangeana L(x,)), é demonstrado que L(x ,A") é um
ponto sela, representando um minimo com relacdo & x e um méaximo com relagéo a
A. Assim:

V.LX,1)=V,L(x,1)=0

V,L(x, 1) =0

Sabendo que (x",1.") define um ponto sela para a funcdo Lagrangeana podemos
definir uma forma alternativa de encontrar o ponto étimo do problema.

{ViL(x*,/i) <0
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A funcéo Lagrangeana pode ser definida em termos somente de A:
L(A) = min L(x, A)

Como L(A) é maximo em relacdo & A no ponto 6timo, para obter o ponto 6timo
queremos maximizar L()):
max L(4) = max min L(x, 4)
X

Analogamente, 0 mesmo ponto Otimo pode ser obtido pelo outro caminho
(tradicional):
L(x) =max L(x, 2) = min L(x) = min max L(x, A)

Assim:
[mflx min L(x, 1) = min max L(x,;t)}

X X

Assim trata-se de um problema do tipo min-max.

Vejamos um exemplo de obter o ponto 6timo usando o conceito:
max L(2) = max min L(x, A)

Considere o problema abaixo e obtenha o seu ponto 6timo:

o1
Min —
X

X
tal que x-1<0

x>0

Solucéo:

O Lagrangeano do problema vale: L(x, 1) = 1 Ax-1)
X

Calculando 0 minimoem x: V, L(x,4)=0= _i2+,1 =0=>
X

%:L(ﬁ):ﬁ+/1(ﬁ—] NI

1A =1=x =1

= X= +—(masx20):x:

Nr

Calculando o maximoem A: V ,L(1) =
L a)=(

A Fig.4.3.11.1 ilustra a fungdo Lagrangeano do problema acima mostrando que a
solucdo 6tima € um ponto sela.

1,1) (Ponto Sela)
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Fig.4.3.11.1: Funcéo Lagrangeana do problema.

Os gradientes devem ser continuos em X e A, caso contrario, a abordagem de solugédo
para o problema min-max descrita na secéo 3.3 deve ser utilizada.

4.3.2.5 Dualidade

Vamos definir inicialmente o conceito de problema "Primal” e problema "Dual”
considerando um problema de programacéo linear. O problema na sua forma Primal
consiste na formulacédo que foi apresentada anteriormente:

Varios métodos estdo sendo estudados para a solucdo desse problema sem se
preocupar com o valor dos multiplicadores de Lagrange. A principio 0s
multiplicadores de Lagrange ndo sdo calculados porque essa informagdo ndo é
utilizada. No entanto, se os A" forem conhecidos com antecedéncia, o problema de
otimizacdo pode ser resolvido como um problema de minimizacdo sem restri¢do
usando os métodos que serdo descritos na secao 4.3.2.8.

Vejamos agora a formulacdo do problema Dual equivalente ao problema Primal
apresentado acima:
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Max f,=-1"b

A T

tal que A 4 =-C

420

onde os multiplicadores de Lagrange sdo denominados variaveis duais. Como se
sabe, ap6s resolver o problema Primal, podemos recuperar as variaveis duais A". Da
mesma forma, deve ser possivel em alguns casos, resolvendo o problema dual,
recuperar o valor 6timo das variaveis primais X . A motivacao para essa abordagem
é que na maioria dos problemas de otimizagcdo somente algumas restricdes sao
criticas no ponto 6timo, assim somente alguns A"~ sdo ndo-zeros. As variaveis duais
()") associadas as restricdes de igualdade serdo ndo-zero , e portanto essas restricoes
sdo facilmente incluidas na otimizag&o.

Além disso, sabemos que como o 6timo do Lagrangeano (x', 1) é um ponto sela, as
fungdes objetivo dual e primal devem ter o mesmo valor. Assim, se compararmos o
6timo da funcdo objetivo dual com a primal, o grau de igualdade entre elas é uma
medida da precisdo com que o problema primal foi resolvido, ou seja, 0 problema
dual sempre fornece um limite inferior no valor 6timo do problema primal (ver
Fig.4.3.11).

Meétodos duais tem sido extensivamente usados em programagcao linear pra aumentar
a eficiéncia da otimizacdo. Na programacdo ndo-linear, esta abordagem ndo é em
geral utilizada porque nem sempre as variaveis primais podem ser manipuladas de
forma conveniente no problema dual.

Na programacdo linear a vantagem de se utilizar a dualidade é clara. Se
considerarmos que o problema primal possue m restri¢ces e n variaveis de projeto
(primais), onde m>n, ao converté-lo num problema dual, teremos n restricbes e m
variaveis de projeto. Assim, no problema dual teremos mais variaveis de projeto do
que restricbes o que computacionalmente é mais eficiente. Vamos demonstrar
matematicamente a equivaléncia dos problemas primal e dual (conceito da
dualidade) para a programacdo linear. Ambas as formulacdes foram apresentadas
acima.

Escrevendo o lagrangeano do problema primal e calculando o gradiente com relagéo
a X (pois queremos incialmente minimizar L(x,A) em X), temos:
L(x,A) =c'x+ 2" {Ax-b} =V L(x,2)=c+A"A>0
onde a inegualdade vem do conceito de ponto sela apresentado na secdo 4.3.2.4. Mas
no ponto 6timo (x) devido a condicdo de estacionaridade devemos ter
V., L(x,4) =0. Assim, multiplicando a equacao acima por x e impondo a igualdade:
c'X +A'AX =0

Substituindo em L(x,)), obtemos ,L(1) =-A'b, que representa a funcio objetivo
dual a ser maximizada. A equagéo ¢+ A" A >0 é a restricdo do problema dual, além
de 4, >0. Note que se tivessemos f; =c'x+F, a constante Fy seria simplesmente

adicionada a L()).
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Assim formula-se o problema dual apresentado acima. Esse problema é resolvido
como um problema comum de programacdo linear e sabemos que as funcdes
objetivo do problema dual e primal sdo iguais no ponto 6timo, ou seja:

f(x") =L(7)
Para obter X~ (variaveis primais), devemos usar a informacdo que se A;#0 a j-
esima restricao € ativa no problema primal, e se 4; =0 a j-ésima restrigdo € inativa
no problema primal.

Vejamos um exemplo do uso da dualidade na solucdo de problemas de programacéo
linear. Considere o problema de programacéo linear abaixo:

@in f:—4x1—x2+50\

X1:% X, —X, <2

tal que X, +2X,<8
X, +X, <10
-5X, +X, <5

\ X, 20; xzzy

Solucéo:

A matriz A e os vetores b, ¢ sdo iguais a:

1 -1 2
-4 1 2 8
cC= A= b=
-1 1 1 10
-5 1 5

Assim, convertendo no problema dual equivalente usando a teoria acima, obtemos:
Max L=-24 -84,-104,—54,+50
Ay Ay Ay,
tal que

)"4

Iyt Ay + A =50, >4

AL +2,+ 4+, 21

2,20, i=14

Note que temos menos restricdes e mais variaveis. Resolvendo o problema:
713

. |5/3 .
L=y =)=

0
Agora, no calculo das variaveis primais utilizamos a equacdo de estacionaridade de

L(x,A) que € igual a equagdo ¢+ A1 >0 juntamente com as equacdes de restricoes
ativas no problema primal (1; #0):
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7/3
v L(x*,}t*)={_4}+{l 11 -5} 5/3 ={O} (4 )
X ‘1) -1 21 110 0] = X ={2}:>f(><)=32
0
X*l — X*z =2; X*l + 2X*2 =8

Assim, como era esperado f(x)=L(1).

4.3.2.6 Programacéo Quadratica

Um problema de otimiza¢do ndo-linear que também pode ser resolvido usando o
conceito de dualidade é um problema de programacao quadratica (PQ). Supondo n
variaveis de projeto e m restrigdes, um problema de programacdo quadratica é
definido como:

Min F(x) = %XTAX +bx

X

tal que Bx<c
x>0

onde A é a matriz Hessiana.

Partindo do Lagrangeano do problema e repetindo a deducdo acima realizada para a
programacao linear temos:

L(x, 1) =%XTAx+bx+/1T(Bx—c):> V.L(x,2)=Ax+b+B"A=0=

—x=-Ab+B"A)= L(2)= —%ﬂTDZ ~d.A —%bTA‘lb

onde: D=BA'BT e d=c+BA™
Note que o termo %bTA‘lb € uma constante. Assim, o problema dual equivalente é

formulado como:

Max L(/l)z—%/lTD/l—d./l
A
(1>0)

onde temos m variaveis de projeto.
Dessa forma, converteu-se o problema inicial de programacdo quadratica com m

restricdes de inegualdade e n varidveis de projeto em um problema com m variaveis
de projeto com simplesmente restrigdes do tipo 4; > 0.

A solucdo do problema de programacdo quadrdtica (PQ) sera usada na
implementacao da programacéo quadratica seqiiencial descrita na se¢éo 4.5.

No aplicativo SCILAB a rotina que resolve um problema de PQ € denominada
QUAPRO. Essa rotina resolve um problema de PQ da forma:

77



Otimizacdo em Engenharia Mecanica Prof. Dr. Emilio Carlos Nelli Silva

Mn f =%XTQX+pm
X

tal que Cx=b,

e Q é uma matriz simétrica nxn.

A sua sintaxe é dada por:
[x,lagr,fl=quapro(Q,p,C,b,ci,cs,mi,x0)

onde:

e X - vetor da solucdo 6tima;

e lagr - vetor de multiplicadores de Lagrange (n+m;+mg). Se o valor de um
multiplicador é zero, a restricdo correspondente esta inativa, caso contrario esta
ativa na ponto 6timo;

e f-valor 6timo da funcéo;

e m;- numero de restri¢des de igualdade;

e Xp- chute inicial de x; ou “xo=v” 0 calculo € iniciado num veértice do dominio; ou
“Xo=@” o0 valor inicial ¢é arbitrario;

4.3.2.7 Métodos Diretos

Vejamos agora alguns metodos para a solucdo de problemas de otimizacdo com
restricdo. Como ja& mencionado, esses metodos sdo classificados em métodos diretos
e indiretos. Os métodos diretos verificam as restricdes apds seguirem o
procedimento do algoritimo de otimizagdo sem restricdo. Entre esses métodos temos
0 Metodo das Projecdes do Gradientes e dos Gradientes Reduzidos e o Método das
DirecgOes Viaveis.

a) Método dos Gradientes Reduzidos e Projecédo do Gradientes

Inicialmente consideremos um problema de otimizagdo ndo-linear com restriges
lineares:

Min ()
X T
tal que 9 =2; X—b; =0
j=1...n,

Considerando r restri¢cdes ativas podemos escrever as equagdes de restricdo como:
g, =N"x—b=0 onde:n; =a;
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A hipédtese bésica do método é que x se encontra no subespaco tangente as
restricdes ativas, dessa foma o método caminha na fronteira das restricdes. Assim,
se:
Xig =X;+as
e ambos Xi.1 € X; satisfazem g, = N"x—b =0 entdo:
N, =N"X,+aN's=b=b+aN"s=N's=0

i+l

A direcdo s é obtida através da solucdo do problema de otimizacgéo:

Considerando o Lagrangeano do problema e impondo a condicdo de
estacionaridade, obtemos s:

L=s"vf —sTN/I—y(sTs—l):(Z—L:Vf ~NA-25=0=>
S
= N'VF—-N"NA=0=4=(N"NJ'"N"Vf =

=5 =i[| —N(NTN)‘lNT]Vf - L pyy
2u 24

onde a matriz P ¢ denominada matriz de projecdo, ou seja, para w arbitrario Pw é o
subespaco tangente das restricdes ativas, pois:

NTPw = NT[I-N(NTN)'NTIw =0
Apds calcular s, 0 método segue o fluxograma da Fig.4.3.12.

[ Remover restricdo
L.com A mais negativo

—{Calcular s =PVf

Busca KKT é Otimizacéo
Unidimensional satisfeita termina

de o
Fig.4.3.12: Fluxograma do método de gradientes reduzidos e projecdo dos gradientes.

Note que se s =0, entdo as condigdes KKT podem ser satisfeitas. Assim, calculam-
se os multiplicadores de Lagrange. Se todos A, >0 as condigdes KKT sdo

satisfeitas. Se algum 4; < 0€ uma indicacdo de que embora ndo se possa mais obter

progresso com o conjunto de restricOes ativas corrente, ainda pode-se prosseguir
removendo algumas das restricOes associadas aos A; <0. Em geral, remove-se a

restricdo associada ao A;mais negativo. Se s=O0realiza-se uma busca
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unidimensional. Se s permanece igual a zero e ainda ha A; <0 remove-se outra
restrigdo, até que todos 4; >0 e assim por diante.

Apo6s cada busca unidimensional de o é necessario verificar o valor limite de o
definido pelas restri¢bes inativas, ou seja, 0 o obtido ndo pode desrespeitar as
restricbes que estavam inativas (nem as ativas logico). Assim substituindo

X, =X, +as em g=a, ' x—b, >0 , temos:

.
T —D. (x.
gj=ajT(xi+oes)—bj20:>ozS—(aJ X'T ‘)=—g‘(i(')

a,'s a,'s

que é valido se ast <0, caso contrario ndo ha valor limite superior de o devido a j-

ésima restricdo. O valor limite de a vale:

a= mn «

aJ>Q
restr.ativas

Vamos considerar agora restricbes ndo-lineares. Essencialmente, essas restricbes
sdo linearizadas em torno de x;. No entanto, ap0s realizar a busca unidimensional o
valor de x é movido pra fora da fronteira das restricbes como ilustrado na
Fig.4.3.13. Isso ocorre, porque movemos na direcdo tangente as restricbes. Assim é
necessario realizar uma correcdo ap0s a busca unidimensional.

]

Direcao de
restauracéo

Direcao de
projecdo

Fig;4.3.13: Direc0es de proje¢do e restauracao.

Para obter a correcdo se utiliza a aproximacéao linear:
T (<=
g;~9;(x)+Vg; (Xi _Xi)
onde queremos X; — X, que reduza g; a zero. Verifica-se que

— -1
Xi = X =_N(NTN) 9, (%)
¢ a correcdo desejada, onde g, representa as restricdes ativas (lembre-se que
Vg J.T =NT). Além dessa correcdo, a ndo-linearidade das restricdes exige o calculo
de N em cada ponto. Isso complica a determinacdo do valor limite de o que garante
que as restricBes inativas ndo serdo desrespeitadas. Assim, o valor de o é
determinado especificando uma reducédo desejada y na funcéo objetivo, ou seja:
* X

FO6) = (x0) 2 VET (X =%, )= A (x) = 2" = _%

onde foi usado a equagéo X,,, = X; +as. Dessa forma X;.1 vale:

Xy =X, +a'S— N(NTN)_lga
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Vejamos um exemplo. Considere a solugdo do problema abaixo adotando como
ponto inicial x, =(11,61,7,17)= f = 47,25:

Min £ =3x,++/3x,

Xq,X

Ve o318 6BV,

tal que ® =275 "
g,=X,-57320

g,=X,-7.17>0

Solucéo:

Nesse ponto temos duas restricdes ativas: g, =0, g, =0. Assim, calculando-se os
gradientes de f, g1 e g3, temos:
vf :{ 3 } Vg :{0,1335}_ Vg :{0}_ N :{0,1335 0}3
V3" TP 02021 R 1) 0,2021 1
22,47 }

=>P=0=s=0= 1=
—2,798

onde foi usada a equacdo A= (NTN)leTVf para o calculo dos multiplicadores de
Lagrange. Como g3 apresenta A, < 0deve ser eliminado do conjunto de restri¢des
ativas. Entéo:
0,1335 0,6962 -0,46 -1,29
N = =P= =s=—PVf =
0,2021 —-0,46 0,3036 0,854
0,05x47,25

[-1,29 0,854]{\%}

Como nenhuma da restricbes estavam violadas, ndo ha necessidade de se
implementar a corre¢do. Assim, continuando:

. |1161 -1,29 10,34
X, =X, +as= { }+ 0,988{ } = { } = f(x,) =44,89; g,(x,) =-0,0382

Para 5% de reducdo na funcéo objetivo (y=0,05): a* = =0,988

717 0,854 8,01

A restricdo g esta ativa (sendo violada). Portanto:
0,1684 0,4806 —0,4996 —0,5764
N=Vg, = = P= =s=-PVf= :
0,1620 -0,4996 0,5194 0,5991

Devido a violacdo da restricdo o coeficiente de reducdo é diminuido para 2,5%
(y=0,025):
0,025 x 44,89

[-0,5764 0,599]{%}

e também devido a violagdo (g,=-0,0382) ha necessidade da correcéo:

y=0025=a=- =162
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L (0118 ) L (1034
g, =-0,0382 = -N(N"N)"g, = = x, =X, +a’s—N(N"NJ g, = +
0113 8,01

0576 | [0118) (9,52
~1,62 + = = f(x,) = 44,32; g,(x,) =-0,0328
~0,599/ |0113/ ]9.10

9,464

A solucdo 6tima vale: X =
9,464

}:f(x*) 44,78,

b) Método das Direcdes Admissiveis

Ao contrério do método anterior, 0 método das direcBes vidveis procura ficar
distante das fronteiras das restricdes. No entanto, a sua iteragédo se inicia na fronteira
do dominio vidvel. Se nenhuma restricdo esta ativa entdo métodos de minimizacéao
sem restri¢cdo sdo usados para obter uma direcéo.

Essencialmente esse meétodo sempre procura caminhar numa direcdo util (que
melhora a funcdo objetivo) e viavel (respeita as restricdes) como ilustrado na
Fig.4.3.14.

V&1
g=0 "%} )

1
(=4

X
v

Fig.4.3.14: Selecéo das direcdes de busca usando o método das dire¢Oes viaveis.

Uma direcéo é viavel se satisfaz:

s'Vg, >0
e uma direcdo € Util se satisfaz:

s'Vf <0

Assim a direcdo s é obtida através da solugdo do problema de otimizacdo de
programacao linear:

Min £

SaB _ T ) ) <

tal que s'Vg;+0,4<0
s'Vf+ <0 0,20
Is;| <1

Os coeficientes & determinam o quanto X ira se afastar da fronteira das restricdes.
Um valor de =0 resultara num movimento tangente a fronteira das restriges,
sendo apropriado para restricdes lineares. Um valor grande de & resultard num
grande angulo entre a fronteira da restricdo e a direcéo s, sendo apropriado para uma
restricdo altamente ndo-linear.
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O problema acima é resolvido usando o0 método Simplex. Se £, >0 uma direcdo
viavel e util foi encontrada. Se ..., =0 pode ser mostrado que as condi¢des KKT
sdo satisfeitas.

Vejamos um exemplo. Considere a solugédo do problema abaixo, adotando como
ponto inicial x, =(11,61,7,17)= f = 47,25:

Min  f=3x,+4/3x,

XX 18 643
tal que 9: =35~ 0
1 XZ
g,=X%,-573=20
g,=X,—-7.1720

Solugéo:

Nesse ponto temos duas restricdes ativas: g, =0, g, =0. Assim, calculando-se os

gradientes de f, g; e gs, temos:
Vf—3'V—O’1335'V |0
Bl BT o202t YT

Selecionando-se 6,=0,=1, temos:

Min B

052, B (13356 -0,20215, + B<0
tal que ~0133%8,-02021s, + f <
-s,+ <0
35, +~/3s,+ <0
-1<s, <1

\_ 1<s, <1 W

Cuja solucéo vale: s, =-0,6172; s, =1

Realizando uma busca unidimensional, temos:

11,61 —-0,6172
X, = +a
717 1
Como a funcdo objetivo é linear o valor de o sera limitado pelas restricdes. A
exigéncia que g, ndo seja violado nos leva a a=9,527, x1=5,73, X,=16,7 0 que resulta

na violagéo de g;. Verifica-se que para a<5,385 (x, =8,29; x, =12,56 = f = 46,62),
g1 nem g séo violados. A Fig.4.3.15 ilustra o que ocorre.
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10 T
9 - .

g T

7 17T ITIry

' 6 -t

5 -

T—'\,'ri —t—
5 6 7 8 9 1011 12 X1
Fig.4.3.15: DiregBes viaveis.
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Na proxima iteracdo temos apenas uma resticdo ativa (gi). Assim, calculando-se 0s

gradientes:
_18
2
X 0,2619 3
Vg, = Ll=y" . V=
G {0,0659} {?Nfﬂ}
2
X2

Selecionando-se 0s mesmos valores de 6, e 6,, obtém-se o problema de otimizacéo:
Min £
S1:52, B
tal que

-0,2619s, -0,0659s, + S <0
35, +~/35,+ 8 <0

-1<s, <1

-1<s, <1

Cuja solucéo vale: s, =0,5512; s, =-1

Realizando uma busca unidimensional, temos:

8,29 0,5512
X, = +a
12,56 -1
onde realizando a analise anterior o é limitado em a<4,957. Assim:

11,02

a=4957 =X, =
7,60

}:» f(x,) = 46,22

9,464

A solucéo 6tima vale: X" =
9,464

}:f(x*) = 44,78,

4.3.2.8 Métodos Indiretos
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Esses métodos transformam um problema de otimizacdo com restricgdo num
problema de otimizacdo sem restricdo. As restricbes sdo substituidas por
penalizacdes que dependem do grau com que a restri¢ao é violada. As penalizagoes
devem ser altas o suficiente de forma que as restricdes sejam ligeiramente violadas.
No entanto a imposicao de altas penalizagdes logo de inicio resultam em problemas
numéricos, assim se utiliza uma abordagem gradual em que se inicia com pequenas
penalizacOes que vdo sendo aumentadas gradualmente. Entre esses métodos temos o
método das Penalizacdes e o método de Lagrange Aumentado.

Meétodo de Penalizacdo Exterior

Considere o problema de otimizacéao abaixo:

Min  f(X)

X

tal que hi()f)_o’
1=1,..,n,
j=1....,n,

No método de penalizacdo exterior, esse problema é transformado no seguinte
problema de otimizagdo sem restricao:

Min #(x 1) =100+ 0200413 (~g,)

X

F="1,,..,F —>0

onde <a> =max(a,0) e o valor de r; aumenta gradualmente com as iteragdes. Como
exemplo numérico, considere o problema abaixo:

Min X

X 2

tal que x—4>0
que é transformado no problema abaixo:

Min X.r(a-x) |

X

onde r=0, 0,1, 0,5, 2,5,...—> . A Fig.4.3.16 mostra a plotagem da fungdo #(x) e
ilustra o que acontece a medida que aumentamos o valor de r.
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G x.r) x=4
r=25| 3
N
N
N
G N
\0 Q
S
N f(x)=0.5x
N
N
r'=(Q N
=

X

Fig.4.3.16: Funcéo de penalizacao exterior.
Nota-se que a curva ¢(x) apresenta 0 seu ponto minimo junto a fronteira da
restricdo, reproduzindo assim o resultado do problema de otimizacéo inicial. Para
um alto valor de r a funcdo ¢(x) apresenta uma curvatura acentuada no ponto
minimo. Essa curvatura acentuada causa um mau condicionamento numérico se
tentarmos logo de inicio calcular 0 minimo de #(x) com um alto valor de r.
Aumentando o valor de r gradualmente, de forma que para cada valor de r o ponto
6timo calculado na iteragdo anterior é usado como ponto de partida nas iteracdes
para o calculo do ponto 6timo do valor de r corrente, contorna-se o problema do
condicionamento numérico.

O valor de r € aumentado até que se atinja a convergéncia da solucdo Otima.
Existem varios critérios de convergéncia para a solucdo Gtima, vejamos alguns

deles:
. exX (r_) =X (r. r « o
. ‘x —aHSg1 onde a= (fiy) =X (%) e c=-1.reri sdo os dois Ultimos
c-1 I
valores de r;
¢-f

<¢g,, umavez que ¢ —f amedidaque r, »> o;

F0)-1 () <&, que é baseado na mudanga do valor minimo da fungéo

f(r)
objetivo.

Vejamos um exemplo de solugdo de um problema no espaco bidimensional. Seja o

problema:
Min  f=x.+10x,’
X1, X,
tal que x;+x, =4

Solucéo:

O problema transformado fica:

Min ¢=x+10x,” +r(4—x,-x,)
Xy, X,

Como se trata de um problema de minimizacdo sem restricdo, devemos impor a
condicdo de estacionaridade para obter a solugdo 6tima:
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2%, (1+r)+2rx, —8r
p= =>V¢=0
2X,(10+r)+2rx, —8r
40r
isolando-se os valores de x; e x,, temos: x* =410 Zrllr
10+11r

A tabela abaixo mostra a solugdo x~ para valores crescentes der.

Tabela 4.3.2: SolucGes para valores crescentes de r.
r X, X, f @
1 1,905 0,1905 3,992 7,619
10 3,333 0,3333 12,220 13,333
100 3,604 0,3604 14,288 14,144
1000 3,633 0,3633 14,518 14,532

A medida que r aumenta a solugcdo converge para a solu¢do 6tima dada por:
. | 3636
0,3636

O mau condiconamento de se utilizar um valor de r grande logo no inicio pode ser
medido através da matriz Hessiana de ¢(X1,X»), dada por:

2+2r 2r
H=
2r  20+2r
Assim, para grandes valores de r todos os componentes ficam aproximadamente
iguais a 2r, tornando a matriz mal condicionada.

}:>f* =14,54

Vejamos agora a interpretacdo grafica da solucdo de um problema bidimensional. A
Fig.4.3.17 mostra a regido do dominio viavel e as curvas de nivel da funcao objetivo
do problema abaixo.

Min (x)=x, +x,
X1 X;
tal que 9:(X)=-2+x,-2x, <0

9,(X) =8—6X, +X,” -X, <0
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12
Q £(X)=0

£21(X)=0

Y N

_2\

Fig.4.3.17: Regido do dominio viavel.

A Fig.4.3.18 ilustra a fungéo ¢(x1,x,) para r=0,05.

X,

Fig.4.3.18: Funcao ¢(xy,x;) para r=0,05.

A Fig.4.3.19 ilustra a fungdo ¢(x1,X2) para r=0,1.
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Fig.4.3.19: Fungdo ¢(xy,x;) para r=0,1.

A Fig.4.3.19 ilustra a fungédo ¢(x1,X») para r=1,0.

X

Fig.4.3.19: Fungdo ¢(xy,x;) para r=1,0.

Nas figuras acima podemos verificar que a medida que aumentamos r o ponto
minimo de ¢ se aproxima do ponto minimo real.

b) Método de Penalizacdo Interior
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A grande desvantagem do método anterior é que as restricdes somente contribuem
para a funcdo objetivo quando sdo violadas. Dessa forma se a minimizagao termina
antes que r atinja um valor alto (por exemplo, por falta de espaco em disco), o
resultado serd inGtil, pois ndo respeita as restrigdes.

Quando somente restricdes de inegualdade estdo presentes, € possivel definir uma
funcdo de penalizacdo interior que mantém a solucdo das iteragdes no interior do
dominio de projeto. Assim, o problema abaixo:

Min  f(x)

X

tal que 9;(}) 20,

j=1,...,ng
pode ser transformado no seguinte problema sem restrigcédo:
ng 1

Min px,r)=f)+ry. ——
X JZl gj(x)

r=r,r,.r—>0 r>0

Vejamos novamente o exemplo anterior:

Min X
X

tal que x-4>0
que agora é transformado no problema abaixo:

Min X, "
X 2 X-4

onde r=10, 1, 0,1,...—>0. A Fig.4.3.20 mostra a plotagem da funcdo ¢#(x) e ilustra
0 que acontece a medida que diminuimos o valor de r.

b(x, 1) ; r

x-4

P, N=05x+

r=0.1

x=4 X

Fig.4.3.20: Func¢ao penalizadora interior.

Assim, observamos que a medida que diminuimos o valor de r a funcdo se aproxima
da barreira da restrigéo.

Uma outra op¢do de funcao penalizadora é dada por:
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B(x,r)="F(x) - ri: Iog(gj(x))

r=r,0h,.. >0 1r>0

Também é possivel incluir restricbes de igualdade através da expressao:
B(x,r)=f(x) + rzi+ r’l’zihiz(x)
= 9;(x) i1

r=r,r,.,H—>0 >0
Entretanto apresenta como desvantagem o fato de que exige um ponto de partida
dentro do dominio viavel, o que em geral é dificil de se obter.

c) Meétodo de Penalizacdo Interior Estendido

Ambos os métodos anteriores apresentam vantagens e desvantagens. O método de
penalizacdo exterior ndo exige que o ponto de partida esteja no interior do dominio
viavel, mas fornece um resultado indtil caso a minimizacdo pare antes que r atinja
valores altos. Ja o método de penalizagdo interior ndo apresenta esse problema, mas
exige que o ponto de partida esteja dentro do dominio vidvel o que é dificil de se
obter. Assim o método de penalizacdo interior estendido combina a vantagem de
ambos 0s métodos.

Considere o problema de otimizagdo abaixo (com somente restricdes de
inegualdade para facilitar):

Min  f(x)

X
tal que 9;() >0,
j=1...n,

Esse problema pode ser transformado no seguinte problema sem restricao:

Min 9xr)=160+13p(@) N

' = seg;>g
g;’ e

e: p(g))= z
L 3—3{&}(&] , Seg;<d,
9o 9o 9

onde: g, =cr” ecéuma constante
trl,rz,...,ri —0, >0 J

Considerando o mesmo exemplo anterior:

Min X
X

tal que x-4>0
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obtemos o problema:

['l/”n §+ rp(g) }

r=10, 1, 0,1,...—»0

L
X-4
-4

A Fig.4.3.21 ilustra a fungédo &(x).

sex-42>g,

2
j } sex-4<g,

X-4
9o

\
dx.nf |\ Z . I
\\\ Funcéo de penal. interior
\
\\\\ ——— Extensdo Quadratica
\ .
\
N r=1
N
f(x) =0.5 x
x=4 X

Fig.4.3.21: Funcéo de penalizacdo interior estendida.

Uma vez obtido o problema de otimizacdo sem restricdo por qualquer um dos
métodos acima, os termos de penalizagdo fazem com que a funcdo ¢#(x) tenha uma
alta curvatura proxima ao contorno da restricdo, mesmo que a curvatura da restri¢éo
e funcdo objetivo sejam pequenas. Como o conceito de curvatura envolve as
derivadas segundas da funcéo, esse efeito permite obter aproximacdes com baixo
custo computacional da matriz Hessiana de ¢(x). 1sso permite que se possa usar 0
método de Newton na solucdo do problema sem ter um alto custo no célculo das
derivadas segundas. Essa abordagem é mais atrativa do que usar o método de
Quasi-Newton (onde a matriz Hessiana € aproximada utilizando-se derivadas
primeiras) porque no método de Newton o nimero de iteragdes é independente do
numero de variaveis de projeto, enquanto no método de Quasi-Newton o numero de
iteracOes é proporcional ao nimero de variaveis de projeto (ver secdo 4.3.1.3).

Assim, considerando o método de penalizagdo exterior com restri¢es de igualdade:
B, 1) =00 +r> hZ(x)
i=1

A segunda derivada de ¢(x) é dada por:

2 2 n, 2
o9 _ ot +rY2 a—hia—hi+hi oh,
OX,0X, oX,0x, ‘I \0OX, 0X, OX, 0X,
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2
O termo

pode ser desprezado em relacdo aos altos valores de r nos ultimos
OX, 0X,
- S o°h, o .
estagios da otimizagdo e no termo h, ot h; é préximo de zero, especialmente
X
k |
nos ultimos estagios da otimizacdo, e portanto também pode ser desprezado. Dessa

forma:
2 ne
0%p ~r22(6h‘ ahij

OX,.0X, T A OX OX,

Para 0 método de penalizacao interior a situacao e similar. Considerando a fungéo:

ng 1
r)=f —
(x.) <x)+r;gj -

A segunda derivada de ¢(x) € dada por:

o9 o4 +ril{2891 og; 829,-]

xox, oxox, Sgtlox, ox, T axax,

2
O termo

Py pode ser desprezado em relacdo aos demais termos, pois
Xk XI

r/gj3 — 00 NOS Ultimos estagios da otimizacdo quando r tende a zero e no termo
2
0°9;
OX,.0X,

e portanto esse termo também pode ser desprezado em relacdo ao termo de
primeiras derivadas. Dessa forma:

. r“zgi(%%j
ox0x,  Fg,7 %, ox,
Para ter um ideia da eficiéncia computacional que isso representa consideremos o
problema abaixo em que se deseja minimizar a massa da asa de um avido tendo
restricdes de tensdes mecanicas e deslocamento:

Min Massa

X

tal que (restricdes de
deslocamentos
e tensBes mecanicas)

9, , g; € proximo de zero, especialmente nos Gltimos estagios da otimizagédo

A Fig.4.3.22 ilustra o problema.
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d)

g Caixa Estrutural

1803

Todas as dimensdes em

1872 centimetros

! 483 f

Fig.4.3.22: Asa de avido a ser otimizada.

A asa foi modelada através de um modelo de elementos finitos com 67 nds e 290
elementos. O nimero de variaveis de projeto (dimensdes da asa) foi variado de 13 a
146. A aproximacdo apresentada acima foi utilizada juntamente com o método de
Newton na solucdo do problema. A tabela 4.3.3 mostra o efeito do ndmero de
variaveis de projeto no nimero de iteracdes.

Tabela 4.3.3: Resultados da Otimizacdo

N° de Tempo de o
(;/ariév_eis CPLFJ) (s) iIgrt:;Gnesdr?a TZ?;.?:QQ Fil:wﬂails(slig)

€ projeto (CDC6600) otimizagéo
13 142 4 21 887,3
25 217 4 19 869,1
2 203 5 22 661,7
50 460 5 25 658,2
74 777 5 28 648,6
146 1708 5 26 >13.0

Note que o numero de iteracbes € aproximadamente constante (em torno de 5)
usando esse método. Com o método de Quasi-Newton, esse numero seria igual ou
préximo ao namero de variaveis de projeto.

Meétodo de Lagrange Aumentado

O método de Lagrange Aumentado combina o uso de multiplicadores de Lagrange
com as funcdes penalizadoras. Quando somente multiplicadores de Lagrange séo
empregados 0 ponto é um ponto estacionario (ponto sela - ver secdo 4.3.2.4) ao
invés de um minimo da funcdo Lagrangeana. Quando somente funcdes
penalizadoras sdo empregadas ha um minimo, mas também problemas de mau
condicionamento para encontrar o minimo. Combinando ambos os métodos obtém-
se um problema sem restricdo onde a fungdo a ser minimizada néo apresenta mau
condicionamento.
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Assim, considerando o problema:
Min  f(x)

X

tal que h;(x) =0,
j_

A funcédo Lagrange aumentada fica:

EMin L(x,/l,r):f(x)-i}tjhj(x)ﬂihjz(x)]

Se 4;=0 obtemos 0 método de penalizagdo exterior comum. Por outro lado, se 0s
valores corretos, ou bem estimados, de 4; sdo usados, obtém-se a solugdo otima

para qualquer valor de r, ndo necessariamente alto e portanto ndo ha problema de
condicionamento numérico. No entanto ndo sabemos os valores corretos dos
multiplicadores de Lagrange, assim a idéia do método de Lagrange Aumentado é
estimar esses multiplicadores. Se a estimativa for boa, podemos obter o ponto 6timo
sem usar altos valores de r. O valor de r somente precisa ser grande o suficiente de
forma que o Lagrangeano Aumentado (L) tenha um minimo ao invés de um ponto
estacionario no ponto 6timo. Para obter uma estimativa dos multiplicadores de
Lagrange consideremos a condicdo de estacionaridade de L acima:

e oh;
L _ T S(s -2 )iz
oX; ax =} OX;

Com os multiplicadores corretos /1.*:
ne * ah

XA
p} 8x
Comparando as equacdes espera—se que a medida que o0 minimo se aproxima:

A;=2rh; = 4

Assim, foi sugerida a seguinte regra de iteragéo:
(k+1) _ (k) _ K (k)
A7 =4 =2r%h;
onde k é 0 numero da iteragao.

Como exemplo considere a solu¢do do problema de otimizacao a seguir:
Min f(x) = x> +10x,’

X

tal que h(x)=x, +x,-4=0

Solucéo:
O Lagrange Aumentado vale: f(x) = x,” +10x,” — A(X, + X, —4)+ r(x, + x, —4)°

As condicdes de estacionaridade sdo:
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2%, — A +2r(X, + X, —4)=0
20X, — A +2r(x, +X, —4)=0

SA+40r

=X, =10X, =——
10+11r

Assim, iniciando com r,=1 e 1=0= x® =(1,905;0,1905)" e h=-1,905=
= A% = -2x1x(-1,905)=381

Repetindo a otimizagdo com r® =10, A¥ =3,81=
= x® =(3,492;0,3492)", h =-0,1587

Para o mesmo valor de r wusando penalizacdo exterior foi obtido
x® =(3,333;0,3333)", enquanto que o 6timo vale x" =(3,636;0,3636)" . Portanto
estamos mais proximos do étimo.

A estimativa do multiplicador vale: A =3,81-2x10x(-0,1587)= 6,984
Continuando com r® =10, 1® =6,984 = x® =(3,624;0,3624)", h =-0,0136.
Mostrando que uma boa covergéncia pode ser obtida sem aumentar r.

Para 0 caso em que ha restri¢cOes de inegualdade:
Min  f(x)

X
tal que 9;(*) =0,
J=1...n,

a funcdo Lagrange aumentada fica:

L(x,A,1) = f(x)+rz<£—g > onde (a)=max(a,0)

j=1
A condicdo de estauonandade de L vale:

Ng ag
—2r —=0
ax Z<2r >8xi

&« 09 ) «
Zl:/i —1 =0 alémde 4,g,=0
J

e a condicdo exata vale'

Assim, a estimativa do multlpllcador pode ser dada por:
2, =max(2, - 2rg,,0)

A rotina do SCILAB que resolve problemas de otimizacdo ndo-lineares com
restricdes € a SOLNP (veja como utiliz&-la na apostila em anexo). Essa rotina €
baseada no método de Lagrange Aumentado descrito acima.

4.4  Meétodo de Programacdo Linear Sequencial (PLS ou ""'SLP")
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Os dois métodos apresentados a seguir fazem parte de um grupo de métodos de solucdo
chamado aproximacdo sequencial cuja descricdo serd continuada na se¢do 7.1. Esses métodos
permitem a integracdo pratica de um software comercial de analise como elementos finitos com
um algoritimo de otimizacdo para solucdo de problemas genéricos em otimizacdo. Os softwares
de otimizacdo disponiveis com os algoritimos descritos anteriormente, muitas vezes, exigem
que hajam subrotinas que avaliem a funcdo objetivo e restricbes. Quando a funcdo objetivo e
restricbes sdo resultados de uma analise de elementos finitos por exemplo, é muito dificil
transformar o pacote comercial de MEF numa subrotina a ser chamada pelo programa de
otimizacdo se ndo se tem acesso ao codigo fonte do programa. Assim nesses casos a integracao
com o software de otimizacdo é feita através de métodos de aproximacéo sequencial. O PLS (ou
"SLP" em inglés) sera o primeiro a ser estudado.

Considere um problema ndo-linear de otimizag&o:

Min  f(x)

X 9;(x) =0,

tal que j=1....n,
Xmin <X< Xmax

A idéia basica do PLS para solucionar o problema acima é aproximéa-lo por sucessivos
subproblemas lineares de otimizacdo que podem ser resolvidos usando métodos de
programacao linear (Simplex). Essa aproximacdo é obtida aproximando-se as funcdes objetivo e
restricdo por séries de Taylor e limitando a variacdo do valor de cada variavel de projeto em
cada subproblema linear atraveés dos chamados limites moveis. Assim, obtemos a seguinte
formulacédo para cada subproblema linear:

Va

. n of
M f(x X — X | —
X in f( o)+i§,( i o.)(axil
tal que
n ag
gj(XO)+iZ—1:(Xi_XOi)[aX:JX 20
j:l,...,ng

\ a < Xi = Xoi < ay; J
of

oq.
onde [é_j e (a—g’j sdo denominados sensibilidade (ou gradientes) das funcdes f(x) e gj(x),
X X

0 0

respectivamente.

Para entendermos melhor o conceito do método, vamos considerar o problema de encontrar o
méaximo de uma funcdo unidimensional f(x). A fig.4.4.1 ilustra a func&o.
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\/

Xy X1 Xp Xg X, X
Fig.4.4.1: Procedimento sequiencial para encontrar o méximo da funcéo.

Consideremos um ponto X, como ponto de partida e a aproximagao da fungéo f(x) em torno de
Xo usando uma série de Taylor:

- o
9= 16+ 5|

A equacdo acima consiste na equacdo de uma reta. Agora consideremos o problema de
encontrar 0 maximo, ndo da funcdo f(x), mas de sua aproximacdo (reta) (ver Fig.4.4.1).
Logicamente a aproximacdo de reta somente é valida proxima ao ponto X,, distanciando-se
muito do valor real da funcdo a medida que nos afastamos de Xo. Assim, nesse problema de
otimizacdo devemos definir os valores maximos e minimos em que a aproximacgdo € vélida
(Ax), que sdo os chamados limites moveis de Xo. Obviamente a solucdo desse problema de
otimizacdo estara num dos extremos dos limites mdveis, por exemplo X;=Xo+Ax. Na proxima
iteracdo tomamos como novo ponto de partida a solugdo do problema anterior, ou seja, Xi, €
assim por diante. As iteracGes procedem com X; sendo substituido por Xi.1, até que ocorre a
convergéncia da solugdo, definido, por exemplo, pela varia¢do do valor da funcéo objetivo.

+ g(AXZ)

Um problema facil de se identificar é a defini¢cdo dos limites moveis. Se forem muito grandes, o
erro da aproximacéo sera grande, podendo causar inclusive a perda do ponto 6timo. Se forem
muito pequenos o custo computacional para obter a solugdo sera muito grande. A Fig.4.4.1 nos
sugere uma forma de tentar minimizar esse problema. Note que na regido em que a funcéo
apresenta um valor baixo de derivadas (regido esquerda da figura), os limites moveis podem ser
grandes (pois a funcdo se comporta quase como uma reta horizontal), ja na regido em que a
funcdo apresenta grandes derivadas os limites moveis devem ser pequenos. Além disso, a
medida que nos aproximamos da solucdo Gtima (derivada zero) devemos reduzir os limites
moveis, caso contrario podemos "passar” pelo ponto 6timo gerando oscilagdo no valor da
funcdo objetivo. Em geral, os valores de limites moveis utilizados estdo em torno de 15% do
valor de x;.

Melhores aproximacdes (quadratica, etc.) também podem ser adotadas considerando-se mais
termos na série de Taylor como é o caso do PQS descrito adiante. No entanto, a informacéo
sobre gradientes mais elevados se faz necessaria. Os gradientes (ou derivadas) também séo
chamados de sensibilidade do problema de otimizacdo. O seu calculo preciso define a obtencéo
ou ndo da solucdo 6tima. O célculo da sensibilidade é descrito em detalhe no capitulo 5.
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Vejamos agora o conceito dos limites moveis, considerando um exemplo com uma fungéo
bidimensional:

Min  f(x) =-2x,-x,

X1 Xy

tal que g, =25-x,"-x,">0
9,=7-%X"+x,"20
Xy, X,20

O ponto de partida usado é x,' =(1,1) e o valor dos limites méveis usados seré igual & 1.
Solucéo:

Note que a funcdo objetivo ja € linear, assim somente € necessario aproximar as restricoes.
Calculando a série de Taylor das restricbes temos:
0,(X,)=25-1-1=23; 9,(X,)=7-1+1=7

woc{ o ow=[Bfevase) om-f]

Assim, as séries de Taylor de g; e g, ficam:

glL(X) = 23+[_2 _2]{)(1 -

_1}:27—2x1—2x2 >0

X,

X, -1
gzL(X):7+[_2 2 . 1 :7—2X1+2X220

2
Assim o problema de programacéo linear fica:

Min f(x)=-2x,-x,

X1 X5

tal que 0, =25-2X,-2%, =0
g, =7-2X,+2x,20
0<X,, X,£2

Cuja solucéo vale: x,' =(2,2)=f =-6. Se ndo houvessem limites moveis a solugio seria:
x,' =(8,5;5,0)= f = —22. A Fig.4.4.2 ilustra a situagdo descrita acima.
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Fig.4.4.2: Linearizagdo das restri¢des e limites moveis.

Dessa forma, embora o valor da func¢do objetivo seja menor, as restricdes exatas (g; e gz) sdo
substancialmente violadas.

Vejamos algumas consideracfes sobre os limites moveis:

e Limites moveis devem ser pequenos o suficiente de maneira que X, seja proximo do valor
otimo;

Os limites mdveis devem ser reduzidos a medida que a convergéncia se aproxima;

Valores iniciais mais comuns dos limites moveis: 0,1x & 0,3x;

Reducéo nos valores de limites moveis de 10 a 50% dos valores anteriores quando Af < ¢;
a, =X, € ay <X onde a e ay sdo os limites MOVeis € Xmin € Xmax 0S limites absolutos
das variaveis (ver formulacéo acima);

e Se x, =0, a e ay ndo devem ser definidos em funcéo de x;;

e A oscilacdo da solucdo entre 2 pontos indica que uma estratégia apropriada de reducéo dos
limites moveis deve ser adotada;

max !

Consideremos agora a solucdo do problema de otimizacdo abaixo usando o método PLS.
Min f(x) = i_,_ﬁ

X1:Xy X X,
tal que 18x, +63x, <3
0,05 < x, <0,1546

0,05<x, <0,1395

O ponto de partida € igual a: xoT :(0,1;0,1):>f =47,32 e os limites mdveis sdo iguais a
a, =a, =0,01.

Solucéo:
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Somente a funcdo objetivo precisa ser aproximada, ja que a restricdo € uma funcdo linear.

Assim, sendo:
—300
VI(x,) =
) {—173,2}

podemos definir o subproblema de programacao linear:
Min fL(x)=47,32-300(x, —0,1)+
x,x, —1732(x,-0})

tal que 1g, ,6.3x, <3
0,09 <x, 0,11
_ 0,09 <x,<0,11 Y,

Cuja solugéo € igual &: x," =(0,10316;0,11)= f,_ = 44,641 = f = 44,8274

Linearizando a fungdo em torno de x; e formulando o novo subproblema de programacao linear
(PL):

Min f_(x)=44,8274—-2819(x, —0,10316)+
X1 X, —1431(x, —011)
tal que 1gx +643x, <3
0,09316 < x, <0,11316
01<x,<0,12

Cuja solugéo vale: x," =(0,10893;0,1)= f, = 44,6313 = f = 44,8607 .

Assim, embora o valor da fungdo aproximada diminuiu, o valor da fungéo exata aumentou dessa
forma os valores dos limites moveis devem ser reduzidos. Adotando agora

a, =a, =0.005 e x, =(0,10316;0,11), obtemos apts a solugéo do novo subproblema linear:
X, =(0,10604;0,105)= f, = 44,7294 = f = 44,785

Na segunda iteracio obtemos: x,' =(0,10316;0,11)= X, que consiste numa oscilagdo. Isso

indica que devemos reduzir novamente os limites mdveis para continuar a melhorar f. No
entanto nas duas ultimas iteragdes f variou de 44,8274 para 44,7856 o que é menos do que
0,1%, assim é razoavel parar.

No entanto, em cada um dos subproblemas de PL a restricdo linear estava ativa, assim podemos
obter a solucao 6tima de forma analitica :

18x, +643x, =3 x, —o X g o3 6y 010566 = f = 44,7846
6+/3 X, 3-18x,

A Fig.4.4.3 ilustra a situacgdo do problema acima.
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Fig.4.4.3: Dominio viavel do problema e curvas de nivel de f.

O problema anterior levanta uma questdo importante. Como decidir em cada iteracdo se o
resultado obtido no PL é uma melhora ou ndo? Podemos ter duas situacoes:

e Ha uma melhora de f mas uma violagao da restri¢éo;
e H& uma melhora na satisfacdo das restricdes mas uma piora em f;

Se f e as restricbes melhoram, entdo os resultados devem ser aceitos. Se f melhora, mas as
restricdes deterioram ou vice-versa, demonstra-se a regra descrita a seguir. Considere, a funcao
Lagrangeana (L) definida como:

r
L=f(x"i) - > 409,(Xi)
j=1
onde A; e xi & foram obtidos no PL. Se L do resultado corrente for menor do que L do
resultado anterior, entdo aceite o resultado, caso contrério altere os limites moveis.
Vejamos um exemplo para ilustrar esse conceito. Considere a solucdo do problema abaixo:
Min  (x) =3x, +/3x,
X1 Xy
18 643
tal que 9X)=3-"~-

1 2

>0

8<x,<20
8<x, <20

O ponto de partida vale x,’ =(12;8)= f = 49,856 e os limites méveis valem a,, =a,, =0,3x,

Solucéo:
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Como nenhuma das restricdes estad ativa, o Lagrangeano inicial vale: L,=f =49,856.
Linearizando a restri¢do e formulando o subproblema de PL temos:

Min 3x, ++/3x,

X Xp

tal que 0,125x, +0,1624x , > 2,598
8,4<x,<15,6
8,0<x,<104

Cuja solucéo é igual a:
x,' =(8,4;9,534)= f = 41,713 = g = -0,2329; 1, =10,667; 1, =1,667
e 0 Lagrangeano vale: L, =41713-10,667(-0,2329) = 44197 <L,. Portanto, aceitamos a

solucdo. Note que embora a restricdo g, esteja ativa no subproblema linear, esta inativa no
problema néo-linear.

Na proxima iteracdo o novo subproblema de PL é:
Min 3x, ++/3x,

XXy

tal que 0.2551x, +0,1143x, >3,4658
8,0 <x, <10,92
8,0 < x, <12,3938

Cuja solucéo é igual a:

X, =(10;8)= f = 43,858 = g = —0,09896; 1, =11,76;1, = 0,38
e o Lagrangeano vale: L, = 43,858 —11,76(—0,09896) = 45,022 > L, . Portanto, devemos rejeitar
a solucdo e resolver novamente o PL, alterando os limites méveis.

Implementagdo do PLS

A Fig.4.4.4 mostra o fluxograma da implementacdo do PLS utilizando-se um sofware de
elementos finitos comercial. Os passos seguidos sdo similares aos seguidos nos exemplos
acima, apenas que o valor da fungéo objetivo resulta de uma analise de MEF.

‘ Projeto Inicial ‘

4{ Método de Elementos Finitos ‘

'

‘ Calculo da Funcdo Objetivo e Restri¢cdes ‘

o Si -
convergéncia m Resultado Final
Nao
| Calculo de Sensibilidades |
‘ Definir Limites Mdveis ‘

4{ Programacdo Linear (Otimizacéo) ‘
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Fig.4.4.4: Fluxograma da implementacéo do PLS.

Entre as vantagens do PLS temos:

Apropriado para um grande n° de variaveis de projeto;

S&0 necessarias apenas as primeiras derivadas;

Facil implementacéo;

Rotinas de programacdo linear estdo largamente disponibilizadas gratuitamente na internet;

Entre as desvantagens:

e Convergéncia depende da escolha apropriada dos limites méveis;

e Ponto de partida X, deve estar dentro do dominio viavel,

e Precisdo deve aumentar a medida que se aproxima do valor 6timo (reducdo dos limites
moveis);

No caso em que o ponto de partida ndo esteja no dominio viavel, deve-se relaxar as restricoes
nos primeiros ciclos através da seguinte formulacéo do subproblema de PL:

@1 f(X,) +Zn:(xi — X, )(gixj + kﬂ\

X,ﬂ i X
tal que
q . oy,
gj(X0)+Z(Xi_XOi — | +8=0
i1 oX; .
jzl,...,ng
A SX;—Xg =4,

N p20 /

onde S é a margem de violacdo da restricdo e k deve ser alto o suficiente para priorizar a
minimizacao de £.

45 Método de Programacao Quadratica Sequencial (PQS ou ""SQP'™)

A idéia bésica é similar a do PLS, no entanto o problema ndo-linear é aproximado por uma
sucessdo de subproblemas de programacdo quadratica (ver secdo 4.3.2.6) com restricdes
lineares. Existem varios métodos de SQP e o apresentado aqui é denominado método do
Lagrangeano projetado.

Consideremos novamente o problema néo-linear de otimizacgéo:
Min f(x)

X

tal que g;(x) >0, j=1,..,n,

A cada iteracdo a direcdo de movimento é obtida resolvendo-se o seguinte subproblema de
programacao quadratica (PQ):
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Min  g(s) = f(x") +s"VE(x?) + 1/ 2)sTA(x?Y, 1)s

S
tal que g9;(x")+s'vg,(x?)>0, j=1,..n

1" g

onde A é uma aproximacao positiva-definida da matriz Hessiana da funcdo Lagrangeana. Como

ja visto na secdo 4.3.2.6, a solucdo desse problema fornece s e Ai+1. Como X =x9 105 , o é
obtido minimizando-se a funcéo:

Va1 3 il ) ana: 0 = 3,205
=L

onde o superescrito (i) denota 0 nimero da iteracdo. Para a primeira iteracéo: ,uj(l) = |/11| :

A matriz A ¢ inicializada com a matriz identidade (ou alguma matriz positiva-definida) e
atualizada usando uma equacao do tipo BFGS:
T T
A —A- AA)iAX A N AI?I

AX AAX  AX AX
onde:AX =X, -X; € Al =V, L(x
onde L ¢é a funcdo Lagrangeana e V  denota o gradiente de L em relagdo a x. Para garantir que
A seja positiva-definida Al é modificado se Ax'Al <0,2Ax" AAx e substituido por:
0,8Ax" AAX

AXTAAX — AXTAl

4 )_VXL(Xi’ﬂ’i)

i+1' 74

Al = 6Al +(1-0)AAX onde:6 =

No caso do PLS em cada iteracdo se resolve um subproblema de PL onde se caminha pelos
extremos do dominio viavel local (ver secdo 4.2).

Dessa forma, no SQP o problema ndo-linear é aproximado por uma sucessdo de subproblemas
de PQ definido acima.

Como exemplo, considere a solu¢do do problema de otimizacéo abaixo:
Min  f(x) =3x, ++/3x,

X1,y
18 643

tal que 9,=3-—-—-20
Xl X2
g,=X%,—-57320
g, =X, -717>0

Como ponto de partida é adotado: x, =11,61; x, =7,17
Solucéo:
Temos duas restri¢des ativas no ponto de partida: g, =0;9,=0;f =47,25

Calculando os gradientes da funcéo objetivo e restricdes ativas:
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ur [ 3] g f01335] o [o] _[1
V3 9= 0,2021( 97110927

10
e assumindo A=1= {O J , resulta no seguinte subproblema de PQ:

Min ¢(s) = 47,25+ 3s, ++/3s, +0,5s,” + 0,55,
1 2 1 2

S.,S
tall une g, =0,1335s, +0,2021s, >0

g,=588+s,20
g,=5,20
cuja solugéo obtida usando o comando QUAPRO do SCILAB é:

1161 -129
A, =4,=0;4,=128;s, =-1,29;s, = 0,855 = X, = +a ;

717 0,855
onde a é obtido minimizando-se (). Como na primeira iteragdo u, = |/11| assim:
18 6v3 |

w =3(11,61-1,29a ) + /3(7,17 + 0,855¢) + 12,83 —

- =
11,61-129 717 +0,855¢|
=a=22; xY =(8,77;9,05)"; f(x?)=41,98;g,(x®)=-0,201
Atualizando A:
L =3x, +3x, ~12,8(3-18/x, + 63/x, )= V, L = (3-230.4/ x>, 3-133/x,? | =
= AX=xO-xO =1 284|,
1,88 |’

-131

A=V, L(x®)-v, L(x®)= {0 963} = Como A = = AX"AAX =11;

o T TUAXTAX AXTAX
Para a segunda iteracdo, o subproblema PQ fica:

/Min #(s) =41,98+3s, +/35, +0,5(0,453s,> +)
$1:8, +0,775s,” +0,704s,S,)
tal que g, =-0,201+0,234s, +0,127s, >0
g, =304+s,>0

\_ g,=188+s,2>0 J

T T 70453 0,352
AXTAI 5535 0.2AX T AAX = A = - AXax_  AlAlT
0352 0.775

cuja solugdo obtida usando o comando QUAPRO do SCILAB é:
A, =4, =0, 1,=14,31;s, =1,059;s, =—0,376

onde a é obtido minimizando-se w(a) = f(a)+ 1,9,(c) €:
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1 = max(zi,%(w " )] —1431= a =0,5= x® =(9,30;8,86)"

f(x?) = 43,25; g,(x?) =-0,108
portanto foi feito um bom progresso em direcdo a solugdo 6tima que valex™ = (9,46;9,46)T .
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