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9.4 Deflexoes por integragdo da equagdo da forga cortante e da
equagdo de carregamento

Da aula passada:

El d*v =M El d*v =V El d*v =
dx2 dx3 dx* q

ou, usando a nota¢ao de Lagrange,

EI,UII — M Elvlll — V EI’U”” — _q

Na aula passada, calculamos a linha elastica a partir da equacao de segunda ordem
(momento fletor) mas podemos partir, também, da equacao de terceira ordem (forca
cortante) ou da equacdo de quarta ordem (carregamento)
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q=20
EIv'"" =0
Elv'" =,

Elv' = Cix + C,

Clxz
EIUI = + sz + C3
C1x3 szz
Elv = 6 + > + C3x + Cy

=S30 necessarias quatro condicoes de
contorno para calcular as constantes
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As condi¢cdes de contorno podem ser de dois tipos:
 Essenciais ou geométricas (deslocamentos ou rotacdes)
)v(0) =0
i)v'(0) =0
* Naturais (momentos ou forcas aplicados)
iy)M(L)=0=v"(L) =0
iv)V(L) =—-P= EIv'"(L) = —P
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rnr I} Clxz
Elv =C1 Elv' = 5 +C2X+C3
. Cix3  Cyx?
Elv”’ = Cix+C, Elv = 16 + 22 + Cax + C,

II) U,(O) =0 = Cg =0
|||)UH(L)=O :>C1L+62=0 $C2=PL

iv)EIlv"'(L) = —P = —P = (,

Px
U_E(ZL_)C)
Px?
= —(3L —
v 6EI(3 X)
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Px
v =— (2L —x)

2E1
Px?
—_—_ (3] —
v 6E1(3 X)
o — iy PV
pPl3
5 =v(L)= —
g = V(L) 35T
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EIU”” — _q
Elv'" = —qx +C;
qx*
v Elv' = ——+ Cix + C,
AB 2
Lx , gx3 Cyx?
=| Elv' = — 6 + 5 +sz+63
Elv = qx4+clx3+czx2+c +C
VET4 T T T TR
- Condicdes de contorno:
N
= 4o 0(0) = 0
| L ) ij)v(L) =0
7

iyM0) =0 =v7(0)=0

ivIM(L) =0 =>v"(L) =0
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X
Elv'" = —qx +C; Elv' = -5 + C1x + G,
3 2 4 C 3 C xZ
qx Cix qx 1X 2
r— _ Elv=—
ijv(0) =0 =C, =0
) qL* qLL’ qL’
ijv(L) =0 =0 24+2 6+C3L 3 24
i)y (0) =0 = C, =0
qL? qL
iV)U”(L)=O :>0:—7+C1L :>CI=7
1( qx* gqLx® qlL3 qx
e — _—— —_—————— ﬁ i
v(x) EI( 24 26 247 ) = = oum

PME-3210 / Mecéanica dos Sélidos | / Aula #24

+ C3x + Cy

(x3 — 2Lx? + L3)



Escola Politécnica da Universidade de Sao Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

do
= (L —
q=-(L=-x)
)/7
40 ElIv'" = _do (L —x)
L
rr qO 2
. Elv'" == (L-x)%+(,
B |
I = i Elv”’ = —%(L - .X')3 + C1X + CZ
’ Elv' = - (L — x)* + i Cxic
A B 241 2 3
| |6p 3 2
v do C1x 2
~J0, EIv——lZOL(L—x)5+ 3 + > + C3x + Cy

=Novamente sdo necessarias quatro
condicOes de contorno par calcular as
constantes
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Condigdes de contorno:

. . i) v(0) =0
i) v (0) = 0

o 5 i)MWL =0=2v"(L)=0

!: i > iv) V(L) =0 =v""(L) =0
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1444 qo
191v"=—@(L—x)3+c1x+c2 Elv =—2L(L—x)2+61
x? Cix3  Cyx?
qo 4 _ do 5 1 2
= Elv = — L— + C3x+ C
Elv 24L( x)* + + Cox + Cs v 120L( x)° + T 3x + (4
) _QOL4
)v(0) =0 = (4 = 120
.. /] q0L3
= = = —
i)v'(0) =0 = Cs o

i) v"(L) =0 =2 CL+C=0=>(C,=0

iv) v""(L)=0=C=0

— 6L%x + 4Lx? — x3)

vi(x) = 24LEI
2

120LEI

v(x) = — (10L3 — 10L%x + 5Lx? — x3)
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X
v'(x) = — ZZ(I),EI (413 — 6L%x + 4Lx? — x3)
B
[y
| 2
| |98 qoX 3 2 2 3
¥ v(x) = — (10L° — 10L*x + 5Lx= — x°)
~J6s 120LEI
, _ CIOL3
Op = =V (L) = 37
_ qoL*
95 = ~v(L) = 3057
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9.4-2 Uma viga simples 4B estd submetida a um carrega-
mento distribuido de intensidade g = g, sen mx/L, em que
g, ¢ a maxima intensidade do carregamento (veja a figura).

Obtenha a equagdo da curva de deflexdo e entdo deter-
mine a deflexdo 6 _, no ponto médio da viga. Use a equa-
¢do diferencial de quarta ordem da curva de deflexdo (a
equacgdo do carregamento).

X
g=qosen -
y
7y |
!* L —>
rrr nx
Elv'"" = —q = —qq senT
Ely" (L) X +C
v= — | cos—
do - I 1
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y L\? X
Elv" = q, (;) sen— + C;x + C,

L
) > mx x?
Elv' = —q, (%) cosT + C17 + Cyx + C3
*omx x3 x?
Elv = —qq (E) senT + C1€+ C27+ C3x + C,

M0)=0 =E"(0)=0 =C,=0
M(L) =0 =EN"(L)=0=>C =0
v(0)=0 =C, =0
v(L)=0 (=0

qo (L) X

= = —— | — I
VETE\g) L
B L\ qol*

Omax = —V (E) = TAEI
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#®44 Uma viga com um carregamento uniforme tem um
oo guiado em uma extremidade e um apoio de molas
na outra. A mola tem uma rigidez k = 48E//L°. Deduza a
equagio da curva de deflexdo iniciando com a equagdo de
terceira ordem (a equagdo da forga de cisalhamento). Deter-
mine também o angulo de rotagdo ¢, no suporte B.

( ¥ VL l Y V V¥
3 m—x
A L B

k=48EIL3

1 RB=1\'53
EIvIIII — _q

ElW'" = —qx+ C;
2

14} qx
Elv =_T+C1x+C2
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qx3 x?
Elv’ =_T+Cl7+C2x+C3

gx* x3 x?
EIU=—E+C1?+C27+C3X+C4

V0)=0=El"(0)=0=>C, =0

6(0)=0=v"(00=0 =C;=0

qL?
M(L) =0 = ElV"'(L) =0 =C, =—

2
qlL qL* 11qL*
L)=——=_ — _
V() ===~ ggp 7 G 48
q 4 272 4
= = - —
v(x) 18E] (2x* —12x°L* + 11L%)
qL’

=0 =v'(L) =05 = 35T (anti-hordrio)
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