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9.2 Equações diferenciais da curva de deflexão

Curva de deflexão ou 
linha elástica
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𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌 = 𝜌𝜌𝑑𝑑

𝜅𝜅 =
1
𝜌𝜌

=
𝜌𝜌𝜌𝜌
𝜌𝜌𝑑𝑑

Convenção de sinais:
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𝜌𝜌𝑑𝑑
𝜌𝜌𝑑𝑑

= tan𝜌𝜌 𝜌𝜌 = arctan
𝜌𝜌𝑑𝑑
𝜌𝜌𝑑𝑑

cos 𝜌𝜌 =
𝜌𝜌𝑑𝑑
𝜌𝜌𝑑𝑑

sen𝜌𝜌 =
𝜌𝜌𝑑𝑑
𝜌𝜌𝑑𝑑

Para pequenos ângulos de rotação:

𝜌𝜌𝑑𝑑 ≈ 𝜌𝜌𝑑𝑑

𝜅𝜅 =
1
𝜌𝜌

=
𝜌𝜌𝜌𝜌
𝜌𝜌𝑑𝑑

𝜌𝜌 ≈ tan𝜌𝜌 =
𝜌𝜌𝑑𝑑
𝜌𝜌𝑑𝑑

⇒ 𝜅𝜅 =
1
𝜌𝜌

=
𝜌𝜌2𝑑𝑑
𝜌𝜌𝑑𝑑2

Para material elástico linear:

𝜅𝜅 =
1
𝜌𝜌

=
𝑀𝑀
𝐸𝐸𝐸𝐸

⇒
𝜌𝜌2𝑑𝑑
𝜌𝜌𝑑𝑑2

=
𝑀𝑀
𝐸𝐸𝐸𝐸

(equação diferencial da curva de 
deflexão ou equação diferencial da 
linha elástica)

⇒ 𝐸𝐸𝐸𝐸
𝜌𝜌2𝑑𝑑
𝜌𝜌𝑑𝑑2

= 𝑀𝑀
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Convenções de sinais: Já vimos que:

𝜌𝜌𝑑𝑑
𝜌𝜌𝑑𝑑

= −𝑞𝑞
𝜌𝜌𝑀𝑀
𝜌𝜌𝑑𝑑

= 𝑑𝑑

Como: 

𝐸𝐸𝐸𝐸
𝜌𝜌2𝑑𝑑
𝜌𝜌𝑑𝑑2

= 𝑀𝑀

𝜌𝜌
𝜌𝜌𝑑𝑑

𝐸𝐸𝐸𝐸
𝜌𝜌2𝑑𝑑
𝜌𝜌𝑑𝑑2

=
𝜌𝜌𝑀𝑀
𝜌𝜌𝑑𝑑

= 𝑑𝑑

Então:

Para viga prismática (𝐸𝐸𝐸𝐸 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)

𝐸𝐸𝐸𝐸
𝜌𝜌3𝑑𝑑
𝜌𝜌𝑑𝑑3

= 𝑑𝑑
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Portanto, para uma viga prismática:

𝐸𝐸𝐸𝐸
𝜌𝜌3𝑑𝑑
𝜌𝜌𝑑𝑑3

= 𝑑𝑑𝐸𝐸𝐸𝐸
𝜌𝜌2𝑑𝑑
𝜌𝜌𝑑𝑑2

= 𝑀𝑀 𝐸𝐸𝐸𝐸
𝜌𝜌4𝑑𝑑
𝜌𝜌𝑑𝑑4

= −𝑞𝑞

ou, usando a notação de Lagrange,

𝐸𝐸𝐸𝐸𝑑𝑑′′ = 𝑀𝑀 𝐸𝐸𝐸𝐸𝑑𝑑′′′ = 𝑑𝑑 𝐸𝐸𝐸𝐸𝑑𝑑′′′′ = −𝑞𝑞
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9.3 Deflexões por integração da equação do momento fletor

𝑀𝑀 𝑑𝑑 =
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑑𝑑

2
−
𝑞𝑞𝑑𝑑2

2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝑑𝑑𝐸𝐸 = 𝑀𝑀(𝑑𝑑)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝑑𝑑′′ =
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑑𝑑

2
−
𝑞𝑞𝑑𝑑2

2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝑑𝑑𝐸 =
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑑𝑑2

4
−
𝑞𝑞𝑑𝑑3

6
+𝐶𝐶1

𝐸𝐸𝐸𝐸𝑑𝑑 =
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑑𝑑3

12
−
𝑞𝑞𝑑𝑑4

24
+𝐶𝐶1𝑑𝑑+𝐶𝐶2

Exemplo

(flecha)
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𝐸𝐸𝐸𝐸𝑑𝑑 =
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑑𝑑3

12
−
𝑞𝑞𝑑𝑑4

24
+ 𝐶𝐶1𝑑𝑑 + 𝐶𝐶2

As constantes 𝐶𝐶1 e 𝐶𝐶2 são obtidas a partir das 
condições de contorno (vínculos)

𝑑𝑑 0 = 0

𝑑𝑑 𝑞𝑞 = 0

⇒ 0 = 𝐶𝐶2

⇒ 0 =
𝑞𝑞𝑞𝑞4

12
−
𝑞𝑞𝑞𝑞4

24
+ 𝐶𝐶1𝑞𝑞 ⇒ 𝐶𝐶1 = −

𝑞𝑞𝑞𝑞3

24

𝑑𝑑 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑑𝑑3

12
−
𝑞𝑞𝑑𝑑4

24
−
𝑞𝑞𝑞𝑞3𝑑𝑑

24

Portanto:

ou

𝑑𝑑 = −
𝑞𝑞𝑑𝑑
24𝐸𝐸𝐸𝐸

𝑞𝑞3 − 2𝑞𝑞𝑑𝑑2 + 𝑑𝑑3  

𝑑𝑑
𝑞𝑞
2

= −
5qL4

384EI

𝛿𝛿𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝑑𝑑
𝑞𝑞
2

=
5qL4

384EI
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𝑑𝑑 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑑𝑑3

12
−
𝑞𝑞𝑑𝑑4

24
−
𝑞𝑞𝑞𝑞3𝑑𝑑

24

𝑑𝑑′ =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸

3𝑞𝑞𝑞𝑞𝑑𝑑2

12
−
4𝑞𝑞𝑑𝑑3

24
−
𝑞𝑞𝑞𝑞3

24

𝜌𝜌𝐴𝐴 = −𝑑𝑑′ 0 =
𝑞𝑞𝑞𝑞3

24𝐸𝐸𝐸𝐸

𝜌𝜌𝐵𝐵 = 𝑑𝑑𝐸(𝑞𝑞) =
𝑞𝑞𝑞𝑞3

24𝐸𝐸𝐸𝐸
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Exemplo

𝑀𝑀 𝑑𝑑 = −
𝑞𝑞𝑞𝑞2

2
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑑𝑑 −

𝑞𝑞𝑑𝑑2

2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝑑𝑑′′ = −
𝑞𝑞𝑞𝑞2

2
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑑𝑑 −

𝑞𝑞𝑑𝑑2

2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝑑𝑑′ = −
𝑞𝑞𝑞𝑞2𝑑𝑑

2
+
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑑𝑑2

2
−
𝑞𝑞𝑑𝑑3

6
+ 𝐶𝐶1

𝐸𝐸𝐸𝐸𝑑𝑑 = −
𝑞𝑞𝑞𝑞2𝑑𝑑2

4
+
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑑𝑑3

6
−
𝑞𝑞𝑑𝑑4

24
+ 𝐶𝐶1𝑑𝑑 + 𝐶𝐶2
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𝐸𝐸𝐸𝐸𝑑𝑑′ = −
𝑞𝑞𝑞𝑞2𝑑𝑑

2
+
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑑𝑑2

2
−
𝑞𝑞𝑑𝑑3

6
+ 𝐶𝐶1

𝐸𝐸𝐸𝐸𝑑𝑑 = −
𝑞𝑞𝑞𝑞2𝑑𝑑2

4
+
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑑𝑑3

6
−
𝑞𝑞𝑑𝑑4

24
+ 𝐶𝐶1𝑑𝑑 + 𝐶𝐶2

As constantes 𝐶𝐶1 e 𝐶𝐶2 são obtidas a partir 
das condições de contorno (vínculos)

𝑑𝑑 0 = 0

𝜌𝜌 0 = 0

⇒ 𝐶𝐶2 = 0

⇒ 𝑑𝑑′ 0 = 0 ⇒ 𝐶𝐶1 = 0

𝑑𝑑′ = −
𝑞𝑞𝑑𝑑
6𝐸𝐸𝐸𝐸

3𝑞𝑞2 − 3𝑞𝑞𝑑𝑑 + 𝑑𝑑2

𝑑𝑑 = −
𝑞𝑞𝑑𝑑2

24𝐸𝐸𝐸𝐸
6𝑞𝑞2 − 4𝑞𝑞𝑑𝑑 + 𝑑𝑑2
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𝑑𝑑′ = −
𝑞𝑞𝑑𝑑
6𝐸𝐸𝐸𝐸

3𝑞𝑞2 − 3𝑞𝑞𝑑𝑑 + 𝑑𝑑2

𝑑𝑑 = −
𝑞𝑞𝑑𝑑2

24𝐸𝐸𝐸𝐸
6𝑞𝑞2 − 4𝑞𝑞𝑑𝑑 + 𝑑𝑑2

𝜌𝜌𝐵𝐵 = −𝑑𝑑𝐸(𝑞𝑞) =
𝑞𝑞𝑞𝑞3

6𝐸𝐸𝐸𝐸

𝛿𝛿𝐵𝐵 = −𝑑𝑑(𝑞𝑞) =
𝑞𝑞𝑞𝑞4

8𝐸𝐸𝐸𝐸
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𝑀𝑀1 =
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑑𝑑
𝑞𝑞

𝑀𝑀2 =
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑑𝑑
𝑞𝑞

− 𝑃𝑃(𝑑𝑑 − 𝑎𝑎)

Exemplo
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0 ≤ 𝑑𝑑 ≤ 𝑎𝑎 𝑎𝑎 ≤ 𝑑𝑑 ≤ 𝑞𝑞

𝐸𝐸𝐸𝐸𝑑𝑑1′′ = 𝑀𝑀1 =
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑑𝑑
𝑞𝑞

𝐸𝐸𝐸𝐸𝑑𝑑2′′ = 𝑀𝑀2 =
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑑𝑑
𝑞𝑞

− 𝑃𝑃(𝑑𝑑 − 𝑎𝑎)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝑑𝑑1′ =
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑑𝑑2

2𝑞𝑞
+ 𝐶𝐶1

𝐸𝐸𝐸𝐸𝑑𝑑1 =
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑑𝑑3

6𝑞𝑞
+ 𝐶𝐶1𝑑𝑑 + 𝐶𝐶3

𝐸𝐸𝐸𝐸𝑑𝑑2′ =
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑑𝑑2

2𝑞𝑞
−
𝑃𝑃 𝑑𝑑 − 𝑎𝑎 2

2
+ 𝐶𝐶2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝑑𝑑2 =
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑑𝑑3

6𝑞𝑞
−
𝑃𝑃 𝑑𝑑 − 𝑎𝑎 3

6
+ 𝐶𝐶2𝑑𝑑 + 𝐶𝐶4

Condições de contorno:

i) 𝑑𝑑1 0 = 0

ii) 𝑑𝑑2 𝑞𝑞 = 0

iii)𝑑𝑑1 𝑎𝑎 = 𝑑𝑑2(𝑎𝑎)

iv)𝑑𝑑1′ 𝑎𝑎 = 𝑑𝑑2′ (𝑎𝑎)
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i) 𝑑𝑑1 0 = 0

ii) 𝑑𝑑2 𝑞𝑞 = 0

iii)𝑑𝑑1 𝑎𝑎 = 𝑑𝑑2(𝑎𝑎)

iv)𝑑𝑑1′ 𝑎𝑎 = 𝑑𝑑2′ (𝑎𝑎)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝑑𝑑1′ =
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑑𝑑2

2𝑞𝑞
+ 𝐶𝐶1

𝐸𝐸𝐸𝐸𝑑𝑑1 =
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑑𝑑3

6𝑞𝑞
+ 𝐶𝐶1𝑑𝑑 + 𝐶𝐶3

𝐸𝐸𝐸𝐸𝑑𝑑2′ =
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑑𝑑2

2𝑞𝑞
−
𝑃𝑃 𝑑𝑑 − 𝑎𝑎 2

2
+ 𝐶𝐶2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝑑𝑑2 =
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑑𝑑3

6𝑞𝑞
−
𝑃𝑃 𝑑𝑑 − 𝑎𝑎 3

6
+ 𝐶𝐶2𝑑𝑑 + 𝐶𝐶4

⇒ 𝐶𝐶3 = 0

⇒
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑎𝑎2

2𝑞𝑞
+ 𝐶𝐶1 =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑎𝑎2

2𝑞𝑞
+ 𝐶𝐶2 ⇒ 𝐶𝐶1 = 𝐶𝐶2

⇒
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑎𝑎3

6𝑞𝑞
+ 𝐶𝐶1𝑎𝑎 =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑎𝑎3

6𝑞𝑞
+ 𝐶𝐶2𝑎𝑎 + 𝐶𝐶4 ⇒ 𝐶𝐶4=0

⇒ 0 =
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑞𝑞2

6
−
𝑃𝑃𝑃𝑃3

6
+ 𝐶𝐶2𝑞𝑞 + 𝐶𝐶4 ⇒ 𝐶𝐶2= −

𝑃𝑃𝑃𝑃
6

(𝑞𝑞2 − 𝑃𝑃2)
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𝑑𝑑1 = −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑑𝑑
6𝐸𝐸𝐸𝐸

(𝑞𝑞2 − 𝑃𝑃2 − 𝑑𝑑2) 𝑑𝑑2 = −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑑𝑑
6𝐸𝐸𝐸𝐸

𝑞𝑞2 − 𝑃𝑃2 − 𝑑𝑑2 −
𝑃𝑃 𝑑𝑑 − 𝑎𝑎 3

6𝐸𝐸𝐸𝐸

𝑑𝑑1′ = −
𝑃𝑃𝑃𝑃
6𝐸𝐸𝐸𝐸

𝑞𝑞2 − 𝑃𝑃2 − 3𝑑𝑑2 𝑑𝑑2′ = −
𝑃𝑃𝑃𝑃
6𝐸𝐸𝐸𝐸

𝑞𝑞2 − 𝑃𝑃2 − 3𝑑𝑑2 −
𝑃𝑃 𝑑𝑑 − 𝑎𝑎 2

2𝐸𝐸𝐸𝐸

𝜌𝜌𝐴𝐴 = −𝑑𝑑1′ 0 =
𝑃𝑃𝑃𝑃
6𝑞𝑞𝐸𝐸𝐸𝐸

𝑞𝑞2 − 𝑃𝑃2 =
𝑃𝑃𝑎𝑎𝑃𝑃 𝑞𝑞 + 𝑃𝑃

6𝑞𝑞𝐸𝐸𝐸𝐸

𝜌𝜌𝐵𝐵 = 𝑑𝑑2′  (𝑞𝑞) =
𝑃𝑃𝑎𝑎𝑃𝑃 𝑞𝑞 + 𝑎𝑎

6𝐸𝐸𝐸𝐸
=

𝑃𝑃𝑃𝑃
6𝑞𝑞𝐸𝐸𝐸𝐸

(2𝑞𝑞2 − 3𝑃𝑃𝑞𝑞 + 𝑃𝑃2)

Se 𝑎𝑎 > 𝑃𝑃, o ponto D corresponde ao ponto em que 
𝑑𝑑1′ = 0 , ou seja,

𝑑𝑑1 =
𝑞𝑞2 − 𝑃𝑃2

3

𝛿𝛿𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = −𝑑𝑑1(𝑑𝑑1) =
𝑃𝑃𝑃𝑃 `𝑞𝑞2 − 𝑃𝑃2

3
2

9 3𝑞𝑞𝐸𝐸𝐸𝐸
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𝐸𝐸𝐸𝐸𝑑𝑑′′ = 𝑀𝑀 = 𝑀𝑀0 1 −
𝑑𝑑
𝑞𝑞

𝐸𝐸𝐸𝐸𝑑𝑑′ = 𝑀𝑀0 𝑑𝑑 −
𝑑𝑑2

2𝑞𝑞
+ 𝐶𝐶1

𝐸𝐸𝐸𝐸𝑑𝑑 = 𝑀𝑀0
𝑑𝑑2

2
−
𝑑𝑑3

6𝑞𝑞
+ 𝐶𝐶1𝑑𝑑 + 𝐶𝐶2

𝑑𝑑 0 = 0 ⇒ 𝐶𝐶2 = 0

𝑑𝑑 𝑞𝑞 = 0 ⇒ 𝐶𝐶1 = −
𝑀𝑀0𝑞𝑞

3
⇒ 𝑑𝑑 = −

𝑀𝑀0𝑑𝑑
6𝑞𝑞𝐸𝐸𝐸𝐸

2𝑞𝑞2 − 3𝑞𝑞𝑑𝑑 + 𝑑𝑑2

A deflexão é máxima no ponto 𝑑𝑑1 para o qual:

𝑑𝑑′ 𝑑𝑑𝑥 = 0

⇒ 𝑑𝑑𝐸 = −
𝑀𝑀0

6𝑞𝑞𝐸𝐸𝐸𝐸
2𝑞𝑞2 − 6𝑞𝑞𝑑𝑑 + 3𝑑𝑑2

ou seja,

𝑑𝑑1 = 𝑞𝑞 1 −
3

3

𝛿𝛿𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = |𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑥 | =
3𝑀𝑀0𝑞𝑞2

27𝐸𝐸𝐸𝐸
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