Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

PME-3210 - Mecdnica dos Solidos |
Aula #14

Prof. Dr. Roberto Ramos Jr.

23/05/2023



Escola Politécnica da Universidade de Sao Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

Agenda:

1. Membros de torcdo estaticamente indeterminados (3.8), [1]

2. Exercicios.
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1. Membros de Torg¢éo Estaticamente Indeterminados

As barras e eixos estudados até o momento eram estaticamente determinados,
pois todos os torques internos e reacdes podiam ser obtidos a partir de
diagramas de corpo livre e equacdes de equilibrio.

Se restricOoes adicionais (como engastamentos) forem adicionadas aos eixos, as
equacoes de equilibrio nao serao suficientes para a determinacao dos torques
internos e dos torques de reacao. A estrutura, neste caso, é denominada
estaticamente indeterminada (ou hiperestdtica).

A solucdo destes problemas envolve a utilizacdo das seguintes equacoes:

Equacoes de equilibrio;

Equacoes de compatibilidade;

Relagdes torque-rotacao.
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Exemplo 1:

A estrutura indicada abaixo é formada por uma barra sélida e um tubo, estando
ambos engastados na extremidade A e unidos a uma placa rigida (indeformavel)
na extremidade B. O conjunto é submetido a um torque T aplicado na
extremidade B. Considere que sejam dados:

T : torque aplicado ao conjunto;

L : comprimento da barra e do tubo;

l,; €l,,: momentos de inércia polar da barra solida (1) e do tubo (2);

G, e G, : modulos de cisalhamento dos materiais da barra (1) e do tubo (2).
Pede-se:

a) torques atuantes em cada um dos elementos que formam o conjunto;

b) O angulo de giro (¢) do conjunto.

Tube (2) ¢

Bar (1) —T A ZIE /B
w ;
I Bar (1) L ‘—»

N
End
41; lat
Tube (2) ‘ L e

(b) (c)

(a)
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Solucao:

Verificamos de imediato que temos uma estrutura hiperestatica com grau de
hiperestaticidade g = 1, pois temos dois torques a serem determinados e dispomos
apenas de uma unica equag¢do de equilibrio. Denotando por T, e ¢, o torque
suportado pela barra sélida e seu angulo de giro (da secdo B relativamente a secao
A) e por T, e ¢, as quantidades analogas para o tubo, teremos:

1 )
T; A lch ¢l/\ 2 ) ‘l'lh '/; T
B, (‘ L 2
(@G Bar (1) L —_—
Tube (2)

Cada uma destas estruturas, vistas separadamente, é uma estrutura isostatica (veja
os D.C.L.s), e a determinacao dos respectivos angulos de giro é simples.
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| T,L
Para a barra: L O =
I G11p1 :
I Relagbes torque-rotacdo
p b | ¢ LL o
ara o tubo: 2 =
: GZIpZ !
b e e e e e e - -
oo 1 T +T, T
Equacéo de equilibrio: |, T=T;+T, : «—e
1 |
|

. . I T T.
Equacgdo de compatibilidade 1 : 1 _ "2
: $1=¢2 | N
I

de rotagoes: k¢ B ko
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—

[ T=T,+T T=(—kt1 >T
Tz =) ! kip + ke
T T
k_l _ k_z _— ki, .
LS tz 2 kip + ke
Gll 1 GZIpZ
Onde: ke, = Lp e ki = 3
T T T
Obs: p=—= onde:  kieq = k1 + ke

T TL
kt,eq Gllpl + GZIpZ

Logo: ¢ (“molas em paralelo”)
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Exemplo 2:

A estrutura indicada abaixo é formada por uma barra sélida escalonada formada
pelos segmentos AC e CB, estando ambos engastados nas extremidade A e B. O
conjunto é submetido a um torque T, aplicado em C. Sdo dados: Ty, L,, Lg, d,, dg e G.

Pede-se:
a) torques atuantes em cada um dos elementos que formam o conjunto;

b) O angulo de giro (¢) da segdo C.

I I
A/ PA /'PB B I,
<t > T, o
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Solucao:

Verificamos, novamente, que se trata de uma estrutura hiperestatica com grau de
hiperestaticidade g = 1, pois temos dois torques reativos a serem determinados e
dispomos apenas de uma Unica equacao de equilibrio.

Liberando o angulo de giro em B para obtermos uma estrutura isostatica
fundamental (E.l.F.), vamos determinar o angulo de giro em B (relativamente a
secdo A, que esta engastada) em funcdo dos torques T, e T:

TAV
Z
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Torgue interno no segmento CB (segmento 2):

T

Tg

—>

Dy
“)

e

L, L

sle

1S

>
7

T2(x) Ty

Tz(X)'l'TB:O = Tz(x)=_TB (0S.X<LB)

Torque interno no segmento AC (segmento 1):

T (x)
(b

23/05/2023

T

—

X
<

Tg

T1(x)+Tg =Ty & Ty(x) =Ty — Tp
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2
_ TiL; (To —Tp)La  (=Tg)Lp _ (Equagdo de compatibilidade)

Pe4= 2 G, Gl Yo,

— tipt pPA pB

1 1\ T B ki
Resolvendo para Ty: Tg ktA+ktB —E = Tp = Kos + ko Ty

Pela equacao de equilibrio de momentos:

. Ty + Ty =T,
T4 o 0 T
—>> ce——
7 | |
E LA : L : T = ta T
= Si¢ B > A <ktA n ktB> 0
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Para determinarmos o angulo de giro em C basta analisar o trecho AC:

TA 7 TA — TO - TB
«—/ —
7 :
o La
Tala  Ta T,

o GlLy4 ke kea ke
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Observamos, por fim, que este problema é exatamente equivalente ao
anterior, podendo ser resolvido da mesma maneira apresentada antes:

Ipa Ipg B
T e T
A B
< _l.» s gt

<—LA—><—LB—>

< L >
1l
Lo C 1, T, C B Y
—>> —> /«—
e + —
v Ly, ! w Lp | B
<> <>
T T T
To=Ty+Tg bca=Pcp = : z :

kia ke kea + ke
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2. Exercicios:

Problem 3.8-8 A circular bar AB of length L is fixed against
rotation at the ends and loaded by a distributed torque f(x) that
varies linearly in intensity from zero atend A to 1, atend B
(see figure).

Obtain formulas for the fixed-end torques 7, and 7.

FAA VA VI U U VI VA VAV

x . J
. i o
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Solucao em dez passos:

12 Passo: apresentar o D.C.L,;

22 Passo: Determinar o grau de hiperestaticidade estrutural;

392 Passo: obter a expressao do torque distribuido (t(x));

49 Passo: escrever a equacao de equilibrio global;

52 Passo: Escolher uma E.I.F. (estrutura isostatica fundamental);

62 Passo: Determinar o momento de tor¢ao interno (em uma posicao genérica),
impondo o equilibrio do trecho em analise;

72 Passo: Determinar o angulo de giro de A em relacao a B para a E.I.F. escolhida;

82 Passo: impor a compatibilidade de rotacdes entre a E.I.F. e a estrutura
hiperestatica original;

92 Passo: determinar o torque de reacao da E.I.F. utilizando a equacao de
equilibrio global;

102 Passo: apresentar o D.C.L. final.
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_-Tlo

Solucao: Ty o
o AR

12 Passo: apresentar o D.C.L. Ta A (\ — Te
A B
« | L "
22 Passo: Determinar o grau de hiperestaticidade estrutural: g=2—-1=1
~ . . Vé x
32 Passo: obter a expressdo do torque distribuido (t(x)): t(x) =t I

49 Passo: escrever a equacao de equilibrio global:
toL

L
X
TA+JtO(Z)dx=TB & Tt =T,
0
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52 Passo: Escolher uma E.I.F. (estrutura isostatica fundamental), liberando
uma das reagoes (T4 ou Tg). Optando por T4, p.ex., teremos a seguinte E.I.F.:

Hx)

(\

YA

&

~

_Ip

Ty

——-

X >

« L

>

62 Passo: Determinar o momento de torcao interno (em uma posicao
genérica), impondo o equilibrio do trecho em analise:

Hx)

X efEEE ™

B ——— R ——

=

X

T, + j to (+) dx = T(x)

0

L

t0x2

2L
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72 Passo: Determinar o angulo de giro de A em relacdo a B para a E.I.F. escolhida:

L L
_jT(x)d 1 . +t0x2 g - 1 TL+tOL2
aB= ) e, T J\ AT 2L ) T e\ T e

0 0

82 Passo: impor a compatibilidade de rotacdes entre a E.I.LF. e a estrutura

hiperestatica original: ;
to

$pap =0 < TA=—?

Obs: O sinal negativo indica apenas que o sentido arbitrado para T, no D.C.L.

deve ser invertido.

92 Passo: determinar a reagao Ty utilizando a equagao de equilibrio:

toL toL
TA + T - TB = TB - ?

23/05/2023 PME-3210/ Mecéanica dos Sélidos | / Aula #14 18



Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

102 Passo: apresentar o D.C.L. final
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Problem 3.8-9 A circular bar AB with ends fixed against rotation has
a hole extending for half of its length (see figure). The outer diameter
of the bar is d> = 3.0 in. and the diameter of the hole is d, = 2.4 in.
The total length of the bar is L = 50 in.

At what distance x from the left-hand end of the bar should a torque
T, be applied so that the reactive torques at the supports will be equal?

24 3.0
In. n.

=

e
o
o
=
S
==

A
-
-
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Solucao:

Notamos que a porgdao mais rigida é a responsavel por um maior torque de
reacdo. Se o torque fosse aplicado em x = L/2, por exemplo, teriamos
|T4| > |Tg|, dado que I,4 > I,5. Logo, é certo que o torque deve ser

aplicado a uma distancia maior do que L/2 para que os torques de reacao
sejam iguais. O D.C.L. fica ent3o:

Ty
T, Y 7 T
L Cle—1b B%—i
— o
. L/2 e L/2-a |
. ! ! l
g=2—1=1 TA+TB:T0
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Liberando o torque reativo em B, obtemos a E.I.F.:

Ty
T, % Tg
—_— A C te—bD B |——»
¢
L2 A, L/2-a
= |

Tg(L/2—a) (Tg—Toa (Tzg—To)L/2
b4 = b0+ boc + dca = + + ="
B.A BDp T ®Ppct Pca Gl Glyp Glya

TBL<1+1>_T<a+ L)
2 \Iha Ipp ° Ipp ~ 21pa

Como devemos ter Ty = T, /2, vira:
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TOL<1+1>_T(a+ L)
4 \L,, Lg) °\Lp 2,
a 1 Iyp
L 4 Iy

I d — d4 d.\* 2.4\*
Como: pE _ 72 2 L_1-(2) =1- = (0,5904
Iy d d, 3,0

=0,1024 <{——> a=5]12in

Resulta:
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Problem 3.8-16 A hollow circular tube A (outer diameter d .. wall

thickness 1) fits over the end of a circular tube B (dg. I5). as shown
in the figure. The far ends of both tubes are fixed. Initially, a hole
through tube B makes an angle B with a line through two holes in
tube A. Then tube B is twisted until the holes are aligned, and a pin
(diameter d,,) is placed through the holes. When tube B is released,
the system returns to equilibrium. Assume that G is constant.

(a) Use superposition to find the reactive torques 7, and T at the

supports.
(b) Find an expression for the maximum value of g if the shear

stress in the pin, 7,, cannot exceed 7p.allow.
(c) Find an expression for the maximum value of g if the shear

stress in the tubes, 7., cannot exceed 7..allow.
(d) Find an expression for the maximum value of g if the bearing

stress in the pin at C cannot exceed o.allow. ,

B P‘l}al C
Tube A

Ipa ‘_
' i i A Tube B
i Tube B R
[ C B
| L oo L
-— Cross-section at C
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Solucao:

a) Apos a liberacdo do tubo B, os dois tubos (A e B) estardao submetidos a
um mesmo momento de tor¢cdao. A soma dos angulos de giro de cada
tubo (em relacao as respectivas extremidades engastadas) deve igualar o

angulo S (desde que f < 1). Assim:

TO 7 TO T 7 TO
<~—— A C -—»«O— C B %—»
] ! %
| ! ; —L -
= >
ToL _ Tol
“A4 TGy, “F 7 Glg
bcat bca=p8
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T (Tpad Lya+ L,
e e

o == | — d:Ld

c) Para que a maxima tensao de cisalhamento nos tubos ndo ultrapasse a
tensdo de cisalhamento admissivel do material devemos ter:

Tmax = Tt.adm

Todg Todg| To , (da dp
2Ly, 2L ) 2

Tmax = méx{ )

T4 :GIB IpAIpB méx ﬁ &
M= 9L\ + Ip Ipa’ I
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M 2L \Ipg + Lyg Ly L) = bm

ﬁ o (Tt,adm) IpA +IpB 2L
max G IpAIpB max {ﬁ d_B}

IpA pB

d) Para que a tensao de esmagamento maxima nos tubos nao ultrapasse a
tensdo admissivel do material (g3, qqm ), devemos ter:

| Fpa Fpp -
Opmax — Max Aot dotal= Op,adm
p‘A p“B

o= TO F.. = TO
bA — (dA - tA) bB (dB - tB)

onde:
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L W L)
0go: max , <o
(dg — ta)dyty (dp — tg)dytp badm
T, { 1 1 } 3
— max , <o
d, (da —ty)ty (dp — tp)tp badm

G,B( Lyalyp > , { 1 1 }<
max , <o
Ldy \I,s + Ip (da — ty)ty (dp — tp)tp badm

B < (O-b,adm) (IpA + IpB) Ldp
¢ Lyalys méx{ 1 1 }
(dg — ta)ts’ (dp — tp)tp
,8 o (Jb,adm) (IpA + IpB) Ldp
max G Lyalys méx{ 1 1 }
(dg —ta)ty’ (dp — tp)tp
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