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Introducao ao Cap.3 — Torcao (3.1)
Deformacdes de torcao de uma barra circular (3.2)

Barras circulares de materiais eldasticos lineares (3.3)
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Torcao nao uniforme (3.4)
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1. Introducgéo ao Cap.3 — Tor¢do

No capitulo 2 estudamos barras submetidas a
carregamentos axiais e o primeiro tipo de esforco
solicitante interno: os esforcos normais (de tracao
ou compressao). Neste capitulo introduziremos
um segundo tipo de carregamento: os que
causam tor¢ao em barras.

A torcao esta sempre associada a esforcos que
produzem rotacdo das sec¢Oes transversais da
barra ao redor de um eixo longitudinal que passa
por um determinado ponto (denominado centro
de torcdo), como indicado na figura ao lado.

Contudo, diferentemente do movimento de (b)
rotacdo como corpo rigido visto em Mecanica |, FIG.3-1 Torsion of a screwdriver due to a
aqui as rotacoes variam de secao para secao, e ha torque 7 applied to the handle

deformacdes do elemento estrutural.
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I_3 4 Torcao nao uniforme

3.1 Introducgao

3.2 Deformacdes de tor¢cao de uma barra circular
3.3 Barras circulares de materiais eldsticos lineares
3.5 Tensdes e deformacgdes em cisalhamento puro
3 6 Relacdo entre os médulos de elasticidade Ee G

3 7 Transmissao de poténcia por eixos circulares

3.8 Membros de tor¢ao estaticamente indeterminados

3.11 Concentragdes de tensao em torgao
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Exemplos de estruturas mecanicas submetidas a torcao:
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Figura 1. Eixo de um gerador para Figura 2. Eixo de um navio acoplado ao
transmissao de poténcia. hélice [2].
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Outros exemplos de interesse:

Figura 3. Maquina de ensaio de Figura 4. Fratura do Umero por torcao [5].
torcao — Biopdi [3, 4].
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Outros exemplos de interesse:

Figura 5. Riser de perfuragao [6-9].
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A figura ao lado ilustra um caso idealizado de (Pl P
carregamento por tor¢cdo em que uma barra ( | Axis
cilindrica, engastada na extremidade esquerda, é o ; )J P, ofbar
carregada simultaneamente por dois binarios. ' P, =
Lembrando que um binario possui resultante nula F=Fidy Ty=Fat
(pois as forcas que o formam s3o de mesma (a)
intensidade, de mesma direcao e de sentidos  m

opostos) e que o momento do bindrio é dado pelo — “1_ 9_:,'27
produto de uma das forcas pela distancia entre as >

linhas de a¢do destas forcas, entdo: )

//’T1 - Pldl \\\ Torques produzidos ‘ L
{ .
\ -
\ ! ' pelos bindrios. P /
\\ TZ - Pzdz //
\\\ ”/

— o - -

(c)

FIG. 3-2 Circular bar subjected to torsion

Obs: Se |T;| # |T,|, haverd um torque de reagdo (ndo b e 7 et T

indicado na figura) no engaste.
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i
/S on

P,
. .. , Axis
Cada torque (ou momento produzido pelo binario) é } Tﬁm
representado por um vetor na forma de uma seta -
com ponta dupla e que é perpendicular ao plano = =
contendo o binario, de tal forma que os vetores serdo Ti=Pidy 12=Fady
sempre paralelos ao eixo central da barra (na secao @
transversal em que estdo atuando). T -
O sentido do torque é dado pela regra da mao direita } — > —
(vide Fig.3-2.b).
o , . (b)
Outra representacdo possivel para o torque utiliza
uma seta “curvada” agindo na mesma dire¢do e ‘ T, a
sentido da rotacdo que seria causada por ele, se - . ’3\7
estivesse agindo sozinho na barra (vide Fig.3-2-c). g v

Unidade (no S.1.):

(c)

[T] =N-m (newton-met I‘O) FIG. 3-2 Circular bar subjected to torsion
by torques T, and 7>
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Torques internos e convencgdo de sinais (para os torques internos):

A determinacdao dos momentos de torcdao internos é importante para a andlise e
dimensionamento estrutural. Tomemos, como exemplo o caso anterior considerando que
|Ty| = 3T e |T,| = 2T, onde T > 0 é um valor de referéncia:

2T

!

Como um dos papéis de uma estrutura é o de transmitir esforcos, é evidente que deve
haver esforcos internos nas secoes transversais de modo a garantir a transmissao dos
esforcos e o equilibrio de cada trecho. Como veremos adiante, estes esforcos internos
constituem-se em tensdes de cisalhamento cujo resultado liquido € o momento de
torcao atuante em cada sec¢ao transversal.
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A convencdo utilizada para designar o sinal dos momentos de torgcao internos é a

seguinte:

. X

|

|

24 A B T(x) T(x)
<<——
37 1 12T .

| ! ! T(x) >0 & vetores "saem"daS.T.

1 | |

! L ; L ! (vetores tém o mesmo sentido da normal externa a face)
T(x T (x)
O m«—

T(x) <0 < vetores"entram"naS.T.

(vetores tém sentido oposto ao da normal externa a face)

Notem, portanto, que a convencdo é analoga a usada para estabelecer o sinal das forcas
normais de tragdo (N(x) > 0) ou de compressdo (N(x) < 0) em barras submetidas a
carregamentos puramente axiais.
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Retomando o exemplo anterior, determinaremos primeiramente o torque de reagao na
secao engastada. Para os torques reativos, sugere-se sempre considerar que eles sejam
positivos nos Diagramas de Corpo Livre iniciais (as condicdes de equilibrio é que vao
determinar se o sentido inicialmente arbitrado esta correto ou nao):

A C

I

<
TA

—
2T

Do equilibrio de momentos, temos:

2T—3T-T,=0 & T,=-T

O sinal negativo obtido para T, indica que o sentido inicialmente arbitrado esta
incorreto: para haver equilibrio o sentido deve ser invertido!
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Determinacao dos torques internos:

Como temos dois segmentos diferentes (em virtude da introducdo de um torque
externo concentrado na secao intermediaria), precisamos determinar o torque interno
em cada segmento separadamente:

1 X
| “1
A B ! C
<&— <E&— I —>
T, 2T

Segmento BC:
Podemos impor o equilibrio tanto para o trecho que ficou a direita do corte quanto
para o que ficou a esquerda do corte. No primeiro caso, teremos:

T(x) 2T

— —T(x)+2T=0 & T(x)=2T
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Se tivéssemos optado pelo segmento a esquerda, o resultado seria o mesmo.
Reparem:

|
|
%

W
—
=
|
o~

L

T(x)—3T-T,=0 & T(x)=3T+T,=3T—T=2T

Para o segmento AB o procedimento é andlogo: faz-se um corte imaginario entre as
secoes A e B e impomos o equilibrio (para o segmento a esquerda ou para o segmento
a direita do corte):

2T

h
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Optando pelo segmento a esquerda do corte, teremos:

A
T, |J |I T(x) T(x) —T, = 0 & T(x) =T,=-T
! :
LX)
 —

Optando pelo segmento a direita, teremos:

B
P — = o 2T-3T-T() =0 & T(x)=-T
T(X): 3T | ! 2T
. : :
L L—x ! L !
| 1 l
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Resumindo:

1 X :

LA B : C
1. D.C.L: —>>] <— ' —>>

T ! 3T ! | 2T

L L !
2. Esforgos Internos:
* NotrechoAB: T(x)=-T, 0<x<L
* NotrechoBC: T(x) =2T, L<x<2L

2T
3. Diagrama de Momentos Torgores: A 5 c
T
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2. Deformacgodes de torgcéo de uma barra circular

Hipoteses de Coulomb (1784) para a torcao de barras circulares:

1. CondicOes de torcao uniforme: T = cte, secao transversal prismatica, eixo reto;

2. SecOes transversais da barra, que eram planas antes da aplicacdao dos torques,
permanecerdo planas apos a aplicacao dos torques;

3. As secOes transversais giram, umas em relacdo as outras, em torno de um centro
(denominado centro de tor¢ao) sem apresentar distor¢cdes dos elementos radiais;

4. Nao ha empenamento da secao transversal (deslocamentos longitudinais sdo nulos).

FIG. 3-3 Deformations of a circular bar in
pure torsion (a)

28/04/2023 PME-3210/ Mecanica dos Sdlidos | / Aula #09
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Figura 6. Empenamento de barras com secdes transversais nao circulares [10].
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Distorcdes em secoes circulares:

¢ (x)

T I') T—— - = T
__— >
Secdo de referéncia . . ! J
L |
FIG. 3-3 Deformations of a circular bar in
pure torsion (a)

Sejam:

* T=torque aplicado na barra (N.m);

* L =comprimento da barra (m);

e r=raio dasecdo (m);

* @ =angulo de giro entre as se¢des extremas, distantes L entre si (rad);

* x=distancia de uma sec¢ao genérica a se¢ao de referéncia (m);

*  &(x) = angulo de giro da secao que dista x da secdo de referéncia (rad).

28/04/2023 PME-3210/ Mecanica dos Sdlidos | / Aula #09
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A partir das hipoteses estabelecidas por Coulomb, determinamos:

~, ~
\
\ \
Q ‘
J ”
P
< x > dx |4— |

P~

L l
(a)
¥
III’—F\\\ \\ Fang
/ R L] i
T / - ;
! il L
\ ) \
\ L \
\ A \
h s N
S s s i s i 54
! dx "]
(b) (c)

FIG. 3-4 Deformation of an element of

Maxima distorcao (ver Fig. 3-4.b):

_bb" _rdd
yméx - ab - dx
dd

Denotamos: 60 = —
dx

Onde: 8 = angulo de giro por unidade de
comprimento da barra (rad/m)

Assim:  Vmax =76

E, no caso da torcdo uniforme:

length dx cut from a bar in torsion d(p (6>} 9 ro
0 =—=— Ymax =10 =
dx L L
28/04/2023 PME-3210 / Mecanica dos Sélidos | / Aula #09 20
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C' ' 9'»’[ _pa® = p0

y="—
lde dx

Onde: 0<p<r

E, no caso da torcao uniforme:

0

. b_p
Yy =p —pL—Tymax

28/04/2023

(b) (©)

FIG. 3-4 Deformation of an element of
length dx cut from a bar in torsion
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Distor¢coes em tubos circulares:

y Analogamente aqui também vale:
max

Z z
= p— = pb

o Y=p==p

Dominio: TH <SP =T

Logo, na tor¢do uniforme:

(¢))
o _ Yméx=r20=rzz
FIG. 3-5 Shear strains in a circular tube

¢

Ymin = 110 = le
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3. Barras circulares de materiais elasticos lineares

Para materiais homogéneos, isétropos e com 7
comportamento elastico-linear, vale a relacao: =
(a)
T=0Gy
J_\
Logo, utilizando as rela¢bes anteriores, teremos: @ + -
g ’ g ’ b /
y . / 22N
Tmax = G0  (maxima tensao cisalhante: 'T Y l
. A Y 7 . T
junto a superficie) [
[z C
T = Gpb (distribuicdo de tensdes —

0<p=<r1)

Tmax

FIG. 3-7 Longitudinal and transverse

cisalhantes na secao)

(b) (c)

FIG. 3-6 Shear stresses in a circular bar in
torsion

Importante:

Notem que as tensdes de cisalhamento ocorrem nos
planos da secdao transversal e no interior do
elemento, mas ndo ha tensdes de cisalhamento
atuando na superficie lateral (a_ superficie lateral esta
visivelmente descarregada).

shear stresses in a circular bar subjected

to torsion

28/04/2023
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Relagcdes importantes na tor¢ao uniforme de barras de secao circular
(cheias ou vazadas):

T = ﬂ TpdA = ﬂ(GpH)pdA = GO ff p2dA
A A A

r

= [[ rtan= [ prampap =22 =28
= = T = =
A 0 FIG. 3-9 Determination of the resultant
of the shear stresses acting on a cross
(I, € o momento de inércia polar da se¢do transversal) secHon
(¢ T TL A :
Logo: T=GOl, & O=—-= o &= (angulc~> de giro entre
L Gl GIL, as secdes extremas)

T
T=G6p8 & 1= P (distribuicdao de tensdes cisalhantes na se¢ao)

I
0<p=<r1)

28/04/2023 PME-3210 / Mecanica dos Sélidos | / Aula #09
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Para tubos circulares valem as mesmas expressoes, sendo apenas necessario calcular o
momento de inércia polar corretamente:

2
n(ry —r)  m(d; —df)
I, = ﬂ p2dA = prandp = 5 = %
A T T

Valem as relacdes: \ Iii Tonax

T = GOI 7 ® r d I'L

P L~ G, GI,
4
= Gpo = Tp
t=op < = E FIG. 3-10 Circular tube in torsion
Tmax = G0 = I—r2 Tmin = G110 = I—rl
p p

28/04/2023 PME-3210 / Mecanica dos Sélidos | / Aula #09 25
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E, para tubos circulares de parede fina, a expressao do momento polar de inércia
também pode ser calculada como:

(=) mnF A7 —rf)  n@f + )+ 1) — 1)

I

p 2 2 2
[ (ry, + 1)
% =R, (raio médio do tubo)

Mas,

r,—r =t (espessura do tubo)

£\2 £\2 t \°

T22+T12=<Rm+§) +(Rm_§> :2R12n 1+(m) EZR,Zn

Logo: I, = 2nR3t = (2nR,t)RE, = A.RS
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Mostra-se facilmente que: 1.070
1.060 it
2
Iy ex =1+ (—t ) Ip’ex/lp'apr 1.050

1.040 /
1.030

)

1.020 /
1.010

1.000 =

0.990
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

R,

Logo, o erro cometido com a aproximacdo é desprezivel para quase todas as aplicacoes
praticas.
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4. Tor¢cdo néo uniforme

* Devido a aplicacdo de varios torques concentrados m
A

ou distribuidos ao longo de uma barra prismatica D
e Lap——t«—Lpc— LC‘D“‘

ou formada por segmentos prismaticos;
T T
; > ; 3 3 ‘_W
* Devido a aplicacdo de torque em barra de secao B

Casos de torcao nao uniforme T z T T,
B C‘

A
circular com raio variavel; HxJ de
< L ..I
1
: . . Ta Tp
* Devido a aplicacdo de varios torques concentrados < -
ou distribuidos em barra de secao circular com raio 4 ‘-‘ L
. «— X dx
variavel.
< L >

28/04/2023 PME-3210 / Mecanica dos Sélidos | / Aula #09
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12 Caso: Aplicacdo de varios torques concentrados ou distribuidos ao longo de uma
barra prismatica ou formada por segmentos prismaticos

Procedimento:

1. Identificar o niumero de segmentos e identifica-los como segmentos 1, 2, ..., n;

7

2. Determinar os torques internos (7}, i = 1,2,...,n) em cada segmento utilizando cortes
apropriados, diagramas de corpo livre e equacdes de equilibrio de momentos;

3. Determinar os angulos de giro em cada segmento (®;) utilizando a relagao:

& = TiL;
Gy

p.i Ty 1y T3 T,

4. Determinar o angulo de giro total para toda a barra:

0 X0 S A
p— l p— ‘AB ~BC ~CD

28/04/2023 PME-3210 / Mecanica dos Sélidos | / Aula #09
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22 Caso: Aplicacao de torque em barra de secao circular com raio variavel
- T

«_b'_fl_’_’_bj_))
B

A
«— X dx
< L

1. Identificar o niumero de segmentos e identifica-los como segmentos 1, 2, ..., n;

Procedimento:

2. Determinar as fung¢des que fornecem o raio ou diametro em cada um dos n trechos
(Di = Di(X), 1= 1,2,...,n);

3. Determinar o momento polar de inércia em cada trecho com a férmula:

D; (x))*
Iy = RO

4. Integrar o angulo de giro infinitesimal ao longo do comprimento de cada trecho

para obter o angulo de giro total:
n Lj

4P = l(x> m— o= Zf szjx)

28/04/2023 PME-3210 / Mecanica dos Sélidos | / Aula #09 30
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32 Caso: Aplicacao de varios torques concentrados ou distribuidos em barra
de secdo circular com raio variavel

Procedimento:
1. Identificar o niumero de segmentos e identificad-los como segmentos 1, 2, ..., n;

2. Determinar os torques internos (T; = T;(x), i = 1,2,...,n) em cada segmento utilizando
cortes apropriados, diagramas de corpo livre e equagdes de equilibrio de momentos;

3. Determinar as fung¢des que fornecem o raio ou diametro em cada um dos n trechos
(D; = D;(x),i=1,2,...,.n) e o momento polar de inércia em cada trecho com a férmula:

D;(x))*
Iy = A

4. Integrar o angulo de giro infinitesimal ao longo do comprimento de cada trecho para
obter o angulo de giro total: t

Li Ta @! ‘!&i—_ﬁp_}—s
T;(x)d T h
. L

dd;

n
=1

28/04/2023 PME-3210 / Mecanica dos Sélidos | / Aula #09

31



Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

Referéncias:

[1] Gere, J.M.; Goodno, B.J.; Mecanica dos Materiais, Traducao da 72 edicao
norte-americana. Cengage Learning, 2010, 860p.

[2] https://www.nauticexpo.com/pt/prod/schaffran-propeller-service/product-
31586-358602.html

[3] https://biopdi.com.br/ensaios-mecanicos/

[4] https://www.youtube.com/watch?v=wPcJ4Wge4Lo

[5] Sahin, T. (2020) Arm Wrestling Related Injuries: A Literatura Review. Int Arch
Orthop Surg 3:022. doi/org/ 10.23937/2643-4016/1710022

[6] https://www.westend61.de/en/imageView/CAVF24928/high-angle-view-of-
drilling-riser-and-pipes-in-sea-at-oil-rig

[7] https://www.youtube.com/watch?v=gdMxJoOdfs4
[8] https://www.youtube.com/watch?v=QrPg8sMgRWk

[9] https://pt.slideshare.net/Marcio25/animao-de-perfurao-no-mar

[10] http://faculty.ce.berkeley.edu/sanjay/mechanics/warp.html

[11] https://www.youtube.com/watch?v=wJyJmSmKnJ8

28/04/2023 PME-3210 / Mecanica dos Sélidos | / Aula #09 32



