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Figuras Planas




Introducao

® Porque estudarmos as propriedades das figuras planas?

® Astensdes podem ser escritas em funcao do esforco solicitante e de alguma
propriedade da secao transversal

® Essas podem ser areas e momentos de inércia de areas



Definicoes

® Parauma figura plana qualquer, definimos:

* Areadafigura$:

A=jdA
S
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® Momento estaticode S:

M, = jydA,emrelagéoéz
S

M, = Lz dA,emrelacdoay

Definicoes
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® Momentodeinérciade S:

I, = ]yz dA,emrelagio a z
s

L, = -LZZ dA,emrelacdo ay

Definicoes
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Definicoes

® Momento polar de inércia de S:
] = jrz dA
S

onde r é a posi¢ao radial da area infinitesimal d4,
ousejar? = y? + z2.
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Propriedades do Momento Estatico

® Considere o problema da figura.

® Para haver equilibrio ao redor de z, temos:

Zmigdi=0—>2midi=0
i [

Importante: d; tem sinal!




Propriedades do Momento Estatico

® Se estendermos o mesmo conceito para um sélido de
densidade y e espessura t constante:
jydm=jyytdA=0 m \
ytfydA=thz=0 '
S

Logo, para haver equilibrio: M, = 0



Propriedades do Momento Estatico

® Agora, ndo é todo o eixo que apresenta a
propriedade anteriormente descrita.

® Efacil ver nafiguraque M, # 0




Baricentro de uma figura plana

® O baricentro (G) é o centro de massa da figura.

® Por ele passam dois eixos principais que
satisfazem:

MS’ZO='[ydA=O
S

Ms,y0=deA=0



Baricentro de uma figura plana

® Observando a figura:

y' =y +ye

® Assim, o momento estatico em relagdo ao eixo z pode
ser escrito como:

MS’Z:fy’dA=J(y+yG)dA=jydA+ijdA
5 5 5 5

M, = Ms,zo + Ye j dA = ycA
S



Baricentro de uma figura plana

¢ Logo:
M,
Yo =4
® Analogamente:
M,
Zg = 2



Baricentro de figuras compostas

® Paradeterminar o baricentro de figuras compostas:

A

n
MEGt = yi ds = y5 A
i=1

¢ Logo:

total
Ve = M S,Z
G A

comA =) A;.



Exemplo: Retangulo

y ® Vamos fazer os calculos para determinar o
i baricentro do retangulo:
dA=h-dz
M
>§ l sz Z'Z’Azbh
%
/
G /] h 210 b h?
| ; Msz=jydA=jybdy=b[— =
SN S— dA=brdy
7 > 7 b h?
y T
2 Y6 =Hn =2



Exemplo: Retangulo

¥ ® Agora, para a posi¢ao zg;:

dA=h'dz

[
>
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Exemplo: Retangulo

y
| ® Para mostrar que o eixo z, € 0 eixo no qual o
dA=hdz momento estatico é zero:
L |
/| h
g by s
Mg, = A= =b|=
o, | s [yons [rrar=ofg],
x /] 2
/
e
¢ 1/h\* 1( h\’
SN S— dA=brdy M.. =b|=[Z)] =2(=Z) =0
7] > 7 S, %o 2\2 2\ 2




Baricentro

® Nota importante: o baricentro sempre esta sobre os eixos de simetria da area!

Y
<
G,
v /]
G,

Y2

Yg =

Y141 + y24;

A+ A4,

J

y

\

>

O
\

N

Y2

Y141 — Y24
Yg =

A — A



Baricentro ou centroide

Forma de Superficie % y Area
“i

Triangulo g ﬁ —@-
‘ 3 2

de circul 8 = o’
Quarto de circulo 3n 30 s

0 4r T‘I_2_
Semicirculo 3T 2

extraido de Beer, F. P. & Johnston Jr., R.




Baricentro ou centroide

SRS

Limitada por dois
segmentos de reta
perpendiculares e um
quarto de elipse

| Limitada por um
segmento de reta e
uma semi-elipse

Limitada por dois
segmentos de reta
perpendiculares e
uma semiparébola

Limitada por um
segmento de reta e
| uma parabola

4a 4b nab \
3n 3n
|
o | 4 mab
3n 2 |
Sa | 3 | 2ah
8 5 3
3h 4ah
0 —= e
5 3

extraido de Beer, F. P. & Johnston Jr., R.



Baricentro ou centroide

extraido de Beer, F. P. & Johnston Jr., R.

Limitada por dois

| segmentos de reta
perpendiculares e um | 3a 3h ah
arco de parabola do 4 10 3
2¢ grau, 0

X

| TLimitada por dois 4
segmentos de reta
perpendiculares e um n+1 o | +1 B ah
arco de parabola do n+2 4n + 2 n+1
grau .
Setor circular 2r sen o | 0 9

| '
3¢ 4




Momentos de Inércia

® Os momentos de inércia sao importantes para a flexao = Determinam a
rigidez a flexao (com o modulo de elasticidade do material determinam
quao rigido uma barra € em relagao a Flexao)



Momento de inercia: retangulo

Para o retangulo que vimos anteriormente,
vamos calcular os momentos de inércia em
relacdo aos eixos y e z.

dA=h'dz

|74

® Paraoeixo z:

h 3h bh3
Iz=jy2dA=jy2bdy=b[y?] -
S 0 0

Q)
BUSONNONNNNN

SSSSSSSSS— dA=bedy
>Z

N




Momento de inercia: retangulo

dA=h'dz

Q)
BUSONNONNNNN

AN N— dA=b-dy
>Z

N

® Paraoeixoy:



Momento de inercia: retangulo

® Vamos repetir o procedimento para os eixos y,
e Z.

dA=h'dz

|74

® Paraoeixo zp:

h h

jzd 2 epay=p |2
I, =Yy A=] y“bdy = !—]
Zo 5 _% 3 _%

Q)
BUSONNONNNNN

SSSSSSSSS— dA=bedy
>Z

I_b1h3 1/ h\’] bh3
¥ Z 7 13\2 3\ 2/ | 12

N




Momento de inercia: retangulo

Y
A
dA=hdz ® Paraoeixo yy:
L |
/ b it
; Iyozjzzd/l:JbZzhdz:b?
G /| S 2 i
-
Y 3
J 1/b\° 1/ b h b3
SO —dA:b-dy Iy, =h =5 ==1=3 =E
/1 > 7

(STES)



Momento de inercia: retangulo

dA=h'dz

|74

S ® Como pode ser visto, os momentos de inércia
em relagdo aos eixos que passam pelo
baricentro nao sao nulos, porém sdao minimos!

® Como relacionar os momentos de inércia dos
dois sistemas?

Q)
BUSONNONNNNN

SSSSSSSSS— dA=bedy
>Z

N




Teorema de Steiner

® Vamos analisar a relagao entre os eixos z e s.
Podemos escrever a relagao entre as distancias
medidas entre a area infinitesimal e os eixos como:

y=t+d




Teorema de Steiner

® Assim, podemos escrever o momento de inércia em
relagao ao eixo z como:

Iz=jy2dA=f(t+d)2dA=j(t2+2td+d2)dA
S S S

Iz=ft2dA+2dftdA+d2jdA
S S S

I, =I5+ 2d Mg s + d*A




Teorema de Steiner

® Se o eixo s coincidir com o eixo que passa pelo
baricentro z, (ou seja, M, = 0):

I, = I, + d?A

Se a figura é composta, é possivel obter o baricentro da
figura composta transportando todos os momentos de
inércia para o eixo do baricentro da figura composta:

= > (I, +dfA;)

I,

‘HM s
=




Momento de inércia de um triangulo

* E possivel demonstrar que:

b h3
=77
dA
& b h3
G % =3¢
> 7




Momento de inercia de um circulo

dA

Yo
A
8 * E possivel demonstrar que:
G
\*

> 7
0 _nR4




comuns

Momento de inercia de figuras geometricas

Retingulo

T
'y -
Y

Tridngulo




Momento de inercia de figuras geometricas
comuns

& ¥

e,

r

/ L7\
Circulo \ /1 > - I,=1,=

& Y

¥
x-r!
Semicirculo I/,;-r --\ I,=1,= :
r

P
et




Momento de inercia de figuras geometricas

comuns
p
Quadrante EA f_-=f.=ﬁ-r
41_._...: - [6
|‘—r‘1
13
T-a-fk
b I =
G : 4
Elipse / \ "2 ;
\\ ’// ! =:-'I'-ﬂ -b
= \ 1 1
a




Momento Polar de Inercia

A
dA ® Para calcular o momento polar de inércia
vamos utilizar um circulo. Assim:
2w rR
]=jr2dA=j frzrdrde
1 > 2o s o Jo
R 48 1 R4
]=27Tj r3dr =2m|—| =




Exemplo: Prova P2 [/ 2019

12 Questdo: Considere a figura plana data ,
(pentagono) e determine: ; 3cm

A) O centro de gravidade G em relagao aos eixosY
e Z dados;

3cm
B) O momento de inércia em torno do eixo

vertical que passa porG. bermrrmer e ~Y




Exemplo: Prova P2/ 2019

Para o calculo do item A) precisamos dividir a figura
em dreas mais simples para o calculo:

ey s
Considerando as figuras ao lado, podemos construir ;_—dl |

uma tabela com os valores e posicoes dos
baricentros das figuras em relagdo aos eixos dados.

3cm

" 3cm  3cm " 3cm  3cm



| —Quadrado

Il - Triangulo 6 1 9

=)’1A1—)’11A11=6'36—6'9=6cm
iy — 369

Esta sobre o eixo de simetria

. =ZIAI—Z”A"=6'36—1'9=E=367cm
& A — Ay 36 —9 3

" 3cm  3cm

Exemplo: Prova P2 [ 2019

3cm

oy U

" 3cm : 3cm



Exemplo: Prova P2/ 2019

Sendo assim:

Y

A) As coordenadas do baricentro G sdo (6; 3,67).

Ja para o item B, precisamos redividir as dreas com
o tridngulos cuja base esteja paralela ao eixo z.




Exemplo: Prova P2/ 2019

3cm

- Al -

—k W

. 3cm l3cm . 3cm 3cm

Ja para o item B, precisamos redividir as areas com
o tridngulos cuja base esteja paralela ao eixo z.




Exemplo: Prova P2 [/ 2019

Dessa forma:

_ jquad tri
IZO i Izo - 2120

Dessa forma:
Iro = IZ3°? — 21Z7F
663 3-33 3-3
= ( -2 +1% . ——
z0 6 - 63 3 - 33 3=
12 36 2 I-0 = T)—Z T+12' 2)
I.o = 108 — 2(2,25 + 4,5) = 94,5 cm™*

Lo = 108 — 2(2,25 + 4,5) = 94,5 cm*



Exemplo: Prova P2 [/ 2019

Apesar de ndo ser pedido no exercicio, vamos calcular o momento
de inércia na outra direcdo:

_ jquad _ jeri
IyO - Iyo - Izgl 3cm

3cm 3cm

12 36

663 ] 6-33 ,
= +13-3,67|2-36) - +12-3,67/2-9

Lyo = (108 + 16) — (45 + 25) = 153,5 cm* “3cm 3cm “3cm  3cm



Exemplo: Prova Sub [ 2019

Questdo B (3 pontos): Para a secdo transversal da figura, determine:

a) a posicdo de centro de gravidade G, fornecendo coordenadas e indicando os eixos de
referéncia;

b) o momento de inércia em relacdo ao eixo horizontal passando por G.

3a




Exemplo: Prova Sub [ 2019

3
N roc .. )
o ‘1 (J, \ CL L li ()_, l j—b}-’/ L’)l
=i Go,\-xo, 3



Exemplo: Prova Sub [ 2019

e / 2 [ /4o 3 /Q.o"’ 2 Geo
1, = 204‘(;'_@‘\{_ g_§a> Za & ] ( X

(—-; kf_ B \ 36 /

‘:fﬂo4 y+ Sla.% ' tf)aq-'r iazé‘fw~

LE 64 1 1 G4 ~

_ 1874 (KGISLH'@Q) 15




Exemplo

Calcule os Momentos de Inércia em relagdo aos seus eixos principais de inércia.

(E3) ,
A

24cm |12:m 24cm

>

12cm

48cm
@

12cm

| |

l12em! 12em

12cm




Exemplo

1) Calculo do Centro de Gravidade.
scg =0 Pois Ot € um eixo de simetria da peca.

- AI 't('(‘u[ + A'II E t('(ill + AIII - t(..‘(iIII

e
o AtA Ay

_60.12.66+12.48.36 +36.12.6
60.12+12.48+36.12

CG t(.‘(i =4l cm




Exemplo

2) Momento de Inércia em relagdo ao eixo Oy.
I}- - l|3,-+ lu_v+ lm_v

_60.12°

I, =1, +A, d > I +60.12.(66-41)" = 458 640 cm*

1248

L, =l tAd D Iy = +12.48.(36-41)" = 124 992 cm*

. _36.12° . :
Ly = Lt Ay A5 Iy = T+36-]2-(6'4” =534 384 ¢cm

ly, =1118016 cm®

12cm

48cm

12cm

YA
A
24cm I12 m] 24cm
| [
G

| | |

|
y

2
¥

-:ml 1 2cml I2c:1'r|l

A

Il




Exemplo

. : A
3) Momento de Inércia em relagdo ao eixo Oz. I
cm | 2 m] cm
N l [ I
Iz - Ilz+lllz+llllz é:: [ ]
i 12.60° : = >y
I,=1+A,0 > [,= T =216 000 cm* 1
a1
48 123 }Ilcmgﬂcm%l.'!cm%
lll;z=[|u_+_Au . - luz= 12 =6912 cm" A
, 12,36 ) '
I =l +Ap 0° > I, = T 46 656 cm
s 1y, =269 568 cm® L
[1

4) Conclusdo: a pega ¢ mais estavel em torno do eixo Oy.




Exemplo

(ES) Para a seg¢do transversal da figura abaixo, determine:

a) A posi¢do do centro de gravidade (fornecer as coordenadas
e indicar os eixos de referéncia).

b)Os momentos principais (centrais) de inércia.

c¢) As diregdes dos eixos principais (centrais) de inércia.

|

__6cm_ [cm|

N

15cm

w

18¢cm 3cm




Exemplo

Decompondo a pega em 3 partes temos:

I

S5 A=252cm’

1) Calculo da Area.

18.6
A=A|_A|I-A|" 9 A:24‘24-18‘15-

2) Calculo do Centro de Gravidade.

scg = 12 em  Pois um eixo perpendicular a Os em 12 cm divide a pega simetricamente.

t. = Al-‘t‘m‘An-lc'(iu"Aul Legm
CcG
A=A -A,

24.24,12-18.15_7,5-'87'6.1?

teg = 252 = 2> Ll =15,75¢em

AN

""'E

G(12; 15,75)




Exemplo

3) Momento de Inércia em relagdo ao eixo Oy.

I

y y Ty “llly

5 24 24’ ; )
I, =1, +A, d 2> Iy= ?"'24*24112‘]5,?5} =35 748 cm

. 18.15° :
Ly =l +Ay.d™ > Iy = 12 +18.15.(7,5-15,75)" = 23 439 cm*

; 18.6° 18
tAL A D Iy =+

s 1

b =]

6 .
— (17-15.75) = 4
36 > ( )" =192 cm

lly

1. =12116cm”

Hiy




Exemplo

4) Momento de Inércia em relagdo ao eixo Oz.

L=1-I-1p

. 24 .24° )
L, =L,+A.0° > I,=—5—=27648cm
s 15.18° )
Iy, =1y +A, .07 2 Iy, = 12 =7 290 cm
8 69 .69 .,
Iy, =l tAp.d° > Ly, = 2(¥ + 7'3 J =729 cm*

s 1y, =19 629 cm®

5) Conclusdo: a pega ¢ mais estavel em torno do eixo Oz.



Exercicio (Presenca)

Questao 2
Considere a figura plana dada (hexagono) e determine:
(a) o centro de gravidade em relacdo ao eixo Y e Z dados;
(b) os momentos centrais de inércia.
Considere b = (algarismo das dezenas do numero USP) + 1.

4;
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