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PEF3208: Fundamentos de
Mecanica das Estruturas

Conceitos iniciais

o Estrutura
o Resisténcia dos materiais
o Engenharia elétrica: Estruturas de transmissao de energia elétrica

Classificacao das estruturas quanto a forma:

Barra: | >> e,h
Folha: e << |,h
Bloco: e ~1~nh
Sendo e: espessura, |: largura e h: altura

o O O O

Apoios (plano)

o Convencao de Grinter:

S>

o Engastamento: impede 3 movimentos (translagéao horizontal,
translagéo vertical e rotagcéo)

o Articulagéo fixa: impede 2 movimentos (translacéo horizontal e
vertical), porém permite rotacao

_,J% a@%{ﬁ

o Articulagdo mével: impede 1 movimento (Translacao vertical)



Acoes:

o Externas:
m Peso proprio
m Carga concentrada ou distribuida
m Reacao
m Temperatura

o Internas:
m Esforcos solicitantes
m Esforcos resistentes

Esforcos solicitantes:
o Convencao de sinais para esforcos solicitantes:

Forca acao e reacao devem ser OPOSTAS!

I -

A




Z’:r;. posvedey

2 Fy » N = Forca Normal

: - (perpendicular a superficie)
Vx e Vy = Forgas cortantes
(perpendiculares a N)

T = Momento de Torgao

—

My, Mz = Momento Flertor

Exercicios:

Passo 1) Nomear os pontos de interesse e marcar as rea¢gdes nos apoios.
Passo 2) Desenhar o sistema mecanicamente equivalente

Passo 3) Impor as condi¢des (equacgdes) de equilibrio

Passo 4) Desenhar o diagrama do corpo livre

Passo 5) Aplicar o Teorema fundamental de Resmat (Teorema do corte)
Passo 6) Esbocar o Diagrama dos Esfor¢cos Solicitantes

LISTA Pla)
Ex1)

J
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Passo 1) Nomear os pontos de interesse e marcar as rea¢cdes nos apoios.

A A
Ry ;,‘ A jM
A
Ry

I

Passo 2) Equagfes de Equilibrio
e EiXOXYFy;=0©Ri=0

e Eix0y:YF,=0©R;/—P=0

e Momento em relagdo ao ponto A (eixo perpendicular ao plano):



YMy=0MA—-Pl=0M" =P.I

Passo 3) Diagrama de forgas do corpo livre

Passo 5) Aplicar o Teorema fundamental da Resmat (teorema do corte)

ﬁp.l 5}!:
j.:f_ X } Ny 5

A\ r e 4 - 7
) "|Urx
P _j"‘-"‘ '

e EXOX: YFy;=0©Ny =0
e Eixoy:Y>F,=0&-V, +P=0V, =P

e MomentoemrelacdoaS: Y Mg=0 ©+P.l+M, —P.x=0&

M, = P.x — P.l=>Equacao de reta (M,, é funcio de x,1° grau)

Passo 6) Diagrama dos Esfor¢os Solicitantes
N(x)

MV (x)

-P.I

b

¢ =

n
A

ey

X

(Obs: O sentido do eixo dos valores de M(x) é para baixo, portanto o valor negativo do

momento na figura esta na parte de cima)



Ex2)
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Passo 1) Nomear os pontos de interesse e marcar as reagcdes nos apoios.

N RAAR AR RRARARARRRARRARARRRARARY
, 3"

L

Passo 2) Desenhar o sistema mecanicamente equivalente determinando a forca
resultante e o ponto de aplicagéo.

e Forga resultante R = fOL p.dx = p.L => Lembre-se que “a integral € a area”

e Local de aplicacdo de R: momento em relacdo a A deve ser 0 mesmo
L L LZ

M, = —f p.dx.x = —pf x.dx =—p—

0 0 2

M'y = —p.L.D, sendo D a distancia de A até o local de aplicacéo de F
2
e My=M, Cz:)—l’%: —p.L.D ¢>ng

ng

.
Fal

R=PL

N/

Passo 3) Equacbes de Equilibrio
e EXOX YFy;=0©Ri=0

e EiXOYyYF,=0SR}—p.L=0R}=p.L

2
e Momento em torno do polo A: M, = 0 & M4 — p.L.% =0eoM = p.%

Passo 4) Diagrama do corpo livre
(P.L?)

A ARRRRARA SRR AR RRRRARARARRRRAN

b

Passo 5) Aplicar o teorema do corte na se¢ao S




(P.L%) P.X
ST o,
PL X W I m,

e EXOX YFy;=0©Ny =0

Eixoy:>F, =0 -V, +pL —px=0V, =p(L—x)
Momento em relacdo ao eixo passando por S:
YMg =0 ®+p.% + M, —p.L.x+p.§.x= e

2 2
M, = —p.x? +p.xL.— p.%=> Equacdo de parabola (M, é funcio de x?,2° grau)

Passo 6) Diagrama dos Esfor¢os Solicitantes

N(x)
1.0 ---‘
X
Mv(x)
PL ——
i . . . . . _—._——.—‘—.————_.__)
X
B
2
X
W M(x)

Ex3) Po = 10kN, L=6m

P

3 .

L=&m

b

Passo 1) Nomear os pontos de interesse e marcar as reacfes nos apoios.

M

H A



Passo 2) Desenhar o sistema mecanicamente equivalente
L “r . . Po.L
e Forcaresultante R = fo p.dx Lembre-se que a “integral é a area” =>R = L

e Local de aplicacdo de R: no centro de massa

— 10 cehtro de massa
Base do tridngulo

Pnnta do tridngulo

| i
Pﬂ o.L
M 2
sl e sl ale m# W
! 2m Am i
A Y
Ry L=6m

Passo 3) Equacgbes de Equilibrio
e EixXox:YFy=0©Ri=0

e EiXOYy:YF, =0 ©R#—30=0 % R =30kN
e Momento em relagéio ao ponto A: YM, = 0 & M4 —30.2 = 0 M* = 60kNm

Passo 4) Diagrama do corpo Ii_vre

Po = 10kN
60k ll
NA QR W
J |3[}kN Cs

Passo 5) Aplicando o teorema do corte, dividiu-se em dois tramos. A partir do tramo da
direita, tem-se

Po = 10kN R = P(x).(6-x) = 5(6-x)*

HW
‘ >

" 51 ]‘ 'L o (6)

}'{

e Porregra de trés, temos que: P(x) <::> P(x) = ? (6 - X)
e EXOX:YFy=0©Ny =0
e Eixoy:YF,=0&e+V, —R=0oV, = 2(6—x)2 => Polindmio do 2°grau

(parabola)



e Momento emrelagéo a S2: Y M; =0 © — M, —%(6—x)2(6%x) =0¢&

M, = %(6 —x)3 => Polinémio do 3°grau

Passo 6) Diagrama dos Esforcos Solicitantes
M(x)

V)N

M(x)

Teoremas e regras

Para uma barra submetida a uma forca distribuida por comprimento orientada para
baixo com as func¢des V(x) e M(x) obtidas a partir de um x com o sentido da esquerda
para a direita tem-se

1. A derivada da expressédo do Momento é a da Forga Cortante

am
V(X) = E
2. A derivada da expresséo da Forca Cortante é a forca distribuida com sinal
trocado
av(x) _ _
dx

3. Em uma barra, quando a forca distribuida por comprimento é constante, o
diagrama da forga cortante é uma reta e o diagrama do momento é uma
parabola cuja concavidade € definida pela “regra do barbante”, ou seja, a forma
do diagrama do momento acompanha a forma de um barbante submetida
aquela forca por toda a sua extensao.



Ex4)
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Passo 1) Nomear os pontos de interesse e marcar as reagcdes nos apoios.

_Rﬂ A l B

o e
a < b

| N

A
YR

—
<

R

Passo 2) Equacgbes de Equilibrio
e EixXox:YFy=0©Ri=0
¢ Momento em torno do eixo que passa pelo ponto A e € perpendicular ao plano:
YM,=0e—P.a+RE.(a+b)=0e
RE =P.a/(a+b)
e Momento em relagdo ao ponto B: YMy =0 ©R{.(a+b) + P.h =0&
Rf =P.b/(a+b)
Passo 3) Diagrama do corpo livre

P
A 51 52 B
;’ \"_( -} o
a = - < b -
P.b/(a+b) . . . : : : . Paf{a+h) |

Passo 4) Aplicar o teorema do corte no tramo antes da se¢cdo onde esté aplicada forca
P e depois dessa sec¢éo porque a parcela de P que caminha pelos tramos para cada
um dos apoios é diferente. As parcelas de P que caminham para os apoios A e B
serdo as mesmas se P estiver aplicada no meio do véao.

Secdo S1: 0<x<a

A 51 N(x)

X
Pb/(a+h) .\, ;_]M{x}




o EXOX YFy;=0©Ny =0
e Eixoy:XF,=0e—-V, +P.b/(a+b)=0V, =P.b/(a+Db)
e Momento em relacdo a S1: ), Mg =0 @—P.%x+ M, =0&

b ~
M, = P.mx => Equacéo de reta com coef. angular > 0 (reta crescente com o

eixo dos My orientado para baixo)

Secdo S2: 0<x <atbh

: : : : p .
A 52

—— . Nx)
.P.bf[a+b] Wx}i_]miﬂ

e EXOX YFy;=0©Ny =0

« Exoy:XFy=0e-V, +P.——-P=0&V, =-P.a/(a+b)

e Momentoemrelacdoa Sl: Y Ms =0 & — P.%x+ M, + Px—a)=0&
M, = —P.ﬁx + P.a => Equacao de reta com coef. angular < 0 (reta
decrescente, mas com o sentido do eixo dos M(x) orientado para baixo)

Passo 5) Diagrama dos Esfor¢os Solicitantes

A\ N
Sy
+Pb / V(x)
ath |
3 a+h N
) - L §
-F.b
a+h
a a+h -
- Y &
— I N "
-~ | Pab _——
M(x] <} T a+h




Ex5)

Jl,ll,ll,ll.ll.ll.ll.ll.ll.ll.llJLHllllllllllllllllllllllllllllllllll

H'\_‘ L

Passo 1) Nomear os pontos de interesse e marcar as reagcdes nos apoios.
L/2 P.L

_&

” |l.|l.|l.|l,ll.ll.ll.ll,ll!l!l!Lllllz{)llll_llllll_llllll@llllullllllﬁ

f"\
RY

Passo 3) Equagdes de Equilibrio
e EiXOXYFy;=0©Ri=0

e Momento em relagdo ao ponto A: ¥M, =0 & — P.L. (%) +REL=0&

R§=+P.%
e Momento em relagéo ao ponto B: ¥Mp =0 & —R{}.L + P.L. (%) =0
R§‘=+P.%
Passo 4) Diagrama de forgas do corpo livre
.Il.ll.llJl!l!l!lJlJl!lJlJLllll lllllllllllllllllllllllllllllll

= PL

> RL 7L Tz
2

Passo 5) Aplicar o teorema do corte. Basta aplicar em uma Unica sec¢éo. Corta-se em
mais sec¢des se houver forgas concentradas ou se houver mudanga na direcdo da
barra.

WL |l|l|l|l I ll;_)>
"u"{x

I PL X Mix)
2

e EXOX YFy;=0©Ny =0

e EiXoy:XF,=0e -1, —Px+%=0(:>vx =—Px+%

e Momentoemrelacdo a S1: Y Mg =0 © + Px.g - %x+ M, =0

2
M, = —P.x? + %x => Equacdo de parabola com concavidade para baixo

==
%



Passo 6) Diagrama dos Esforcos Solicitantes

AT\ N(x)
0 L/2 L\
A AN g
PL2 AR T
lo T — /2
a%7‘~u;j;
0 L/2
Y M) I — :
LISTA P1b)
Ex1)
3kN/
777
3m
/]
4m

Passo 1) Nomear os pontos de interesse e marcar as rea¢cdes nos apoios




Passo 2) Equacdes de Equilibrio
e EiXOXYFy;=0©Ri=0

¢ Momento em relacdo ao eixo que passa pelo ponto A:
SMy=0e—-15%2+RE.4=0&RE = +7,5kN

¢ Momento em relacdo ao eixo que passa pelo ponto B:
YMp =0 —Rj.4+15% 2=0SR{ = +7,5kN

Passo 3) Diagrama do corpo livre

3kN/ 7

7,5kN Bm
3T

A y

7,5kN
1 1
Passo 4) Aplicar o Teorema do corte

Passo 5) Diagrama dos Esfor¢os Solicitantes (cosT=0,8 e senT=0,6)
e Eixol:YF, =0 ©Ny +75senT —3xsenT =0<=> Ny =18x—4,5

e EX02:YF,=0—-V, +75cosT —3xcosT =0V, =-24x+6
e Momento emrelacdo a Sl: Y M =0 < 7,5.x.cosT + 3. x. cosT.g +M, =0

M, = —1,2x? + 6x => Equacdo de parabola com concavidade para baixo



Ex9)

okN.m TN
e
dm
1m -
LI
2kN

Passo 1) Cortar a estrutura em secgdes no inicio e no fim de cada segmento da barra.

Passo 2) Analisar cada corte.
CORTE A:

Aplicando o teorema do corte e eliminando o tramo da extremidade livre, para que o sistema se
mantenha em equilibrio e seja mecanicamente equivalente, a forca aplicada na extremidade
livre (na figura, a direita) da barra é transferida para a sec¢do A, junto com o momento que é
acrescentado devido a esse deslocamento da forga.

Forga x Deslocamento = 1kN x 2m = 2 kN.m.

1 kN
iﬂ—— 2 kN.m



CORTE B:

A forca de 1 kN e o momento de 2 kN.m aplicados em A sdo transferidos para B sem nenhum
acréscimo pois as distancias sdo infinitésimas. Em B ainda tem uma forga de 2kN aplicada no
sentido positivo da vertical.

| g— 2 kN.m
1 kN (Forca que veio do corte A)

2 kN (Forca que ja estava em B)

gue equivale a:

f

1KN.

‘ - 7 kN.m
CORTE C:

Como o deslocamento da forga de 1 kN para C é na vertical, ndo é criado nenhum
momento, e o momento de B também é transferido para C. Lembre-se que forcas normais e
momentos se transferem sem nenhum acréscimo.

-al— 7 kN.m

CORTE D:

Na secdo D ha a forca de 1 kN e o momento de 2 kN.m que estava em C, além do
momento de 2 kN.m que estava aplicado entre C e D.

1 kN



ENGASTAMENTO:

Na secdo D ha os momentos de 2 kN.m que se transferem de C sem nenhum
acréscimo. A forca de 1 kN quando transferido de C para D dd origem a um momento de
1kN.4m =4 kN.m. Portanto, ha um momento de tor¢do de 2 kN.m, um momento fletor de
6kN.m e uma forca cortante de 1 kN em D.

6 kN.m

L ..
T

1kN

Os diagramas dos esforcos solicitantes no trecho horizontal sdo

CORTANTE: (negativo, pois tende a girar o tramo no sentido anti-horario)

=

MOMENTO FLETOR: (sem sinal, tracionando as fibras de baixo)

1 kN

——

6 kN.m
2 kN.m

MOMENTO TORCOR: (negativo porque “entra” na secdo)

Z\‘ 2 kN.m




Trelicas

Lista P2a)
Ex2)
é / B o/ C / D E’
! 4
-
9\; SN [ S S
(:; . I
\\ ‘ [oXeYe}

T vo AP e¢f T‘
T
Rf, Rv

1) Reacdes nos apoios

ZMF= —Pa —2P2a — P3a+R)4a & R)=2P

zM]=0=—R54a+P3a+2P2a+Pa & RE =2P

2) Diagrama do corpo livre
A B9S2 Dyt
1 [~ -

]

< ;! Q 11 13

W P e b af

Compressao<0

Tragcao >0



Z F,=0=2P + N; © N5 = —2P (compressdo)

ZFH:0:N14_

ZFU=O=2P—N6COS45°=> Ng = 2V2P

ZFH:O:N1+N6Sin45°:> Nl :_ZP

5) Ritter — cortar até 3 barras

A ® & ©
&

Sl
5 ae AT M

ZFU=0=2P—P—N8COS45°<:> Ng = 2P
ZMB=0=_2Pa+N15a@ N15=2P

ZMH:0:_2P2a+Pa_N2a@ N2:_3P



ap, B ,.3P
r)
b T

0 =—N, —V2Pcos45°< N, = —P

H
I

EFH = 2P — 3P +2Psin45° = 0

7) N6 C o
e
2. 3P
N
l 3 X E =0=N,
2P -3pP -3p -af
< - f
- aige P 5.1 1
NP
o %Y 2P )
tracdgo > 0

compresséo < 0

Ex4)




1) Reacdes nos apoios

z My =0 =10.1,5 — 20.3 + R/6 — 10.7,5
R} = 20kN

Z M; =0=10.75+20.6 — Rf/6 + 20.3 — 10.1,5

RY = 40kN
2) Diagrama do corpo livre

Yo 0
3) Ritter
P
¥ lko
Ng

RN

ZF,, =0=—20— N5 cos30°— 10 + 20
—20V3
3

5 — kN
3vV3

2
5v3
Ny, = Tkzv

3v/3 543
ZMH =0=N2—=—203+206—1075 & Ny =——kN



Momento estatico em torno de eixo

SY = f ZdA = ZCGA
A

SZ == f YdA = YCGA
A
*CG = Centro de Gravidade (/massa)

Ex1:

z

L\L e j‘/-\(\ L.
Loy

Z? h bh?
Sy:J< ZdA‘::)Sy:.I- ZbdZ@Sy:b - |0:_
4 " 2 2
Analogamente:
g _bzh
272
Assim:
bh?
Sy 3 h
Sy =ZccA S Z¢g =~ A" 2
b%h
Sz_2 _b
Sz =YcAS Yee = A" h 2
Ex2:
z Mebd2
)

A,

==l
.

S




Sy
I
0
‘é/)
I
o

z*\ 1
S =f ZdA=f Zbdz=b<—>|3 =
Y, 4 2 )} 2 2

Sy = ZCBA<:>ZCG == 0

Momento de inércia em torno de um eixo

y IY=fZZdA IZ=fY2dA
Ex3:
Za
T
h—F—
o \3*7
h Z3 bh3
1Y=J ZZdA=f ZzbdZ:»IY:bf ZZdZ=b<?>|g=)Iy=T
A Z 0
Ex4:
Zy
ﬂ% *L
Y P"”'y’
= ,
b
8

h

2 z3
— 2 — 2 — —_—
IY—L ZdA@IY—.[_ZhZhdZ@Iy—b<3>|Zh— v



= Teorema de Steiner

paralelos
\
Exs 3 e 4)
“y
(3 3 h2 bh3
~rErere-prys-r-- ===  ulal o
- : =L +d*xXA= —+ —bh= —
: | : I—d S 12 4 3
T v - — —>r
' CG H X
Il i
[ e -
_ bh? f
UETE _h A=bxnh
=3
Exs 5) Determinar o CG
SJ’1 SJ’z
Az ﬁ ﬁ
20 Ay X Zeg, Ay X Yeg,
10 b ~— 4 e
@ ; _ Sy 10x20x10+5%x10x5
@ G a7 10X 20 +5x 10 B
—— 4
10 5
Al X YCGl AZ X YCGZ
~ b e
SZ_20><1O><5+10><5><12,5_65

Y., = 2 =
caq A

[ = Ir+d2><A]

Teorema dos eixos

20x10+10x5

)



Exercicios

4) Lista P2a

Calcular os momentos de inercia ly, |.

ut
I A
I
I
I 9cm
I
I
| v
1 A
I
I 3cm
—— -l _"__>t
«—> < : > —>
3cm 6'cm 3cm
. /xA,+tG”><A,,_0
ce A, ¥ Ay -
S, 12x12X64+6X9Xx7,5 g
Yee =4 =7 12x12+6x9 M
2. Momentos centrais
ut
1 _ gl
1 Iy—ly_
y
x
—>
4 /CG
I,=1-
5,1 1 z z
1 |
1

1) Lista P2a

Calcular os momentos de inercia ly, |,.

1. Centro de gravidade

ua f
1
— @3
: 1 9: 12 9
1 ) 1 [ *A
L.6_I_|____I
: 6|V
12
ucc,—6
tee;, = teg, =0
uCG"—7,5

I” —

y

12 x 123

5

6 x93
12

(

12 x 123

+12x12x (6 — 5,1)2>

+6X9X% (75— 5.1)2> = 1169 cm*

12

Formulario:

)-(F

12

> = 1566 cm*



40x30%\ (40x30 .
Iy ={—5¢ +( 2 x30)=570.000cm

30 x 20%\  (30x20 _ (20\? .
I, =2x + x (—) = 93333 cm

l 36 2 3

Divide em 2
(Precisamos pegar um eixo paralelo a z e transferir o momento de inércia)

» Tensoes e Deformacoes

1) Deformacao Longitudinal

~ N « > O
Tensao |0 = 1 I
N N
Tracdo: N>0 < ﬁ-’
Compresséao: N<O * 14 Al >
Al
E = T (deformacdo linear)

2) Relacao entre tensédes ( ) ) e deformacoes (8)

a) Barra de aco em uma maquina de ensaio (materiais ducteis)

o,: Ruptura

0;: Escoamento

g,: Tensdo limite

de proporcionalidade

v




b) Materiais frageis
y N O’
01" T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

O-p --F----—----

v
M

3) Lei de Hooke

og=E X¢ — E = modulo de elasticidade
! (ou de Young)

Eaco = 210.000 MPa
Econcreto = 21.000MPa

4) Hipoétese de Novier

! 1 ] -
1 B C eh.
cl ' "'-’f
] c!

|

a) Seccoes transversais permanecem planas

b) Seccoes transversais permanecem
perpendiculares ao eixo deformado



5) Relacao entre esforcos solicitantes e tensdes
AZ AZ

N=f adA;Vy=j TydA;Vz=f T,dA;
A A

N A N
~— ~—
M,, =j (cdA)z; M, = —J (cdA)y;
A A

T = j (—1y dA)z +J (t,dA)y
\ A A
Torgao

6) Conceito de seguranca
Medida do afastamento da situacéo de ruptura em relacao as condi¢cbes de utilizacdo

_ Yy —— coeficiente

de seguranca

EXEMPLOS:
1) Dimensionar um fio de ac¢o para suportar 80kN com um coeficiente de
seguranca y = 2 e tensio de escoamento o; = 25 kN /cm?.

LLLL L o 25
o z_l:—z 12’5kN/Cm2

80 kN



2) Dimensionar as barras de trelica metalicas cujo ago tem o seguinte diagrama
o X &. Adotey = 2.

N a(kgf/cm3) @ 130 tf
2500 |----- 3
e > 3m
£
""" - 2500
4
, 3 4 m
51noc:§=0,6 coso<:§:0,8
a) Equilibrio do n6 0,6
~—
f
Neo 0t +T F,=0=—30— N,sin < => N, = —50tf
= t—
0,8
_ o 2500 kgf
o= === —1250"/_,
N, —50.000 kgf
=|—| = <|a.| = 1250
0.l = || = [ = 1=
A 50.000 40 em?
A2 =5 T
_ o 2500 kgf
G= =y = 250"/ >
N, 40.000 kgf
ol =[] = [ = 1@l = 1250
40.000
= 32 cm?

T



= Tensoes Normais

‘\
\

Lista P2a

S5k
200 kN
-

10

5 kN x50 cm

b) Expressao das tensdes normais

N M, M,
U—Z—Zy-l'?Z

_Z200 500 +250
=736 " 135 7 T 204

o =-556+3"7y+ 1,2z

*Na prova tem formulario

c) Posicédo da linha neutra: ¢ = 0

Momento de Inércia

A = 36 cm?

N = —200 kN
|V,| = 10 kN
V2| = 5 kN

kN
z / cm?

I, = 204 cm*

I, =135 cm*

9

A
v

T=0
M, = +200 kNcm

M, = =500 kNcm

c=0<=> =556+37y+12z=0

<=>zZ=-

3,7
1,2

, 5,56
Yt 12



