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Figuras Planas




Introducao

°* Porque estudar as propriedades das figuras planas?

* As tensoes podem ser escritas em funcao do esforgo
solicitante e de alguma propriedade da secao transversal

* Essa propriedade pode ser a propria area ou momento de
inércia de area
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Definicoes

°* Para uma figura plana
qualquer, define-se:

* Area da figura S:

A= [a
S
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Definicoes

°* Momento estatico de s:
M, = fy dA, emrelacioaz
)
M, = fz dA, emrelacioay
S
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Definicoes
°* Momento de inércia de S:

I, = Jy-z' dA, emrelacioaz
s

I, = f z? dA, emrelacioay
s
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Definicoes

°* Momento polar de inércia de S:
J = frz dA
S

onde r é a posicao radial da area
infinitesimal dA, ou seja r? = y? + z2.
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Definicoes

° Momento estatico de S: °* Momento de inérciade S:

M, = fy dA, emrelacioaz I, = jyz dA, emrelacioaz
S S

M, = fz dA, emrelacioay I, = jzz dA, emrelacioay
s s

>~




Propriedades do Momento Estatico

®* Considere o problema da
figura.

°* Para haver equilibrio ao
redor de z, tem-se:

Zmigdi=0—>2midi=0
i i

ortante: d; tem sinal!




Propriedades do Momento Estatico

Se estender o mesmo conceito para
um solido de densidade y e espessura
t constante:

ytfydA=thZ=0 Tt
S

ogo, para haver equilibrio: M, =0

fsydm=fsyytd,4=o \



Propriedades do Momento Estatico

°* Agora, nao é todo o eixo que
apresenta a propriedade
anteriormente descrita.

dM

* E facil ver na figura que M, # 0 /




Baricentro de uma figura plana

* O baricentro (G) é o centro
de massa da figura.

° Por ele passam dois eixos
principais que satisfazem:

ydA=0

f
s
_ [
s

zdA=0



Baricentro de uma figura plana

°* Observando a figura:
Y =y+yg

°* Assim, o momento estatico em relacao
ao eixo z pode ser escrito como:

Ms,zzjy,dAzj(y'l'yG) dA
S S

=JydA+JdeA
S S

Mg, = Ms,zo +ijdA = YeA
S



Baricentro de uma figura plana

° Logo:




Baricentro de uma figura plana

_ Ms,z

Y6 2
Ms,y

Zg = 1

° Momento estatico de S:

M, = f ydA, emrelacioaz
)

Mg, = j zdA, emrelacioay
)




Baricentro de figuras compostas

°* Para determinar o baricentro de
figuras compostas:

Ay

n
ML =) ygi Ag =Yg A
i=1

° Logo:

total
M S,Z

A

Y6 =

com A =) A;.



Exemplo: Retangulo

°* Vamos fazer os calculos para
determinar o baricentro do retangulo:

>~

dA=h'dz

M,
A )

Zg = A=Dbh

G)
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N

SN S S— dA=bdy
> 7




Exemplo: Retangulo

Y ° Agora, para a posiGao y;:
dA=h'dz "
l ye=—22 A=bh
4
4
G "
x % MS,Z=jydA=fybdy=b[—

j ) 0
/

SSSSSSSSSS— dA=b-dy )
7 > 7 b h

N _2 _A



Exemplo: Retangulo

>~

° Para mostrar que o eixo z, é o eixo
dA=hdz no qual o momento estatico é zero:

P~y

: i
MS’ZO=fydA=jhybdy=b7 .
S _h

6 -3

G)
SONONNONNNNN

=0

N

Mg, =b

SN S S— dA=bdy
>Z




Baricentro

°* Nota importante: o baricentro sempre esta sobre os
eixos de simetria da area!
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G, _ 14y + Y24,
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_ Y141 — Y24,
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N

N G1 Y2

N

P Y1

/

Y2

[/,

NN
N




Centroides de formas comuns de superficies

T-For'ma de Superficie x y Area
Triangulo _}E éﬁ_
3 2
4r 4r a
Quarto de circulo 3_TC ﬁ n_;_
0 - W
Semicirculo 3n 9
Limitada por dois
segmentos de reta 4a 4b nab
perpendiculares e um | 3n 3n 4
uarto de elipse . = — 7 =
q p Obs: Baricentro = Centroide
Limitada por um 4b Tab
segmento de reta e 0 31 9
| uma semi-elipse R
Limitada por dois ‘
segmentos de reta 1
perpendiculares e um 3a 3h ah
arco de parabola do 4 10 3
| 2°grau.
Limitada por dois
segmentos de reta
perpendiculares e um n+l o | 2 +1 5 ah
arco de parébola do n+2 4n + 2 n+1
grau n.
Setor circular / e | 9r sen o,
( - .;..-a:i‘_.». = = 0 ar2
0 o s 3 \ P
" |~ ‘ FERDINAND P. BEER E E. RUSSELL JOHNSTON,]J R.




Momentos de Inércia

° Os momentos de inércia sao importantes para a flexao >
determinam a rigidez a flexao

(com o modulo de elasticidade do material determinam quao rigido
uma barra é em relacao a flexao)



Momento de inércia: retangulo

—h- * Para o retangulo visto anteriormente,
dA=h'dz b
calculam-se os momentos de inercia
| em relacao aos eixos y e z.
b
¢
? ° Para o eixo z:
G>< ;
¢ h
/ h y3 b h3
¢ lz=fy2dA=jy2bdy=b[—] =—
_ dA=b-dy s 0 3[, 3
> 7
\k




Momento de inércia: retangulo

dA=h-dz

°* Para o eixo y:

b Z3b hb3
1y=fz2dA=jz2hdz=h[—] =
A . 3], 3

\\\\\\\\\\I—

— dA=b-dy
> 7

K




Momento de inércia: retangulo

°* Repetindo o procedimento para os

eixos y, e z,.
dA=h'dz

)L— °* Para o eixo z,:

/

? h h
G % 5 z y31?
¥ ; IZO=jy dA=Jhy bdy=b?

/ S =7 _l_l

/|

— dA=Db-dy
~2Z oo p |2 _2(_R\]_bw

o X 2~ "13\2) "3\ 2/ | 12




Momento de inércia: retangulo

dA=h'dz °* Para o eixo y,:
/I b ad
/1 ) 2 z> |2
/| I,, = | z°dA = z“hdz=b |—
/ ¢ b 3| »
G, / . 2 2
/
é 3 3
1/b 1/ b h b3
- —bh- —hl|=-[=] ==[=-=] | =——
dA=bdy by, 3(2) 3( 2) 12




Momento de inércia: retangulo

dA=h-dz

°* Os momentos de inércia em
relacao aos eixos que passam
pelo baricentro nao sao nulos,
porém sao minimos!

\\\\\\\\\\I—

* Como relacionar os momentos de
inércia dos dois sistemas?
— dA=Db-dy
> 7

K




Teorema de Steiner

°* Analisa-se a relacao entre os eixos z e s.
Pode-se escrever a relacao entre as
distancias medidas entre a area
infinitesimal e os eixos como:

y=t+d




Teorema de Steiner

* Pode-se escrever o momento de inércia em
relacao ao eixo z:

Iz=Jy2dA=j(t+d)2dA=](t2+2td+d2)dA
S S S

lz=jt2dA+2djtdA+dzjdA
S S S

I,=1I,+2d Mg, + d*A




Teorema de Steiner

°* Se 0 eixo s coincidir com o0 eixo que passa
pelo baricentro z, (ou seja, M, = 0):

I, =1, +d*A

°* Se a figura é composta, é possivel obter o
baricentro da figura composta
transportando todos os momentos de
inercia para o eixo do baricentro da figura

composta:




Momento de inércia de um triangulo

dA

> 7

ﬁé

° E possivel demonstrar que:

, bR
27 12

b h3
=3¢



Momento de inércia de um circulo

® ° E possivel demonstrar que:




Momento Polar de Inércia

Yo
4 °* Para calcular o momento polar de
inércia vamos utilizar um circulo.
dA .
,<.. Assim:
G 2w ~R
X >Z, ]=jr2dA=f frzrdrdﬂ
S 0o Jo
R r4 R T R*
]=21‘t’j r3dr =2n|—| =
0 4 0 2




b-h®
$3 ty T2
b ¥
R h G T Iy = mi
etingulo 5 - V4 =
b i
=22 Momento de inercia de
- w - V 4 -
| ’ r, -2 figuras geometricas
I comuns
: |
'. bk’
- h G ||II = 36
riangulo ! ¥ * 3 .
/ | T , _bh Teorema de Steiner
; L+ >z 12
1 I, =1, +d*A
F }:
ol v
* 4 I
Circulo < >z f;-=f}=?r; h T
N el IR SO 3
|"—r"|
¥ A ¥
I ma-b’
. \ xr /G ,b 1= 4
Semicirculo G I, =1, = 2 Elipse \ // * 7 .
a J.-_.:' :;lr. " .
— —1 1=
i




£ 12
I_bh3
S 3
_ bh?
“T 36
b h3
I, = —

IL,=1,+d,*. A

I,=1,+d,*. A



12 Questao: Considere a figura

plana dada (pentagono) e
determine:

A) O centro de gravidade G em
relacao aos eixos Y e Z dados;

B) O momento de inércia em torno
do eixo vertical que passa por G.

Exemplo: Prova P2 / 2019

3cm

3cm

......... >y



Exemplo: Prova P2 / 2019

Para o calculo do item A) divide-se a
figura em areas mais simples para o
calculo: 3cm

Considerando as figuras ao lado, 3cm /\ \30“

pode-se construir uma tabela com
os valores e posicoes dos : ; : : :
baricentros das figuras em relacdo 3cm  3cm 3¢cm  3cm
aos eixos dados.




3cm

Exemplo: Prova P2 / 2019

3cm

......... >y

Area : ; =
---- Sem 3am3am

| —Quadrado

Il - Triangulo 6 1 9

_ YA+ yudy _6-36-6-9

— — -6
Ye =", va, 36— 9 cm

Esta sobre o eixo de simetria

2 =Z,A'+2"A"=3'36—1'9=99=367cm :3cm :3CI’T1 | :3CI’T] :3CIT1
T A+ Ay 36 —9 27




£ 12
I_bh3
S 3
_ bh?
“T 36
b h3
I, = —

IL,=1,+d,*. A

I,=1,+d,*. A



Exemplo: Prova P2 / 2019

V4
Assim: A 4
A) As coordenadas do baricentro G 3
sdo (6; 3,67). cm
Para o item B, divide-se as areas 3cm
com o triangulos cuja base esteja @ .../l N >y

paralela ao eixo z.




Exemplo: Prova P2 / 2019

3cm

- Al -

e e — |

. 3cm .3cm . 3cm 3cm

Para o item B, divide-se as areas
com o triangulos cuja base esteja
paralela ao eixo z.




Exemplo: Prova P2 / 2019

Dessa forma:

I, = 'g;md - 21}

. 66 > 3-33+12 3-3
7\ 12 36 2

I,o0 =108 -2(2,25+4,5) = 94,5 cm*

3cm




Exemplo: Prova P2 / 2019 i

3cm

3cm
Apesar de nao ser pedido no exercicio, calcula-se o momento de
inércia na outra diregao:
3cm
_ qquad _ yeri
I yo — I yo — 1 zo
3cm  3cm 3cm  3cm

3 3

36

6
+|3—3,67|2-36>—( +|1—3,67|2-9>

"«"“z( 12

I,o = (108 + 16) — (4,5 + 64) = 55,5 cm*



Questao B da SUB 2019

Questdo B (3 pontos): Para a secdo transversal da figura, determine:

a) a posicdo de centro de gravidade G, fornecendo coordenadas e indicando os eixos de
referéncia;

b) o momento de inércia em relacdo ao eixo horizontal passando por G.




a)YG =0

4a.3a

2a+2a.a> 1

Lg = 24a.3a 2 = % = 1,625a

+2a.a

y b)1,, = [(Zj'z“g) + (g - %“)2 .(2a. a)] +

() a5

__157.a* _ 4
Iyo o1 6,54‘2&
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S 3
_ bh?
“T 36
b h3
I, = —

IL,=1,+d,*. A

I,=1,+d,*. A



Calcule os Momentos de Inércia em relagcdo aos seus eixos principais de inércia.

(E3) ,
4 {
24cm 12pm  24cm
| | |
| 1 L I |
s
B » v [l
< G
- | ' m 8
| | g
I12cm l2cm| I2cmI

1) Calculo do Centro de Gravidade.
scg =0 Pois Ot é um eixo de simetria da peca.

t.. = Al ‘t(‘(il+ All P t(‘(ill i Alll ’tC(}lll
= AI+AII+AIII

_ 60.12.66+12.48.36+36.12.6 A
60.12+12.48+36.12 K e

CG



12cm

48cm

12c¢m

+ =Y

24cm 12km 24cm

| | I ’

|I.V'Zc:m| 12cmT 12cm’

L]

»y 2) Momento de Inércia em relagdo ao eixo Oy.

ly - lly+ llly+ l!ll_v
_ 60.12°

= +60.12.(66-41)" = 458 640 cm*

lly = ll:9-+—IAI *dz 9 Ily

: 12.48’ )
llly =l ,tA,.d > I, = 12 +12.48.(36-41)" =124 992 ¢m*

, 36.12° "
llll_\' = lll|S+Al" 'd- 9 l[lly - ]2 +3612(6-4l )- - 534 384 Cm-‘

S

I, = 458 640 + 124 992 + 534384 = 1118 016 (cm*)



12cm

48cm

12cm

| 24cm 12km 24cm
|
>y
G
| I | l
]l?.cm'lZcmlIZcm‘

L]

3) Momento de Inércia em relag¢do ao eixo Oz.

Iz - Ilz+ I[lz+ Illlz

. 12.60° |
L =1,+A,.0° 2> L, = T =216 000 cm*
. 48.12° .
I, =1 tA; .00 ™ 12 =6912 cm
i 12.36° )
I, = IntAp 0" 2 I = =46 656 cm

12

I, =216 000+ 6912 + 46 656 = 269 568 (cm*)

4) Conclusdo: a peca ¢ mais estavel em torno do eixo Oy.



(ES) Para a se¢do transversal da figura abaixo, determine: Decompondo a peca em 3 partes temos:

a) A posi¢ao do centro de gravidade (fornecer as coordenadas e indicar os
eixos de referéncia). 1
b)Os momentos principais (centrais) de inércia.

¢) As dire¢des dos eixos principais (centrais) de inércia.

&\ 1 /\
§
. /\I 1) Calculo da Area.
&
i I - 18.6 :

A=AI'A“-A|“ 9 A_24.24'18.15‘T’ 9 A:zszcm'

5
i

- L 2) Calculo do Centro de Gravidade.

N |
3em' 18cm Bem! scg = 12 cm  Pois um eixo perpendicular a Os em 12 cm divide a peca simetricamente.

t. = AI Ltear- Au Ltegn™ Am Legm
CG
Al' Au' Am

24.24.12-18.]5.7,5-“;7'6.17

teg = 252

> to =1575cm



(ES) Para a secdo transversal da figura abaixo, determine: ERoRapento s PRy Petics lumpe

a) A posi¢ao do centro de gravidade (fornecer as coordenadas e indicar os
eixos de referéncia). | 1l
b)Os momentos principais (centrais) de inércia.

c¢) As direcdes dos eixos principais (centrais) de inércia.

t4 1] /\
£
Al
= 1) Calculo da Area.
N
| 5= IS 2
" A=A-A;-A, > b i A=252cm’
Q
] ; 2) Calculo do Centro de Gravidade.
1 [ z 4
f3,Cml 18c¢m [3cm] scg = 12 cm  Pois um eixo perpendicular a Os em 12 cm divide a peca simetricament:
t. = Al tear™ An L™ Alll Legm
CcG
< i Al' Au' Alll
G (12;15,75)
24.24.12-18.15.7,5-187'6.17
leg = 752 2> tog =15,75cm




3) Momento de Inércia em relagdo ao eixo Oy.

I =1

y ly

I, -1

Iy~ "My

< 24.24° .
lly =L+A,.d" > I,= T +24.24.(12-15,75)" = 35 748 ecm*

4) Momento de Inércia em relagdo ao eixo Oz.

3
Iy =Lt Ay Il \ lu_y - L +18.15.(7,5-15,75)* = 23 439 ¢m*
[, =1,-1,- 1y,
s 18.6° 18.6 )
lllly =lms+Am-d~ = [lll.v - 36 - 5 17-15,75)" =192 cm" S 24243
I,=1,+A,.0° > I,= 5 =27648 cm*
L, = 35748 — 23439 — 192 =12 116 (cm‘l‘)
_ i 15.18°
24 &\ I, =1y tA;.0° I = 12 =7290 cm*
§
. , (69 69 .,
/\\ 3 2 /\I L =Ty tAy.d> D> Ly = 2'( 36 + 5 3 ] =729 cm*
G (12 15,75)
£ _
i 2 [, =27648 —7 290 — 729 =19 629 (cm4)
- >

3em 18m  3em 5) Conclusdo: a peg¢a ¢ mais estavel em torno do eixo Oz.
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