Capitulo 1 -

Ideias fundamentais
1.1 Introducéo

Otimizac&o € o processo de se determinar entre varias op¢Ges de um objeto aquela
que é a melhor possivel dentro de certos critérios de escolha e limitag@es, tais como 0s
recursos disponiveis. No projeto de um empreendimento, o tempo todo, procura-se o
melhor desempenho nas suas diversas disciplinas: analise, projeto, fabricacdo, vendas,
pesquisa, desenvolvimento etc. Essa é praticamente a definicio de PROJETO OTIMO.

O processo de projeto tradicional é baseado na analise de diversas solugcfes e na
viabilidade de sua execucdo. Neste processo ndo existe uma maneira formal de aprimorar
um dado projeto e o projetista pode melhora-lo baseado em sua intuicéo e experiéncia.
Com uma determinada solucdo em méaos, uma decisdo precisa ser tomada: aceitar o
projeto como final ou refind-lo. Observa-se entdo que este método depende fortemente da
intuicdo, experiéncia e habilidade do projetista.

Por outro lado, o processo de projeto 6timo € mais estruturado. Nesta abordagem,
primeiramente as variaveis de projeto séo identificadas. A funcdo objetivo, aquela que
mede o merito relativo de uma solucdo, e as funcgdes restricdes de projeto, dadas pelas
limitacOes existentes, devem ser definidas em funcao das varidveis de projeto. Uma vez
definidas estas grandezas, um método de otimizacao apropriado pode ser utilizado para
aperfeicoar um projeto inicialmente estimado. O projetista ainda precisa adotar um
projeto inicial, mas o aprimoramento do projeto agora ndo depende apenas de sua
experiéncia, mas sim de um algoritmo de otimizacdo. Como resultado, o processo de
projeto 6timo pode conduzir a solugdes seguras e mais econdémicas e, ainda, em um tempo
relativamente curto, com a utilizacdo de um processo computadorizado.
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Figura 1.1 — Exemplo de otimizacdo de forma de chapa metalica submetida a carga
concentrada



Considere-se 0 exemplo mostrado na Figura 1.1, em que uma chapa metalica que esta
submetida a um carregamento especifico (uma carga horizontal concentrada, aplicada em
sua extremidade superior esquerda) apresenta a forma inicial quadrada, conforme
mostrada na Figura 1.1 (a). Nessa figura, também é mostrada a distribui¢do de tensdes
em kgf/cm? no projeto inicial. Apdés a aplicagdo de um método de otimizacdo,
desenvolvido pelos autores, o projeto final apresenta-se conforme mostrado na Figura 1.1
(b). Observe que uma boa parte da massa placa, onde as tensdes eram baixas no caso (a),
marcadas com cor preta, foi eliminada do dominio da placa no processo de otimizagao.
Nesse caso 0 processo de otimizagdo reduziu a massa da placa em mais de 50%,
produzindo uma reducdo significativa na quantidade de material utilizado para a
fabricacéo da placa.

Em termos matematicos, a otimizacdo trata de encontrar valores extremos
(méaximos ou minimos) de uma funcéo (a funcdo objetivo) que depende de uma ou mais
varidveis de projeto, sujeitas as restricbes de igualdade ou de desigualdade. Trata-se de
um campo de conhecimento e de pesquisa extremamente vasto, aplicado a todas as areas
das engenharias, das ciéncias em geral, da logistica etc. Na administracdo de empresas
ela é as vezes renomeada de pesquisa operacional.

1.2 Elementos de um problema de otimizagéo

1.2.1 Variaveis de projeto

As variaveis de projeto sdo um grupo de fungdes cada uma expressando o valor
(variavel durante o processo de otimizacdo) de um determinado pardmetro de um dado
projeto. Cada variavel de projeto é independente das demais, podendo assumir um
determinado valor em um dado dominio continuo, ou continuo por partes, ou discreto.
Uma viga de secdo retangular, feita de certo material, destinada a vencer um certo véo e
suportando certa carga, tem duas variaveis de projeto: a largura e a altura de sua se¢do. O
vetor das variaveis de projeto sera denotado aqui pelo vetor x. No caso em questédo o vetor
pode ser escrito como x = [ow h]", como mostrado na Figura 1.2. O problema de
otimizacédo pode ser definido como encontrar valores adequados de bw € h, tal que a viga
suporte o carregamento sem ruptura, deslocamentos excessivos ou fissuras que
prejudiquem seu desempenho a longo prazo.
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Figura 1.2 — Viga de se¢éo transversal retangular



O projeto da lata de refrigerante cilindrica da Fig. 1.3, dado o volume desejado e
a pressao de envase, tem trés varidveis de projeto: seu diametro, sua altura e a espessura
da chapa metalica. O vetor das varidveis de projeto neste caso é x = [D h €]
Dependendo da formulagdo, outras variaveis de projeto podem ser adotadas, como
espessuras diferentes para a lateral e, para o topo e, e para a base e,. Com isso, ter-se-ia
x=[D h e e ep]". Assim, existem diversas formulacdes para um mesmo problema.
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Figura 1.3 — Se¢do de uma lata de refrigerante mostrando as variareis de projeto

As variaveis de projeto podem ser relacionadas com materiais, topologia,
configuracdo, capacidade de componentes etc. Variaveis de projeto relacionadas com
materiais sdo usadas na selecdo do tipo de material adotado: aco, concreto, polimeros etc.
Elas sdo variaveis discretas que representam as propriedades fisicas e mecéanicas dos
materiais. Varidveis topoldgicas sdo introduzidas se a forma ou o “layout” do sistema
estdo sendo otimizados. Variaveis de capacidade de componente pode ser desde a
capacidade produtiva de determinados equipamentos utilizados em uma linha de
producdo até a resisténcia de determinados materiais. O tipo de perfil a ser adotado num
projeto de estruturas metalicas pode ser considerado uma variavel de configuracéo, ou até
mesmo topoldgica.

A selecdo das varidveis de projeto € um importante passo, visto que toda a
formulacdo do problema depende de suas defini¢cdes. Elas devem ser selecionadas de tal
forma que o processo de calculo seja implementavel e o projeto final seja pratico. O
dominio viavel para a solucdo de um determinado problema aumenta proporcionalmente
ao aumento da quantidade das variaveis de projeto. Em outras palavras, o aumento das
variaveis de projeto resulta, em geral, em um melhor projeto. Neste livro, como ja citado,
as variaveis de projeto serdo representadas por um vetor X como

X=[X1 X2 X3..Xn]"

em que n é o nimero total de variaveis de projeto.



No caso de variaveis de projeto discretas, estas devem satisfazer a condicéo:
x; €Ex; ={Xi1 Xi2 v Xing ) i=1,...,n

em que Xis, X2, ..., Xinei SA0 0S NEi possiveis valores discretos que podem ser assumidos
pela variavel x;. Por exemplo, um vergalhdo de aco CA-50 pode ter os seguintes diametros
{6,3 8 10 125 16 20 25 32} mm. Assim também ocorre com a bitola de cabos
elétricos que possuem dimensdes pré-definidas.

1.2.2 Fungao objetivo ou funcéo custo

A funcéo objetivo, ou fun¢do custo, determina o mérito relativo de varios projetos
para um determinado sistema. A selecdo da funcdo objetivo € uma importante tarefa, pois
0s projetos sdo melhorados a partir da minimizagdo ou maximizagao de seu valor.

Tomando como exemplo estruturas civis, em grande parte dos problemas de
otimizacéo estrutural o peso da estrutura € escolhido como funcéo objetivo. Este fato €
devido a grande facilidade de computacao desta grandeza e também porque seu valor esta
diretamente relacionado com o custo dos materiais empregados. Um uso mais eficiente
dos materiais ira minimizar o custo de constru¢do quando todos os outros fatores, tais
como custo de fabricacdo, transporte, montagem e manutencdo, permanecerem
constantes. Em otimizacgéo estrutural, estes fatores geralmente ndo sdo constantes, mas
sim funcbes das varidveis de projeto. Por exemplo, o custo de transporte de um
determinado elemento estrutural pré-fabricado depende de seu peso e dimensoes.

Existem outros custos por trds de um custo de construcdo que devem ser levados
em conta nos processos de dimensionamento. Estes podem ser o tempo de construcao,
custos relacionados a ruina da estrutura, a eficiéncia da estrutura, entre outros. O custo
relacionado com o tempo de construcao pode ser facilmente computado, enquanto que o
custo de ruina pode ser, em alguns casos, de impossivel determinacdo. A ruina de um
sistema estrutural esta intrinsecamente relacionada com a seguranca adotada tanto no
processo de dimensionamento quanto no processo de construcdo. O aparecimento de um
estado limite Gltimo ou de servigco na estrutura pode dever-se a combinacéo entre si de
varios fatores aleatorios, originados nas causas seguintes: a) incertezas relativas aos
valores considerados como resisténcias dos materiais utilizados, levando-se em conta néo
sO as condigdes de execucdo e controle da obra, como também alguns parametros que
repercutem sobre o estado limite em questdo (tais como carga de longa duracéo, fadiga,
etc.); b) erros cometidos quanto a geometria da estrutura e suas secdes; c¢) avaliacdo
inexata das acOes diretas, indiretas ou excepcionais, devido a impossibilidade de defini-
las, a principio, com precisdo absoluta, ao longo de toda a vida util da estrutura; d)
divergéncia entre os valores calculados e os valores reais das solicitacdes, face as
hipbteses simplificadoras usualmente adotadas no célculo. Um bom objetivo a ser
buscado no dimensionamento de uma estrutura € aquele de se conciliar um custo minimo
para a mesma, mantendo-se abaixo de um valor previamente estabelecido a probabilidade
do aparecimento de um estado limite. A finalidade da aplicacdo, neste dimensionamento,
dos principios de teoria probabilistica seria a da obtencdo, com a seguranca apropriada,
do custo 6timo da estrutura. Este deveria levar em conta, entre os diversos fatores,
consideracGes de ordem moral e psicoldgica (o que é impossivel de se quantificar), bem



como o valor da vida humana e a reacdo da opinido publica face a ocorréncia de algum
acidente.

Antes de se tentar formular todos os fatores envolvidos num processo de
dimensionamento, é importante saber se eles de fato tém influéncia sobre a solugdo. Néo
seria desejavel considerar uma funcdo objetivo geral demais, porque o resultado pode ser
uma funcdo objetivo plana que ndo seja sensivel a mudancas nas variaveis de projeto e
que n&o resulte numa melhoria do projeto inicialmente adotado. Uma vez que os fatores
mais importantes na computacdo do custo sdo determinados, eles podem ser calculados
em funcdo das variaveis de projeto.

As vezes é desejavel minimizar ou maximizar vérias funcBes objetivos
simultaneamente. Isto é chamado otimizacdo multicritérios ou otimizacdo com objetivos
multiplos. Este tipo de problema pode ser definido como: determinar um vetor variavel
de projeto que satisfaz as restricdes e otimiza um vetor funcao cujas componentes sdo as
diversas fungdes objetivo. As funcgdes objetivos consideradas neste tipo de problema estéo
geralmente em conflito uma com as outras. Como um exemplo, na otimizagdo simultanea
de uma estrutura com um sistema de controle de vibragGes incorporado, tanto a
minimizacdo do custo da estrutura quanto a minimizacdo das oscilacbes devem ser
tratadas como funcgdes objetivo. Neste caso, vé-se claramente que a minimizacgao do custo
da estrutura implicaria em diminuir as dimensdes das se¢des dos elementos estruturais, 0
que acarretaria um aumento nos deslocamentos.

Uma funcéo objetivo geral para um sistema dinamico (variavel no tempo) pode
ser definida como:

fxT)=FxT)+J, f(x22%¢t)dt, (1.1)

onde z é o vetor das varidveis de estado tais como os deslocamentos, carga elétrica,
temperatura, e T é o intervalo de tempo total considerado. E assumido que a funcio
objetivo é continua e diferencidvel. As variaveis de estado sdo consideradas como funcdes
continuas do tempo e elas sdo determinadas pela integracdo das equacdes de estado do
sistema. No caso da engenharia elétrica uma equacéo de estado é dada por exemplo por
associagdes de circuitos elétricos, enquanto que na engenharia de estruturas é dada pela
equacdo do movimento. A equacdo (1.1) pode representar qualquer funcdo custo. Por

exemplo, f pode representar a massa da estrutura, ou a massa dos cabos elétricos,

enquanto que f pode representar o deslocamento, ou ainda qualquer outra funcéo
envolvendo as variaveis de estado.

1.2.3 Restric6es de projeto

Para os problemas descritos e resolvidos neste livro, as restricGes de projeto sdo
divididas em dois grupos: restricdes estaticas e restricdes dinamicas. RestricOes
dindmicas sdo impostas ao longo de todo o intervalo de tempo t € [0,T] no qual o sistema
é analisado. Limites para os valores assumidos pelas tensbes, deslocamentos e
aceleracdes sdo exemplos deste tipo de variaveis. Ja as restricOes estaticas, independem
do tempo, e estdo relacionadas a limites geométricos da estrutura e fundacéo, intervalos



estabelecidos para as frequéncias naturais de vibragdo, deslocamentos estaticos, tensdes
estaticas sobre o solo, e limites para as variaveis de projeto. Limites para perdas de
potencial no caso de projetos elétricos sao restri¢cdes impostas.

Uma forma geral para representar as restri¢des estaticas é:

o T . . =0parai=1,...,1
E uma forma geral para as restricGes dindmicas é:
. =0parai=m+1,..., [
9i = 0i(X,2,2,%,t) {S Oparai=1+1,...,m' parat € [0,T]. (1.3)

1.3 O problema padré&o de otimizacao

De uma maneira geral, um processo de otimizacdo pode ser descrito conforme o
fluxograma mostrado Figura 1.4.
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Figura 1.4 — Fluxograma genérico de um processo de otimizacéo

Observe-se, na Figura 1.4, que o processo de otimizacdo classico parte de um
projeto inicial, ou de um grupo de projetos iniciais, que é aprimorado de acordo com um
determinado método de otimizacao.



Um problema geral de otimizagéo pode ser formulado na forma padrdo que segue.
Seja um problema definido pelos valores de um vetor de n variaveis de projeto
x=[X1 Xz - xp]T. (1.4)
Minimizar uma funcéo objetivof (x), sujeita a restri¢des de igualdade
hi(x) = 0, j=1,-,p (1.5)
e restricdes de desigualdade
g:(x) <0, i=1,--,m. (1.6)
As funcdes f, g e h, podem ser, no geral, ndo lineares.

Se for desejado encontrar 0 maximo de uma funcdo f(x), em vez do minimo, basta
determinar o0 minimo dessa fung¢éo com sinal trocado, F(x) =—f(x).

Para os problemas de baixa dimensdo, o problema pode ser resolvido pela simples
inspecdo de graficos das funcdes f, g e h, conforme o Capitulo 3.

1.4 Exemplos

E1l. Apresenta-se um exemplo de pesquisa operacional (Arora, 2012), a maximizacdo de
lucro de uma empresa que fabrica 2 tipos de maquinas, A e B. Usando 0s recursos
disponiveis ou 28 maquinas A ou 14 maquinas B podem ser produzidas por dia. O
departamento de vendas pode vender 14 maquinas A ou 24 maquinas B. O departamento
de expedicdo ndo pode despachar mais que 16 maquinas por dia. A empresa lucra R$
400,00 por maquina A e R$ 600,00 por maquina B. Quantas maquinas de cada tipo déo o
méaximo lucro?

Variaveis de projeto:

X1 = ndmero de maquinas A, X2 = nimero de maquinas B

Funcéo objetivo (lucro), a ser maximizada: F(x) = 400x, +600x,

Restri¢des (de desigualdade):

X +X, <16 = g,(x)=x +x,-16<0 (expedicAo)
X, 128+x,/14<1 = g,(X)=x,/28+x,/14-1<0 (produgéo)

X 114+x,124<1 = g,(X)=x,/14+x,/24-1<0 (vendas)



E2. Considere a viga prismatica engastada e em balan¢o mostrada na Figura 1.5.
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Figura 1.5 — Viga engastada e em balanco

A secdo transversal € em anel circular. O didametro externo da secéo € D e a espessura da
parede e. A rigidez da viga é k =3El / L*, onde E é o mddulo de elasticidade longitudinal
da peca, | 0 momento de inércia e L o comprimento da viga. A massa devida ao peso
proprio da viga concentrada na extremidade livre € M. Uma boa aproximacéo para M €
igual a ¥4 da massa total da viga, calculada pelo produto do volume pela massa especifica
p. A primeira frequéncia de vibracdo natural da viga é

1 [k
f=— | 4.4
1AM (4.4)

Um problema de otimizacao classico € minimizar a massa da viga impondo que a primeira
frequéncia de vibracdo seja superior a um determinado valor minimo. Definem-se as
variaveis de projeto como sendo:

x1 = D (didmetro externo da secdo transversal), x. = e (espessura da parede da secéo
transversal)

Fungéo objetivo (massa), a ser minimizada: f(x)= ,o%[xl2 —(x, - 2x2)2]L



RestricOes (de desigualdade):

f,>f. (valor minimo da primeira frequéncia natural de vibracéo)
D, <X <D, (limites inferior e superior do didmetro externo)

X, o :
€in <X, < I (limites inferior e superior da espessura)

Este tipo de problema é bastante comum em torres de telecomunicacao, nos quais
é desejavel que se tenha um valor de fmin de 1 Hz, ou em torres de energia e6lica onde o
fmin € da ordem de 0,5 Hz. Num problema real, outras condi¢es devem ser consideradas,
tais como os carregamentos aplicados, a resisténcia dos materiais utilizados, limites para

os deslocamentos estaticos e dindmicos, fadiga etc.



