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Capitulo
MOVIMENTO
BIDIMENSIONAL

3.1 — Descricao em termos de coordenadas

Nesle capitulo, vamos passar do movimento retilineo a descricdo do movimento num
plano, que inclui muitos casos importantes, como 0 movimento dos projéteis e 0 movimento
da Terra em torno do Sol.

Conforme ja foi mencionado na Secao 1.6, podemos especificar a posicao de um ponto
num plano através de 2 parametros, que sdo suas coordenadas em relacao a um dado
referencial. Se adotarmos coordenadas cartesianas, por exemplo, a posi¢cao de uma particula
em movimento no plano sera descrita pelo par de fungées

(x(t), y(t) (3:1.1)
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Figura 3.1 Movimento num plano.

Figura 3.3 Deslocamento como vetor.

Figura 3.4 Composicao de deslocamentos.



Figura 3.6 Regra do paralelogramo.

Figura 3.8 Soma de vdrios deslocamentos.
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Figura 3.13 Componentes de um vetor.

Seja u um vetor qualquer (na Fig. 3.13, tomamos
a origem de u no ponto O, origem das coordenadas,
0 que nao tem nada de restritivo, porque um vetor
nao esta associado a uma origem determinada: um
vetor obtido de u por uma translacao € igual a u).

Chamam-se componentes de u segundo 0s eixos
Ox e Qy as projegoes uy e u, de u sobre esses eixos
(Fig.). A magnitude de u (ou mddulo de u) ¢ dada
por

{r—_————eeeee.

uf= Ju? +? (3.3.1)

Chama-se vetor unitario um vetor de modulo = 1. Costuma-se designar um vetor unitario

na direcdo de u por U, de forma que

u= u/'u’ (3.3.2)

— — -



Forcas bidimensionais



Descida na rampa: Escreva o algoritmo de Euler
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Movimentos bidimensionais



3.4 — Velocidade e aceleracao vetoriais

Consideremos uma particula, em movimento ¥
num plano, que descreve uma trajetéria APB, em 4 B
relacdo a um sistema de referéncia Oxy. Seja r(t) =
OP o deslocamento da particula em relacdao a origem ; i ___________________ p’
O no instante t, onde P é a posi¢cao ocupada pela Ay P Ar |
particula no instante t; seja r(t + At) = OP" o deslo- 1A """" ' ;
camento no instante t + At. Pela (3.3.10), o desloca- | 5
mento relativo da particula entre os instantes t e t + At r (Y AT
e o vetor (Fig. 3.18). .: |
PP’ = Ar = r(t + At) - r(t) (3.4.1) L >x
. - 0 >
Por analogia com a (2.1.5), € natural definirmos
a velocidade média entre os instantes t e t + At por Figura 3.18 Trajetoria plana.
r(t+At)-r(tf) Ar
Viateat = : Ag ( ]= AL (3.4.2)

Como a diferenca entre dois vetores e o produto de um vetor por um escalar sao vetores,
2 (3.4.2) mostra que a velocidade média € um vetor, cuja dire¢ao e sentido sao os da corda PP’
Jue liga as posigoes nos instantes t e t + At sobre a trajetoria.

As componentes da velocidade média sao

3

’ a AX
X(tot+At) — T,
A (3.4.3)

Ay

VvV —
y(t—t+At) At |




Velocidade Instantéanea

j=vy(Di+v, (0] (3.4.5)

Ar) _dr _ dx . dy
At dt dt dt

Aceleracao média

_ v(it+At)—-v(t) Av
A yiat = AL = (3.4.6)

A aceleracao instantanea no instante t ¢ o vetor

a(t):lim[v(nm)—v(t)} lirh (A"] a2y (3.4.7)

At—0 At At—0 At dt

ouseja, ¢ a derivada do velor velocidade instantdnea em relacao ao tempo. Pela (3.4.5), também
podemos escrever

d°r d°x. d%
a(t)= = i+ j (3.4.8)
dt® dt*  dt




3.5 — Movimento uniformemente acelerado

Um movimento qualquer chama-se uniformemente acelerado quando a aceleracao é
constante (independente do tempo):

a(t)=a = constante (3.5.1)

onde "constante", para um vetor, significa constante em modulo, direcao e sentido.

Analogamente a discussao da Sec. 2.5, para determinar o movimento € preciso ainda dar
as condicoes inicials:

v(ty)= vy

r(ty)=ry

(3.5.2)

No instante t; + At, v e r terao variado respectivamente de Av e Ar, onde, para At
suficientemente pequeno (de modo que possamos confundir aceleracao e velocidade médias
e instantaneas), teremos

Av = aAt

(3.5.3)



" Vamos adotar um sistema de coordenadas
A cartesianas com eixo Oy segundo a dire¢ao de a (Fig.
3.23). Temos entao

Yo R

A 0 a =4aj
al 1o Vo =Vox1+ Vol (3.5.4)

o = Xol + Yol

— X
0 As proje¢oes do movimento sobre os eixos x e y
Figura 3.23 Condicoes iniciais. obedecerao entao a
a, =a=constante; v (ty)=vy,; (ty) =

y o TVeps Flol= (3.5.5)

dy =0; Vx(tO):VOX; x(to):XO

que correspondem a movimentos unidimensionais do tipo ja considerado na Sec. 2.5. Podemos
entao aplicar imediatamente as (2.5.4) e (2.5.8), obtendo.



v, (t)= vy, +alt-ty)

vx(t)zvo:c

1
y(t)=yo+v0y(t—t0)+—2—a(t—t0)2 >

)

X[t}z X0+V0x(t—t0)‘

v(t)=vq+alt-t;)

r{t)=ry+vylt- t0)+%a(t— t0)2

(3.5.6}

(3.5.7)

(3.5.8)

(3.5.9)




Equacao da trajetdria

de X(t):X0+V0X(t_tO)_

X_XO

temos que: t—ty =
Vo

X

substituindo na eq. ‘ y(t) =y, + VOy(t_ t0]+%a(t—t0)2

temos que:

1

Vo : :
Y‘YO‘[ L ](X—XOHE%(X—XO)Z

VOx

VO,\(

(3.5.13)



Fuler vetorial




Simulacao usando Jupyter

*Proponha uma representacao do movimento
uniformemente acelerado usando sistemas
dinamicos e vetor de estados.

*Crie um documento jupyter implementando o
movimento estudado.



Material complementar



Movimento de projéteis

y»:

0O X A

Figura 3.25 Trajetoria parabolica.

a=-gj (3.6.1)



Vox = V(COSO
As (3.5.6) e (3.5.7) ficam

¥

Vo, =Vp Sen o

¥

v,=Vvysenb —gt v, =v,c0s0

Yy =Vq sen(—)t—%g 2

X =Vyc0os0t
e a equacao da trajetoria (3.5.13) fica
2
y=1t96-x— zgx 5
2v,C0s° 0

(3.6.2)

(3.6.3)

(3.6.4)

(3.6.5)



3.7 — Movimento circular uniforme
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Figura 3.27 Movimento circular. Figura 3.28 Velocidade instantanea.

V=v0

v=ds/dt



O periodo T do movimento é o tempo para dar uma volta completa, ou seja,

P 2nr/{v[ (3.7.5)

Chama-se freqliéncia v o inverso do periodo:

v=1/T (3.7.6)




Podemos empregar a (3.7. 1) para exprimir a lei horéria (3.7.2) em termos do angulo 6

descrito em fun¢ao do tempo:

9=90 +(D(t_t0)

nde

w=v/r

-hama-se velocidade angular. Temos, analogamente a (3.7.4),

ao
0=—
dt

= as (3.7.5) e (3.7.8) mostram que

A

27

=—=2m

T

3.7.7)

(3.7.8)

(3.7.9)

(3.7.10)



Trajetoria

Pl V](‘l)

Hodografo

ax(t3)

Figura 3.21 Hodografo.

Av

v(t+ Ab)

v (1)

v(+AN=|v(),Av#0

Figura 3.22 Variacao da direcao da

velocidade.




v=wro (3.7:11)

Embora o movimento circular uniforme
tenha uma velocidade de mddulo constante, a
direcao da velocidade v varia de ponto a ponto
da trajetoria. Logo, conforme foi mencionado
no fim da Se¢. 3.4, ele ¢ um movimento acele-
~ado, ou seja, a aceleragdo ¢ # 0. Vamos agora
ver como se obtém a aceleracgao a.

Uma forma possivel de determinar a € pelo
orocesso geomeétrico do hodografo, descrito na
Se¢. 3.4. O hoddgrafo de um movimento circu-

Figura 3.29 Hodografo do movimenro
circular uniforme.
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a=-—d

2

A . ~ v ~

r:—mzrrz—Tr (3.7.13)

(2) (b)

Figura 3.30 incremento de velocidade.

angulo |A8]:

[Av]= V| jad

Esta ¢ a chamada aceleracao centripeta (porcque
aponta para o centro do circulo).

Podemos também obter o mesmo resultado de
outra forma, empregando diretamente a definigac
(3.4.7) do vetor a. A Fig. 3.30 (a) ao lado mostra os
vetores v(t) e v(t + At), onde At corresponde a um in-
cremento A6. A (b) ilustra a construgao de Av, mos-
trando que, no limite em que At — 0, Av tende ¢
apontar na dire¢ao de —f. Além disto, o angulo entre
v(t) e v(t + At) é também AD, e, no limite em que At = 0,
podemos confundir o comprimento de Av (corda) com
0 do arco de circulo de raio |v{ que subentende ¢

’Av' IA(E)]

(3.7.14)

M S

o0 que se torna exato no limite em que At — 0, levando novamente a (3.7.12) (cf. (3.7.9)).



Modelos mais realistas



Effects of Drag Resistance

P GMm GMm B (1 2y )
~®+y? RQ+yRE TUTERT)

(3.8)

where y is measured from the Earth’s surface, R is the radius of the Earth, M is the mass of the
Earth, G is the gravitational constant, and g = GM/R2.

I::d
'y
Y 4 ! ! F = —mg+ Fjy.
\J F:d \J
mg mg
(a) (b) (¢
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Modelo com resisténcia do ar

* E necessario determinar a Fd como funcdo de
v, i.e. Fd(v)
* Duas abordagens:

— Empiricamente: medindo y(t) e calculando
numericamente v(t), a(t).

— Assumindo um modelo a priori para v(t)



Fl,d(v) — C’lv,

Fz’d(v) — Cg’vz,

Because F;(v) increases as v increases, there is a limiting or terminal velocity (speed) at which
the net force on a falling object is zero. This terminal speed can be found from (3.9) and (3.10)
by setting Fj3 = mg and is given by

Vi = E, (linear drag) (3.11a)
Ch
Vot = (%)1/2, (quadratic drag) (3.11b)
2
v v v
Fi4= Clvl,t<_) = mg—, Fi(v)/m = -9(1 = —>,
U1,t U1,t (S
_ 2 %2 2
Foq= 02v2,t2(_) = m9<—) - Fy(v)/m = —g(l — )
U2t V2.t ’Uz,tz
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Simulacao usando Jupyter

*Crie um documento jupyter implementando o
movimento estudado.



